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Vorw^ort. 
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Bei  der  Ausarbeitung  des  vorliegenden  Buches  habe  ich  mir 
die  Aufgabe  gestellt,  die  darstellende  Geometrie  in  ihrem  ganzen 
wesentlichen  Umfange  zu  behandeln  und  dabei  so  viel  zu  ihrer 
Weiterfuhrung  und  Vervollkommnung  beizutragen,  als  es  mir  unter 
Benutzung  der  Veröffentlichungen  anderer  Schriftsteller  und  meiner 
eigenen  Untersuchungen,  sowie  der  in  meinen  Vorlesungen  über 
diesen  Gegenstand  gewonnenen  Erfahrungen  möglich  war.  Neben 
wissenschaftlicher  Strenge  richtete  ich  mein  Streben  besonders  auf 
Vereinfachung  und  suchte  ebensowohl  die  Herleitungen  bündig,  als 
die  Konstruktionen  kurz  zu  gestalten.  Ein  wichtiges  Hilfsmittel  bildet 
dabei  die  projektive  Geometrie,  die  so  vielfach  einfachere  Entwick- 
lungen und  Auflösungen  von  Aufgaben  gewährt,  daß  sie  ohne 
Nachteil  in  der  darstellenden  Geometrie  nicht  zu  entbehren  ist. 
Ich  habe  sie  daher,  da  sie  bei  dem  Studium  der  letzteren  Wissen- 
schaft nicht  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  kann,  soweit  ihre 
Anwendung  reicht,  mit  in  das  Gebiet  der  Bearbeitung  hereingezogen. 

Das  Werk  soll  in  zwei  Bänden  erscheinen,  wovon  der  erste 
hier  vorliegende  die  Geschichte  der  darstellenden  Geometrie,  die 
ebenflächigen  Gebilde,  die  krummen  Linien  (ersten  Teil)  und  die 
projektive  Geometrie,  der  zweite  die  krummen  Linien  (zweiten  Teil) 
und  die  krummen  Flächen  behandelt. 

An  einer  Geschichte  der  darstellenden  Geometrie  hat  es  bisher 
^  '»  gefehlt,  indem  außer  einer  Geschichte  der  Perspektive  von  Poudra, 
einem  Vortrage  historischen  Inhalts  von  de  la  Gournerie  und  zer- 
streuten Notizen  nichts  über  diesen  Gegenstand  veröffentlicht  wurde. 
Unter  Benutzung  dieser  Quellen,  hauptsächlich  aber  auf  Grund  des 
Studiums  der  wichtigsten  der  veröffentlichten  Werke  und  Abhand- 
lungen habe  ich  diese  Lücke  auszufüllen  gesucht. 

Die  Behandlung  des  eigentlichen  Gegenstandes  beginnt  mit  der 
Auflösung  der  Aufgaben  über  Funkt,  Gerade  und  Ebene  und  über 
ebetiflächige  Gebilde;  und  hierbei  werden  ebensowohl  die  zwei  auf 
einander  senkrechten  Projektionsebenen  mit  und  ohne  Benutzung 
der  Projektionsaxe ,  als  auch  die  kotirten  Projektionen  angewendet. 
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IV  Vorwort. 

Außerdem  habe,  ich  eine  neue  Projektionsweise,  nämlich  diejenige 
mittelst  zweier  parallelen  Spur-  ufid  Projektionsebenen  eingeführt,  welche 
sich  bei  ebenen  und  überhaupt  bei  geradlinigen'  Flächen  als  zweck- 
mäßig erweist  und  welche  bei  vielen  Aufgaben,  z.  B.  bei  denen 
über  Durchschnitte  von  Vielflachen,  erhebliche  Vereinfachungen  ge- 
währt. 

In  dem  folgenden  Abschnitte  werden   die  Jcrummen  Linien  im 
allgemeinen  und   sodann   die  Kegelschnitte  als   Brennpunktskurven 
behandelt.    Dabei  wurde  eine  besondere  Sorgfalt  auf  die  Erörterung 
des    UnendlicMleinen  verwendet,  welches  ich,  übereinstimmend  mit 
Euler,  gleich  Null  setze.   Den  Einwand,  daß  vom  dem  Verhältnisse 
zweier   Größen,   die   Null    sind,    nicht   gesprochen   werden    könne, 
glaube  ich  durch  Unterscheidung  von  „absolut  Null"  und  „Grenz- 
null" zu  beseitigen.    Während  das  Verhältnis  zweier  Größen,  welche 
absolut  Null   sind,    unbestimmt   ist,   wird   unter  dem   Verhältnisse 
zweier  Größen,  welche  Grenznull  oder  unendlichklein  sind,  der  Grenz- 
wert zweier  sich  der  Null  annähernden  Größen  verstanden.     Der- 
selbe  wird    durch    eine*  neue  Funktion    ermittelt,   welche    mit   der 
früheren,  jenem   Verhältnisse,    für  jeden    endlichen  Wert   der   ab- 
nehmenden Größen  übereinstimmt,  daher  denselben  Grenzwert  be- 
sitzt, sich  aber  darin  von  ihr  unterscheidet,  daß  sie  für  den  Null- 
wert derselben   nicht   unbestimmt  wird.     Vermittelst  dieser   neuen 
Funktion    ist   dann   dem   Grenzwerte   bestimmt   die   Null   als   ent- 
sprechender   Wert    der    abnehmenden    Größen   zugewiesen.     Durch 
diese  Begriffe  fallen  die  Schwierigkeiten  weg,  welche  das  Unendlich- 
kleine bietet;  und  es^  wird  nicht  verlangt,  sich  unter  der  Tangente 
einer  Kurve  eine  Gerade  vorzustellen,  welche  mit  der  Kurve  an  der 
Berührungsstelle  nur  einen  und  zugleich  zwei  unendlich  nahe,  aber 
getrennte  Punkte   gemein   hat.   —    Sodann   wurde   zur  Bestimmung 
der  Tangente   einer   durch  ihr  Entstehungsgesetz  gegebenen  Kurve 
ein  geometrisches  Verfahren  angegeben,  das   allgemein  anwendbar 
ist,  während  das  Robervalsche   nur    in  besonderen  Fällen   benutzt 
werden  kann.     Auch   die  Krümmungshalbmesser  wurden  bei  vielen 
Kurven  bestimmt  und  zwar   meist  geometrisch.     Durch  diese  Er- 
mittlungen ist  man  häufig  im  stände,  Kurven  durch  ihre  ausgezeich- 
neten Punkte  und  durch   die  Tangenten  und  Krümmungskreise  in 
denselben  rascher  und  zugleich  genauer  zu  verzeichnen,  als  es  durch 
eine  beliebige  Anzahl  allgemeiner  Punkte  möglich  ist. 

Im  folgenden  Abschnitte  werden  die  Elemente  der  projektiven 
Geometrie  entwickelt.  Ich  zog  es  vor,  dieselben  in  einem  besonderen 
Abschnitte  zu  behandeln,  statt  sie  mit  der  darstellenden  Geometrie 
zu  verschmelzen,  weil  dabei  der  Aufbau  ihrer  Lehrsätze  nicht  ver- 


Vorwort.  V 

deckt  wird  durch  den  Aufbau  von  Konstruktionsaufgaben,  welcher 
den  Charakter  der  darstellenden  Geometrie  bildet.  Dem  entsprechend 
verwende  ich*  auch  bei  meinen  Vorträgen  von  den  mir  zu  Gebot 
stehenden  vier  Wochenstunden  während  des  größeren  Teiles  des 
Studienjahres  eine  auf  die  projektive  Geometrie,  wodurch  zugleich 
der  Stoff  für  die  konstruktiven  Übungen  gleichförmiger  verteilt 
wird.  —  In  der  projektiven  Geometrie  spielen  naturgemäß  die  Kegel- 
schnitte eine  Hauptrolle.  Da  die  Sdmaren  derselben  bei  der  Dar- 
stellung der  E[rümmungslinien  der  Flächen  zweiten  Grades  auf- 
treten, so  beschäftigte  ich  mich  mit  der  Aufgabe  ihrer  leichten 
Verzeichnung  und  fand  mehrere  einfache  Konstruktionen.  Die  erste 
vermittelst  Hilfskegelschnitten  ist  besonders  vorteilhaft,  wenn  durch 
dieselben  die  Axen  der  Kurven  bestimmt  werden.  Die  andere  ver- 
mittelst eines  Linien-  oder  Punktnetzes  liefert  eine  beliebige  Anzahl 
von  Kegelschnitten  einej:  Schaar  oder  eines  Büschels  auf  einmal. 
Dieses  Verfahren  ist  durch  die  Theorie  der  Zickzacke,  welche  im 
allgemeinen  durch  zwei  Kurven  der  Schaar  bestimmt  werden,  be- 
gründet, aber  auch  durch  die  Theorie  der  cyklisch-projektiven  Punkt- 
reihen mit  zwei  reellen  oder  imaginären  Grenzpunkten,  welche  sich 
auf  eine  einzige  Kurve  der  Schaar  stützen,  die  durch  einen  Kreis 
ersetzt  werden  kann. 

Sodann  wurde  eine  Imaginärprojektion  der  Kegelschnitte  gegeben, 
durch  welche  ein  reeller  Kegelschnitt  in  einen  imaginären  und  ein 
imaginärer  in  einen  reellen  projicirt  wird.  Dadurch  ist  es  z.  B. 
möglich,  einen  imaginären  Kegelschnitt  auf  unendlich  viele  Weisen 
durch  einen  reellen  darzustellen,  vermittelst  dessen  die  Konstruktion 
von  Pol  und  Polare  zu  dem  imaginären  fast  eben  so  einfach,  wie 
zu  dem  reellen  ausgeführt  werden  kann.  Durch  diese  Imaginär- 
projektion vermag  man  ein  Büschel  oder  eine  Schaar  von  Kegel- 
schnitten   in    ein    anderes    Büschel    oder    eine    andere    Schaar    zu 

r 

projiciren,   wenn   auch    die   Anzahlen   der   reellen   und   imaginären 
Grundelemente  in  beiden  fällen  verschieden  sind. 

Der  folgende  Abschnitt  enthält  die  Beleuchtungslehre  und  ihre 
Anwendung  auf  ebenflächige  Körper.  In  derselben  wurde  bisher  zur 
Bestimmung  der  Helligkeit  meist  das  Lambertsche  oder  Cosinus-Gesetz 
angewendet,  welches  auch  wirklich  die  beste  erste  Annäherung  an 
die  Wahrheit  gewährt.  Zur  Herstellung  einer  sicheren  physika- 
lischen Grundlage  habe  ich  zunächst  die  Ergebnisse  der  Unter> 
suchungen  von  Lambert,  Bouguer  und  Zöllner  verarbeitet,  und  es 
wurde  dadurch  möglich,  die  Helligkeit,  welche  durch  die  Reflexe 
verschiedener  Körperoberflächen  hervorgebracht  wird,  mit  derselben 
Sicherheit  zu  bestimmen,  wie  die  durch  direkte  Beleuchtung  erzeugte. 


VI  Vorwort. 

Die  Rechnung  wurde  in  tabellariacher  Form  Qbersicbtlicb  tlurch- 
gefQhrt;  und  wenn  sie  zur  Anwendung  auf  viele  Punkte  zu  zeit- 
raubend ist,  so  genOgen  wenige  zur  Bildung  eines,  sicheren  An- 
haltes, zwischen  welche  die  Helligkeiten  der  anderen  durch  mehr 
oder  weniger  eingehende  Schätzung  leicht  eingeschaltet  werden 
können.  Da  aber  das  Lambertsche  Gesetz  noch  recht  merklich  von 
der  Wahrheit  abweicht,  und  da  auch  die  in  einer  Beziehung  weiter 
gehenden  Versuche  Bouguers  zur  Bestimmung  der  Helligkeit  nicht 
ausreichen,  so  sind  ausgedehntere  Untersuchungen  über  die  ver- 
schiedenen StofFe  notwendig.  Ich  habe  dies  wenigstens  für  einen 
Stoff,  den  matten  Gips,  ausgeführt  und  die  Ergebnisse  bei  der  Kugel 
(im  zweiten  Bande)  zur  Anwendung  gebracht  Auch  för  die  Nach- 
ahmung der  Helligkeit  durch  Tuschlagen  habe  ich  eine  auf  Beob- 
achtung gestützte  Theorie  gegeben.  —  Zur  konstruktiven  Bestimmung 
der  Helligkeit  einer  ebenen  Fläche  wurde  ein  einfaches  Verfahren 
eingeftlhrt,  welches  den  Schlt^schatten  der  FalUinie  der  Ebene 
benutzt. 

Die  letzten  Abschnitte  behandeln  die  Axonometrie,  die  schiefe 
Projektion  und  die  Elemente  der  gmöhnlicfien  und  der  BeUefperspekiive, 
und  geben  auch  die  Auflösung  der  Grundaufgaben  der  darstellenden 
Geometrie  in  diesen  Arten  der  Abbildung. 

In  Bezug  auf  die  Figuren  sei  noch  bemerkt,  daß  dieselben  von 
meinen  Zeicliuungen  durch  Photo- Zinkographie  übertragen  worden 

Karlsruhe,  21.  September  1884. 

Chr.  Wiener. 
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Das  Unendlichkleine 167 

IHU.  Hogi'itVo.  U)().  Stctigkoit  und  Unstetigkeit  einer  Kurve.  Die  loga- 
nlhiniHrlio  I^inio.  IUI.  Dio  Tungonte.  192.  Das  Unendlichkleine.  193.  Ein- 
lUolit«  Punkte  inil  i«in  odor  zwoi  Tangenten.  194.  Punkte  mit  unendlich 
viobMi  'rMMgontoti.  AusgoKiMchneto  Tangenten.  196.  Mehr&che  Punkte. 
lUO.  HtutigiuMt  oinor  Kurve  in  Hozug  auf  die  Tangente.  197.  Das  Ver- 
«0iohntni  dtM*  Kurve  auN  kounti^uirton  Punkten. 

II.  Kbouo  Kurven.    Tangente,  Normale 165 

mn,  UIU.  Dio  Tangente  an  eine  vorioiohnote  Kurve  aus  einem  außer- 
halb dor«oUion  gogoUnuMi  P\inkte.  300.  Dio  Fehlerkurve.  201.  Die  Tan- 
gf»ut«»  oiiu»r  vor*i»iohiioten  Kurve  in  einem  gt'gebouen  Punkte  derselben. 
^{\^  Dio  Normftlo  einov  Kurvo  aus  tumnu  auiiiorhiüb  derselben  gegebenen 
Punkte.  UO^I.  Dil»  Aitympioto.  \k04  Hestimniung  der  Tangente  an  eine 
Kurvo  \M\n  ointMu  gvgobouen  Knt-wtohungsgesots  mittelst  der  Grensge^talt 
«»iuo«  VuMookn  odor  oiuon  Droiookn,  306.  D;is  Robervalsche  Verfahren 
und  »oiuo  MUng^^U  • 

lll.  Dil»  KogeUohnitte  als  Hrenn^uiuktskurven.   .   .  .     172 

30A.  Kiutoihnv^  ^^^«%  ^^^^>  l^^**  l%lli)Kso.  Konstruktion«  Benennungen. 
\Ji>\^  tX\  Dio  ranniMito»  ilut»  KimMruktiou  Wi  g\*gt?Wnem  Punkte  der- 
*olW«  wuf  odo^  rtuUribulb  dov  Kuvvo.  313.  Hosondoihoit^^u.  21S,  214,  Die 
U>|»ovM.  Vt\  3 UV  Dio  THUiiVi\to,  3tT»  Dio  A^vm^tot^w.  dio  ideelle  Aie. 
3tS  Di<>  IV«bol.  3t\V  \h\^  r«u\gtM\to,  330  Dio  Nv^ruuiio.  d.e  SArheitel- 
glov\'Km\g  dov  Prt\rtbol  33t  Kou»tn»ktiou  d*r  Tun^rtniuv  3:?5,  tl!:p«, 
llv\Hn-Wi,  IN^\^bol  äK  Ku\nou  do^solbou  Art  ^3»,  Dioso  Kurver.  **,$  Chter 
d*v»  Mutvl^'uukh^  0^00»  Kiv\PO'*^  >Äolobov  \l\uvU  einen  ft\.ten  IV.nki  crht 
uwd  oiiwt^u  iWUu  Kun»  WuM\rt  V*M  Audow  KowslniVtion  der  rju^.genten 
au»  %MUom  au.vvbHlb  hn^Amm^ou  Punkte 

IV     Kekl\t\kMtiv>u   \^M\    Kuv>ow,   wobst    swei    .Kr.bjkucen 
\\be\  ^onAue*  K\M\*Uuuo»\  unxi  d**  V*ue«d.;v  hVleice.    .     l^ 

33>  U'^^urt' dev  Knv»{V  e\Ot\  k\nmw\,n  l  \uu\  3C^  K*k::rVA:'\>r.  o.« 
Kw\>>^  U'.'d  dv^,  K\v\xK^j;vw  3V?  K\KMt  V^^nou  ^\vn  K^^^^r,  v\t>>  Kre:$<$ 
\\^d  Nao*o\<v\   K.^^x>^>\  duuh  W  »\u\\^.^\;>u  k^\\\ov  >j*owhor  Ss^rt^x 
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y.   Die  Erummnng  der  Eurvei)»   Das  Unendlichkleine 

höherer  Ordnung 193 

230.  Begriff.  Stetigkeit  von  der  dritten  Ordnung.  231.  Der  Krüm- 
mnngskreiB  und  sein  Mittelpunkt  als  Schnittpunkt  zweier  benachbarten 
Normalen.  232.  Unendlich  kleine  Größen ,  entstanden  durch '  Teilung. 
233.  Unendlich  kleine  Größen  verschiedener  Ordnung.  234.  Das  Weg- 
lassen unendlich  kleiner  Größen  höherer  Ordnung.  235.  Der  Erümmungs- 
kreis  geht  durch  drei  benachbarte  Punkte  der  Eurve.  236.  Die  Ordnungen 
der  hier  auftretenden  unendlich  kleinen  Größen.  237.  Die  Evolute.  238.  Die 
Evolvente,  äquidistante  Eurven.  239.  Bestimmung  des  Erümmungshalb- 
messers  einer  verzeichneten  Eurve.  240.  Der  Eontingenzwinkel.  241.  Der 
Erümmungskreis  schneidet  im  allgemeinen  zugleich  die  Eurve.  n  punktige 
Berührung. 

VI.  Die  singulären  Punkte  der  Eurven 204 

242.  Rückkehrpunkt  und  Bückkehrtangente.  243.  Wendepunkt,  244. 
Spitze  erster  Art,  245.  zweiter  Art,  246.  gewöhnlicher  Punkt,  und  jedes- 
maliger Erümmungshalbmesser.  247.  Vielfacher  Punkt  248.  Isolirter  Punkt 

VII    Die  Erümmungshalbmesser  und  Evoluten  der  Eegel- 

schnitte 208 

249.  Eonstruktion  des  Erümmungshalbmessers;  250.  für  die  Scheitel. 
251.  Die  Evoluten;  diejenige  der  Apollonischen  Parabel  ist  eine  Neilsche 
Parabel. 

VIII.   Über  unebene  Eurven  und  die  Projektionen  von 

Eurven '. 211 

252.  Begriffe.  253.  Die  Tangente  und  ihre  Projektionen.  254.  Affinit&t 
der  beiden  Projektionen  einer  ebenen  Eurve.  255.  Bestimmung  der  Schmie- 
gungsebene.  256.  Bestimmung  der  Schnittpunkte  einer  Eurve  mit  einer 
Ebene.  257.  Die  Rückkehrelemente  einer  unebenen  Eurve  (acht  Fälle), 
258.  und  ihre  Darstellung  auf  der  Schmiegungs-,  Normal-  und  rektifici- 
renden  Ebene.  259,  260.  Die  Charaktere  dieser  Projektionen.  261.  Aus 
dem  Erümmungshalbmesser  einer  ebenen  Eurve  denjenigen  ihrer  Gentral- 
projektion  zu  bestimmen.    262.  Fall  der  Parallelprojektion. 

VI.  Abschnitt 
Projektive  Qeomptrie. 

I.   Projektive  Beziehung  zwischen  gerader  Punktreihe^ 

Strahlenbüschel  und  Ebenenbüschel 221 

263.  Begriffe.  Die  einförmigen  oder  Grundgebilde  der  ersten  Stufe. 
264,  265.  Die  Regel  des  Vorzeichens.  266,  267.  Das  Teilungsverhältnis 
eines  Punktes.  268.  Das  Doppelverhältnis.  269.  Diese  Begriffe  für  die 
Strahlenbüschel.  270.  Perspektiv  und  projektiv.  271.  Gleichheit  ent- 
sprechender Doppelverhältnisse  in  projektiven  Punktreihen  und  Strahlen- 
bflscheln.  272.  Perspektive  und  projektive  einförmige  Gnindgebilde. 
273.  Bestimmung  der  projektiven  Beziehung  durch  drei  Paare  entspre- 
chender Elemente.  274.  Bedingung  für  Perspektive  Lage.  275,  276.  Pro- 
jektive Gebilde  in  Perspektive  Lage  zu  bringen.  277.  Die  Projektivität 
folgt  aus  der  Gleichheit  entsprechender  Doppelverhältnisse.  278.  Mehrere 
projektive-  Gebilde.  279.  Vertauschbarkeit  zweier  Paare  von  Elementen. 
280.  Satz  über  Gegenpunkte.  281.  Ähnliche  und  gleiche  Punktreihen. 
282.  Rechtwinkelpaare.  283,  284.  Vierte  entsprechende  Elemente  in  pro- 
jektiven Punktreihen  und  Strahlenbüscheln  zu  konstruiren.  285.  Recipro- 
citftt  oder  Dualität.    Vollständiges  Viereck  und  Vierseit. 
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II.  Harm6niBche  Gebilde. 234 

286.  BegnS:  Ein  Doppel  Verhältnis  ist  «=  —  1.  287.  Hannonische  Ge- 
bilde  sind  unter  einander  projektiv.  288.  Yertauschbarkeit  zweier  zageord- ' 
neten  Elemente.  289.  Mittlere  harmonische  Proportionale.  290.  Harmo- 
nische Reihe!  291.  Harmonische  Gebilde  am  vollständigen  Viereck  and 
Vierseit.  292.  Besonderes  harmonisches  Strahlenbüschel.  293.  Das  vierte 
harmonische  Element  zu  konstmiren.  294.  Von  vier  harmonischen  Pankten 
beschreiben  zwei  bewegliche  nicht  zageordnete  projektive  Beihen.  295. 
Ü  bangsauf  gaben. 

ni.  Involution;  imaginäre  Elemente 239 

296,  297.  Begriff  nnd  Satz  über  involutonsche  Gebilde.  298.  Doppel- 
elemente. .  299.  Mittelpunkt,  Potenz  der  Involution.  300.  Konjngirte 
imaginäre  Elemente.  Ideelle  Doppelelemente.  301.  Harmonische  Trennung 
zugeordneter  Elemente  durch  Doppelelemente.  302.  Aufgaben  über  in- 
volutonsche Gebilde. 

IV.  Eollineation  ebener  Systeme 243 

303.  Grundgebilde  der  zweiten  Stufe:  Ebenes  System  und  Strahlen- 
bündel. 304.  Perspektive  Lage  kollinearer  ebener  Systeme;  Gegenaxe. 
306.  Zwei  Perspektive  ebeue  Systeme  bleiben  bei  Drehung  um  ihre  Kol- 
iineationsaze  perspektiv.  306.  Ihre  Vereinigung  in  einer  Ebene.  307.  Sie 
bestimmen  sich  gegenseitig,  1)  durch  Mittelpunkt  0,  Axe  «,  zwei  ent- 
sprechende Punkte ;  2}  und  3)  durch  zwei  in  Bezug  auf  0  oder  8  Perspek- 
tive Dreiecke.  308.  Verschiedene  Lagen  zweier  Perspektiven  Dreiecke. 
309.  Gegenseitige*  Bestimmung  zweier  kollinearen  Systeme  durch  zwei 
entsprechende  Vierecke  oder  Vierseite.  310.  Zwei  Vierecke  in  Perspektive 
Lage  zu  bringen.  311.  Charakteristik  der  Eollineation,  involutorische 
Systeme.  312.  Besondere  Fälle  der  Eollineation.  313.  Affinität  (und  Sym- 
metrie).   314.  Ähnlichkeit.    316.  -Eongruenz.    316.  Übungsaufgaben. 

V.  Erzeugnisse  projektiver  Strahlenbüschel  und  Punkt- 
reihen in  einer  Ebene 253 

317.  Der  Ereis,  aus  zwei  projektiven  Strahlenbü schein  oder  Punkt- 
reihen entstanden.  318.  Übertragung  dieser  Entstehuog  auf  die  Ereis- 
projektionen  (Eegelschnitte).  319.  Umkehrung:  Zwei  projektive  Strahlen- 
büschel oder  Punktreihen  erzeugen  eine  Ereisprojektion.  320—322.  Eon- 
struktion  der  Eegelschnitte  aus  fünf  gegebenen  Punkten  oder  Tangenten. 
323.  Entstehung  der  Eegelschnitte  durch  bewegliche  Dreiecke  oder  Drei- 
seite. 324.  Sätze  von  Pascal  und  Brianchon.  325.  Ein-  und  umschriebene 
Sechs-,  Fünf-,  Vier-,  Dreiecke  und  -Seite.  326,  327.  Bestimmung  der 
Doppelelemente  in  zwei  Strahlenbüscheln  oder  zwei  Punktreihen  mit  ge- 
meinschaftlichem Träger.  328.  Einen  durch  fünf  Elemente  gegebenen 
Eegelschnitt  auf  einen  ümdrehungskegel  zu  legen.  329—381.  Eine  Ebene 
schneidet  einen  Umdrehungskegel  in  einer  Ellipse,  Hyperbel  oder  ParabeL 
332.  Unendlich  ferne  Punkte  der  Eegelschnitte.  333.  Sätze  über  die 
Leitlinien  der  Eegelschnitte.  334.  Der  FokalkegeUchnitt  als  Ort  der 
Spitzen  der  durch  einen  Eegelschnitt  gelegten  Umdrehungskegel.  335.  Die 
Projektion  eines  Eegelschnittes  ist  wieder  ein  Eegelschnitt  336.  Eine 
Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  wird  in  einer  Ebene  erzeugt  durch  zwei 
projektive  Strahlenbüschel  oder  337.  Punktreihen.  338.  Die  Eegelschnitte 
sind  von  der  zweiten  Ordnung  nnd  Elasse.     339.  Übungsaufgaben. 

VI.  Pol  nnd  Polare  zu  einem  Eegelschnitte 271 

340   Begriff  und  Eonstruktion  von  Pol  und  Polare.   341.  Die  bezeich- 
nenden Eigenschaften.     342.  Die  Polaren  der  Punkte  einer  Geraden  und 
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die  Pole  der  Strahlen  aus  einem  Punkte.  348.  Die  gerade  Punktreihe 
*imd  das  Büschel  ihrer  Polaren  sind  projektiv.  344.  Konjngirte  Punkte 
und  Gerade,  und  ihre  Involution  auf  einer  Geraden  und  in  einem  Strah- 
lenbüschel.  345.  Polardreieck.  346.  Involution  der  Punkte  und  Tangenten 
eines  Eegelkchnittes.  Mittelpunkt  und  Axe  der  Involution.  347—360.  Auf- 
gaben über  Involution. 

VII.  Konstruktion  eines  Kegelschnittes  au6  imaginären 

Elementen 279 

361.  Den  Kegelschnitt  zu  konstruiren,  wenn  von  den  fünf  gegebenen 
Punkten  oder  Tangenten  drei  reell  und  zwei  imaginär,  362.  ein  Element 
reell  und  vier  imaginär  sind. 

yin.  Beciprocität  in  der  Ebene 280 

363.  Sätze  der  Reciprocität.    Die  Direktrix.    364.  Übungsaufgaben. 

IX.  Konjngirte  Durchmesser  der  Kegelschnitte.  .   .    .     282 

366,  366.  Durchmesser,  reelle  und  imaginäre.  367.  Der  Mittelpunkt. 
368.  Konjngirte  Durchmesser,  die  Azen.  369.  Konjngirte  Durchmesser  als 
Diagonalen  eines  umschriebenen,  oder  als  parallel  zu  den  Seiten  eines  ein- 
geschriebenen Parallelogramms.  360.  Konjngirte  Durchmesser  der  Hyperbel 
werden  durch  die  Asymptoten  harmonisch  getrennt.  361.  Satz  über  die 
Durchmesser  der  Parabel.  362.  Von  der  Ellipse:  das  parallel  zu  konju- 
girten  Durchmessern  umschriebene  Parallelogramm;  363.  die  Gleichung; 
364.  die  Summe  der  Quadrate  konjugirter  Durchmesser.  365.  Von  der 
Hyperbel:  das  Dreieck  der  Asymptoten  und  einer  Tangente,  die  Asymp- 
toten-Gleichung; 366.  die  ideellen  Durchmesser;  367.  die  konjugirten 
Hyperbeln  und  368.  ihre  umschriebenen  Parallelogramme;  369.  Beziehung 
zwischen  zwei  konjugirten  Durchmessern;  370.  Gleichung  in  Bezug  auf 
dieselben;  371.  Konstruktion  einer  Koordinate  aus  der  anderen. 

X.  Lösung  von  Aufgaben  über  die  Kegelschnitte  mittelst 

der  Kollineation 289 

872.  Die  Ellipse  zu  verzeichnen  aus  beiden  Azen,  373.  aus  zwei  kon- 
jugirten Durchmessern,  374.  mittelst  des  Bildes  eines  umschriebenen  regel- 
mäßigen Achi-  oder  Zwölfecks.  376.  In  einem  verzeichneten  Kegelschnitte 
konjngirte  Durchmesser  u.  s.  w.  zu  bestimmen.  376.  Aus  zwei  konjugirten 
Durchmessern  einer  Ellipse  zu  einefti  weiteren  Durchmesser  den  konjugirten 
zu  bestimmen.  377.  Die  Azen  einer  Ellipse  aus  zwei  konjugirten  Durch- 
messern, 378.  aus  fünf  Punkten  der  Kurve  zu  bestimmen.  879.  Von 
einer  Hyperbel  aus  den  Asymptoten  und  einem  Punkte  die  Azen  u.  s.  w. 
zu  bestimmen.  380.  Von  einer  Parabel  aus  zwei  Punkten  und  dem  Durch- 
messer und  der  Tangente  in  einem  derselben  die  Aze  u.  s.  w.  zu  bestimmen. 
381,  382.  Einen  Kegelschnitt  aus  drei  Punkten  und  den  Tangenten  in 
zweien  zu  bestimmen.  383.  Konstruktion  eines  Kegelschnittes  aus  fünf 
gegebenen  Punkten  desselben.  384.  Schnittpunkte  eines  durch  fQnf  Punkte 
gegebenen  Kegelschnittes  mit  einer  Geraden. 

XI.   Sätze  über  Perspektive  Lage,  die  Brennpunkte, 
die  Ähnlichkeit  und  die  Krümmungsmittelpunkte 

der  Kegelschnitte 299 

386.  Perspektive  Kegelschnitte.  386.  Zwei  Kegelschnitte  einer  Ebene, 
welche  einen  Punkt  0  oder  eine  Gerade  8  mit  einer  Involution  gemein- 
sam konjugirter  Elemente  besitzen,  liegen  perspektiv  mit  zwei  Mittel- 
punkten und  zwei  Azen  der  Kollineation,  darunter  0  bezw.  %.  387.  Ähn- 
liche und  ähnlich  liegende  Kegelschnitte.  388.  Bei  einem  Kegelschnitte 
sind  die  Punkte  rechtwinkliger  Involution  konjugirter  Strahlen  die  Brenn- 
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punkte  (zwei  reelle  und  vier  imaginäre).  389.  Die  Leitlinien  sind  die 
Polaren  der  Brennpunkte.  390,  391.  Konstruktionen  der  Krümmungsmittel- 
punkte  der  Kegelschnitte,  begründet  durch  die  Steinersche  Parabel, 
392.  aus  den  Linien  der  Normale  und  der  Axen,  393.  aus  der  verzeich- 
neten Kurve.  f 

XII.    Allgemeines  über  die  Büschel  und  Schaaren  von 

Kegelschnitten 307 

394.  Begriff.  Solche  von  derselben  Art  lassen  sich  auf  einander  pro- 
jiciren.  895.  Involution  auf  einer  das  Büschel  schneidenden  Geraden  (drei 
Fälle).  396.  Projektive  Reihen  auf  Geraden,  die  durch  Grundpunkte 
gehen.  397.  Zugeordnete  Punkte  in  Bezug  auf  ein  Kegelschnittbüschel. 
398.  Konstruktion  des  gemeinschaftlichen  Polardreiecks  zweier  Kegel- 
schnitte in  einer  Ebene.  399.  Ausführung.  Beeile  und  imaginäre  Eck- 
punkte und  Seiten. 

XIII.   Konjugirte  Kegelschnitte  und  Imaginärprojektion.     315 

400.  Ideelle  Sehne  eines  Kegelschnittes  in  Bezug  auf  einen  Punkt. 
401.  Die  konjugirte  Kurve  eines  Kegelschnittes  in  Bezug  auf  einen  Punkt 
ist  wieder  ein  Kegelschnitt.  Diese  Beziehung  ist  gegenseitig.  402.  Art 
der  Kurven.  Eeciproke  Begriffe  in  Bezug  auf  eine  Gerade.  403.  Konju- 
girte Kegelschnitte  sind  gegenseitig  Imaginärprojektionen  mit  der  Charak- 
teristik i.  404.  Drei  reelle  konjugirte  Kegelschnitte  in  Bezug  auf  ein 
gemeinschaftliches  Polardreieck.  405.  Der  zu  einem  Kegelschnitte  in 
Bezug  auf  einen  inneren  Punkt  konjugirte  Kegelschnitt  ist  imaginär. 
406.  Das  Polarsystem  eines  imaginären  Kegelschnittes.  407.  Von  den 
vier  in  Bezug  auf  ein  gemeinschaftliches  Polardreieck  konjugirten  Kegel- 
schnitten ist  einer  imaginär.  408.  Ein  imaginärer  Kegelschnitt  kann 
durch  oo'  reelle  Kegelschnitte  (seine  ideellen  Darstellungen)  dargestellt 
werden.  409.  Die  Schnittpunkte  und  gemeinschaftlichen  Sehnen  zweier 
Kegelschnitte  einer  Ebene.  410.  Die  Bestimmung  der  letzteren  bei  imagi- 
nären Schnittpunkten.  411.  Bestimmung  des  Eckpunktes  des  gemeinschaft- 
lichen Polardreiecks,  durch  welchen  die  gemeinschaftlichen  Sehnen  gehen. 
412.  Reciprokes  für  gemeinschaftliche  Tangenten.    413.  Übungsaufgaben. 

• 

XYI.   Verzeichnung  von  Kurven  einer  Schaar  oder  eines 
Büschels  von  Kegelschnitten  mittelst  flilfskegel- 

schnitten 325 

414.  Kurven  einer  Schaar  von  Kegelschnitten  in  ein  gegebenes  Vier- 
seit  zu  verzeichnen.  1)  Das  Vierseit  ist  imaginär.  415.  Ein  Hilfskegel- 
Bchnitt.  416.  Verlauf  der  reellen  und  417.  der  imaginären  Kurven  der 
Schaar.  418.  2)  Das  Vierseit  ist  reell.  419.  Die  drei  Hilfskegelschnitte. 
420.  Verlauf  der  Kurven.  421.  3)  Im  Vierseit  sind  zwei  Seiten  reell, 
zwei  imaginär.  422.  Kurven  eines  Büschels  von  Kegelschnitten  durch 
vier  gegebene  Punkte  zu  legen.  1)  Die  vier  Punkte  sind  imaginär; 
423.  2)  sie  sind  reell;  424.  3)  zwei  sind  reell,  zwei  imaginär. 

XV.   Verzeichnung   von  Kurven   einer  Schaar  oder  eines 

Büschels  von  Kegelschnitten  mittelst  Netzen.   .    .    .     336 

425,  426.  Sätze  zur  Bestimmung  von  Punkten  einer  zweiten  Kurve 
aus  einer  ersten  gegebenen  einer  Schaar  und  den  zwei  Mittelpunkten  der 
Büschel  gemeinsam  konjugirter  Strahlen.  427.  Der  Zickzack  zwischen 
zwei  Kurven  einer  Schaar.  428.  Bezeichnungen.  429.  Eigenschaften  der 
Zickzacke.  430.  Netz  und  Doppelnetz.  Gleichzeitige  Bestimmung  be- 
liebig vieler  Kurven  der  Schaar  durch  das  Netz.  431.  Asymptotische 
Annäherung  des  Zickzacks  an  eine  Grenzgerade.    432.  Sich  ergänzende 
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Zickzacke.  433.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Kurve  der  Schaar  zu 
legen.  434.  Regelmäßige  Netze.  435.  Kurven  einer  Kegelschnittschaar 
zu  verzeichnen.  1)  Die  vier  Seiten  des  Vierseita  sind  imaginär.  436.  Be- 
sonderer Fall  der  kon fokalen  Kegelschnitte;  Netz  konzentrischer  Kreise. 
437.  Geradliniges  Netz  bestimmt  durch  zwei  Kegelschnitte.  438.  Andere 
Art  der  Bestimmung  des  Netzes.  439.  Allgemeiner  Fall  der  vier  imagi- 
nären Seiten.  440.  2)  Im  Vierseit  sind  zwei  Seiten  reell,  zwei  imaginär; 
besonderer  Fall;  441.  allgemeiner  Fall.  442.  3)  Es  sind  vier  Seiten  reell. 
443.  Kurven  eines  Kegelschnittbüschels  zu  verzeichnen.  1)  Die  vier  Grund- 
punkte  sind  imaginär;  444.  2)  die  vier  Grundpunkte  sind  reell :  445.  3) 
zwei  Grundpunkte  sind  reell,  zwei  imaginär;  besonderer  Fall;  446.  all- 
gemeiner Fall,  gelöst  durch  cyklisch- projektive  Strahlenbüschel.  447.  Kur- 
ven einer  Kegelschnittschaar  mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären  Tan- 
genten mittelst  cyklisch-projektiver  Pnnktreihen  zu  verzeichnen. 

XVI.    Die    cyklisch-projektiven   Punktreihen    und   ihre 
Anwendung  auf  Kegelschnittschaaren  und  Büschel.     .     367 

448.  Die  cyklisch-projektiven  Punktreihen  auf  einem  Kegelschnitte; 
Begriff.  449.  Ihre  verschiedenen  projektiven  Beziehungen  zu  sich  selbst. 
450.  Axe,  Pol  und  Grenzpunkte  der  Reihe.  451.  Alle  Verbindungslinien 
von  je  zweien  Punkten  mit  derselben  Summe  der  Stellenzahlen  gehen 
durch  denselben  Punkt;  Involution.  452.  Aus  vier  gegebenen  auf  ein- 
ander folgenden  oder  Grenzpunkte  enthaltenden  Punkten  die  Reihe  zu 
ergänzen.  453.  Projektiv  gleiche  Teile  des  Kegelschnittes.  Halbiren 
eines  Teiles.  454.  Teilen  in  n  projektiv  gleiche  Teile.  455.  Die  Punkt- 
reihe ohne  reelle  Grenzpunkte  ist  Projektion  einer  gleichteiligen  Punktreihe 
eines  Kreises.  456.  Schließen  und  Nichtschließen  der  Reihe.  457.  Den 
Umfang  eines  Kegelschnittes  in  n  projektiv  gleiche  Teile  zu  teilen,  wenn 
n  =»  2»»,  8  •  2m  oder  beliebig.  458.  Eine  cyklisch-projektive  Punktreihe 
mit  einem  einzigen  Grenzpunkte  ist  harmonisch.  459.  Die  harmonigch 
zugeordnete  Reihe.  460.  Eine  cyklisch-projektive  Punktreihe  ist  durch 
vier  beliebige  bezifferte  Punkte  von  ihr  oder  von  ihrer  harmonisch  zu- 
geordneten Reihe  bestimmt.  461.  Cyklisch-projektive  gleiche  Punktreihen. 
Ihre  gleichen  oder  ungleichen  Richtungen.  Unterscheidung  der  beiden 
imaginären  Grenzpunkte  durch  den  Bewegungssinn.  462.  Eine  zu.  einer 
gegebenen  gleiche  cyklisch-projektive  Punktreihe  auf  einem  Kegelschnitte 
ist  durch  einen  ihrer  Punkte  gegeben.  463.  Hilfssatz  über  zwei  sich 
doppelt  berührende  Kegelschnitte.  464.  Die  Sehnen  projektiv  gleicher 
Bogen  eines  Kegelschnittes  werden  von  einem  anderen  Kegelschnitte  ein- 
gehüllt. 465.  Bildung  der  Netze  zur  Verzeichnung  von  Kurven  einer 
Kegelschnittschaar  durch  gleiche  cyklisch-projektive  Punktreihen  auf  einer 
der  Kurven.    466.  Einzige  Punktreihe.    Regelmäßiges  Netz. 

XVn.   Imaginäre  Projektion  zweier  Büschel  oder  zweier 
Schaaren  von  Kegelschnitten  auf  einander,  wenn  die  An- 
zahlen ihrer  reellen  Grundelemente  verschieden  sind.  .     382 

« 

467.  Gleichzeitige  Konstruktion  von  Kurven  eines  Kegelschnittbüschels, 
von  welchem  die  vier  Gnmdpunkte  gegeben  sind,  mögen  diese  alle  oder 
zum  Teil  reell  oder  imaginär  sein.  468.  Unterscheidung  der  Kurven  der 
verschiedenartigen  Büschel.  469.  Zwei  Kegelschnittbüschel  mit  vier  reellen 
oder  mit  vier  imaginären,  sowie  zwei  solche  mit  zwei  reellen  und  zwei 
imaginären  Grundpunkten  sind  Imaginärprojektionen  von  einander  nach  der 
früheren  Auffassung.  470.  Zwei  solche  mit  vier  reellen  oder  vier  imagi- 
nären Grundpunkten  sind  in  etwas  verallgemeinerter  Anschauung  Imagi- 
närprojektionen   von    solchen    mit    zwei    reellen    und   zwei   imaginären 
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GrundpunkteD.  471.  Verallgemeiiierte  Anschauung  für  alle  Fälle.  472.  Be- 
ciproke  Entstehung  der  verschiedenen  Eegelschnittschaaren  und  473.  ihre 
gegenseitige  Imaginärprojektion. 

VII.  Abschnitt. 

BeleuchtUDgslehre  mit  ihrer  Anwendung  auf  ebenfläohige 

Körper. 

I.   Physikalische  Grundlage  der  Beleuchtungslehre.     .     390 

474.  Licht,  Eigen-  und  Schlagschatten.  475.  Bestimmung  der  Beleuch- 
tungsstärke. 476.  Spiegelnde  und  matte  Eörperoberflächen.  477.  Die 
Helligkeit  eines  Flächenelementes.  Sie  ist  unabhängig  von  der  Entfer- 
nung des  Gegenstandes  vom  Aoge,  wenn  diese  weniger  als  500  m  beträgt; 
sie  steht  mit  der  Beleuchtungsstärke  in  Verhältnis.  478.  Beziehung  der 
Helligkeit  zu  der  Sehrichtung  oder  dem  Ausfaliwinkel  des  Lichtes.  Nach 
dem  Lambertschen  Gesetze  ist  sie  davon  unabhängig.  479.  Bouguers  Ver- 
suche. 480.  Ihre  Deutung.  Sie  verändern  das  Lambertsche  Gesetz  zum 
Teile.  481.  Boaguers  Beobachtungen  reichen  znr  Konstruktion  nicht  aus. 
Beobachtungen  des  Verfassers.  482.  Benutzung  des  Lambertschen  Ge- 
setzes. 488.  Das  Bückstrahlungsvermögen.  Formeln  für  die  durch  direkte 
Beleuchtung  hervorgebrachte  Helligkeit.  484.  Formeln  für  die  Jnrch 
Reflex  hervorgebrachte  Beleuchtungsstärke.  485.  Bestimmung  des  Be- 
lenchtungsraumes  einer  geradlig  begrenzten  reflektirenden  Fläche.  486.  For- 
meln für  die  durch  Beflex  hervorgebrachte  Helligkeit.  487.  Das  Bück- 
strahlungsvermögen verschiedener  Körper.  488.  Beleuchtung  dnrch  die 
Atmosphäre.  489.  Bestimmung  der  Gesamthelligkeit  eines  Flächeneie- 
mentes.  490.  Einige  Regeln  in  Bezug  auf  die  Helligkeit.  491.  Einfluß  einer 
größeren  zwischenliegenden  Luftschicht  auf  die  Helligkeit.  492.  Der 
Halbschatten.    493.  Wirkung  des  Gegensatzes  (Kontrastes). 

II.  Nachahmung  der  Helligkeit  durch  Tuschlagen.  .   .     408 

494.  Versuche.  Die  notwendige  Anzahl  von  Tuschlagen  steht  im  Ver- 
hältnisse nicht  mit  dem  reciproken  Werte  der  Helligkeit,  sondern  495.  mit 
dem  Logarithmus  dieses  Wertes.  Bestimmung  der  Konstanten.  496.  Ab- 
leitung und  497.  Beschreibung  des  Verfahrens  des  Tuschens. 

III.   Bestimmung   des    Schattens    und   der  Helligkeit  von 

ebenflächigen  Körpern  bei  Parallelbeleuchtung.     .    .     413 

498.  Bestimmung  der  Beleuchtungsstärke  einer  Ebene  durch  deu 
Schlagschatten  ihrer  FaUlinie  auf  eine  Projektionsebene.  499.  Schatten- 
bestimmung  durch  das  Verfahren  der  Hilfsebene.  Beispiel  einer  Pyramide 
und  eines  Prismas.  500.  Bestimmung  der  Reflexhelligkeit.  501.  Schatten- 
bestimmung mittelst  der  Profilebene.  Beispiel  zweier  Prismen.  502.  Schatten- 
besiimmung  vermittelst  des  Schattens  einer  Linie  auf  eine  andere.  Bei- 
spiel eines  Sternes.  503.  Bestimmung  der  durch  unmittelbare  Beleuchtung 
hervorgebrachten  Helligkeit  durch  die  Schattendreiecke.  504,  505.  Bestim- 
mung der  Reflexhelligkeit  bei  verschiedenen  Rückstrahlungsvermögen  der 
verschiedenen  Körper. 

VIII.  Abschnitt. 
Axonometrisohe  und  schiefe  Projektion. 

I.  Die  Axonometrie 427 

506.  Die  Axonometrie  liefert  die  senkrechte  Projektion  eines  Gegen- 
standes durch  die  rechtwinkligen  Koordinaten  seiner  Punkte.  507.  Das 
Axenkreuz,  das  Spurendreieck,  die  Axenmaßstäbe ,  der  Strahlenmaßstab, 
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die  Verh'ältnis Winkel.  508.  Abbildung  des  Würfels  mit  den  eingeschrie- 
benen Kreisen  seiner  Quadrate.  509.  Abbildung  eines  Grabkreuzes  und 
seines  Schattens.  510.  Beziehungen  der  Verkürzungsverhftltnisse  und  der 
Verhältniszahlen.  511.  Ans  den  Richtungen  der  Axenprojektionen  die 
Verkürzungsverhältnisse  zu  bestimmen.  512.  Aus  den  Verkürzungsver- 
h&ltnissen  die  Axenprojektionen  zu  bestimmen.  513.  Die  Verkürzungs- 
kreise und  das  Verkürztingsdreieck.  514.  Die  Fußpunkte  der  Höhenlinien 
eines  Spurendreiecks  bilden  ein  Verkürzungsdreieck.  515.  Aus  den  Ver- 
hältniszahlen die  Axenprojektionen  zu  bestimmen.  516.  Formeln  und 
Tabelle  über  Verhältniszahlen,  Verkürznngsverhältnisse  und  Axenwinkel. 
517.  Die  isometrische,  518.  die  trimetrische,  519.  die  dimetrische  Pro- 
jektion. 520.  Lösung  der  Grundaufgaben  der  darstellenden  Geometrie  in 
axonometrischer  Darstellung.  Schnitt  von.  Ebene  und  Gerade.  521.  Zwei 
zu  einander  senkrechte  Gerade  in  einer  Koordinatenebene.  522.  Der  Ab- 
stand zweier  Punkte.  523.  Der  Abstand  eines  Punktes  von  einer  Ebene. 
524.  Der  Winkel  zweier  Geraden.     525.  Der  Winkel  zweier  Ebenen. 

IL  Die  schiefe  Projektion 444 

526.  Begriff  und  Namen.  Der  Würfel  mit  den  Kreisen  der  Quadrate. 
Das  Grabkreuz.  527.  Vorteile  und  Nachteile.  528.  Anwendung  auf  das 
Zeichnen  der  Krystalle.  529.  Der  8  Flächner,  der  48  Flächner.  530.  Der 
Satz  von  Pohlke:  Jedes  ebene  Axenkreuz  ist  die  Parallelprojektion  eines 
rechtwinklig-gleichschenkligen  Axenkreuzes.  531.  Die  schiefe  Projektion 
legt  eine  Koordinatenebene  und  eine  Koordinatenaxe  zu  Grunde.  Dar- 
stellung von  Punkt,  Gerade  und  Ebene.  Der  Abstandskreis.  532.  Der 
Abstand  zweier  Punkte.  538.  Der  Abstand  eines  Punktes  von  einer  Ebene. 
534.  Der  Abstand  eines  Punktes  von  einer  Geraden.    535.  Übungsaufgaben. 

IX.  Abschnitt. 

Perspektive  und  Belief^erspektive. 

L  Die  Centralprojektion  oder  die  Perspektive  im  engeren 

Sinne 452 

536.  Spur  nnd  Fluchtpunkt  einer  Geraden ,  Spur  und  Fluchtlinie  einer 
Ebene.  Schnitt  zweier  Ebenen.  537.  Augenpunkt,  Distanzpunkte  n.  s.  w. 
538.  Perspektive  einer  doppelten  Pfeilerreihe  in  gerader  Ansicht.  539.  Die 
Schatten  einer  Geraden  und  eines  Punktes  auf  eine  Ebene.  540.  Schatten 
in  der  Pfeilerreihe  bei  Parallelbeleuchtung.  541.  Perspektive  einer  hori- 
zontalen schiefen  Linie.  Teilungepunkt  542.  Die  reducirten  Punkte. 
543.  Perspektive  in  schräger  Ansicht  von  einem  Obelisken  mit  seinem 
Schatten.  544.  Verfahren  von  Stevin,  Ubaldi,  Dürer.  545.  Perspektive 
in  schräger  Ansicht  von  einem  Hause  mit  seinem  Schatten.  546.  Lösung 
der  Grundanfgaben  in  perspektiver  Darstellung.  Darstellung  der  Ge* 
raden,  des  Punktes,  der  Ebene.  547.  Schnitt  von  Ebenen  und  Geraden. 
548.  Die  vier  Hauptebenen.  549.  Auf  der  Perspektive  einer  Geraden 
Strecken  von  gegebener  wahrer  Länge  abzutragen.  550.  Durch  einen 
Punkt  zu  einer  Geraden  oder  Ebene  eine  Parallele  zu  legen.  551.  Durch 
einen  Punkt  zu  einer  Ebene  eine  senkrechte  Gerade,  oder  umgekehrt,  zu 
legen.  552.  Den  Winkel  von  Geraden  imd  Ebenen  zu  bestimmen.  553. 
Übungsau^aben. 

n.   Die  Perspektive  Kollineation  zweier  räumlichen 

Systeme  oder  die  Beliefperspektive 468 

554.  Die  Unbestimmtheit  der  Reliefperspektive  wird  beseitigt,  indem 
man  einer  Geraden  eine  Gerade   entsprechen   läßt.     Bildebene,  Flucht- 
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ebene.  565.  Relief bild  von  Gerade,  Punkt,  Ebene.  Fluchtpunkt,  Flucht- 
linie. Verschwindungsebene.  556.  Augenpunkt,  Distanz,  Tiefe.  Senk- 
rechte Projektion  des  Reliefs  auf  die  Bildfläche.  Reliefbild  des  Grund- 
risses und  seine  Projektion  auf  die  Grundebene.  557.  Die  Reliefperspektive 
eines  Pfeilers.  558.  Bestimmung  der  Beziehung  zweier  perspektiv-koUinearen 
räumlichen  Systeme  durch  a)  Mittelpunkt  und  Ebene  der  EoUineation 
und  ein  Paar  entsprechender  Punkte ,  b)  zwei  Perspektive  Vierecke  (Satz). 

559.  Charakteristik   der  Kollineation.     Affinität,  Ähnlichkeit,  Kongruenz. 

560.  Die  Reliefperspektive  gestattet  auch  der  Bildhauerei  die  Darstellung 
beliebig  entfernter  Gegenstände.  561.  Wiederherstellung  (Restitution)  des 
Gegenstandes  auf  unendlich  viele  Arten.  Der  wiederhergestellte  und  der 
wirkliche  Gegenstand  sind  unter  einander  perspektiv-kollinear.  562.  un- 
willkürlich tritt  in  der  Vorstellung  des  Beschauers  zwischen  beiden  Gegen- 
ständen die  Affinität  ein.  563.  Mangel  des  Reliefs  in  Beziehung  auf  die 
Beleuchtung.  Verbessern  durch  Abweichung  von  der  Regel  bei  runden 
Gegenständen. 


Grundbegriffe. 
Begriff  nnd  Wesen  der  darstellenden  Geometrie. 

1.  Begriff.  Die  darstellende  Geometrie  ist  die  Wissenschaft  ^  welche 
lehrt,  Baumgebilde  abzubilden  und  Aufgaben  über  dieselben  auf  Grund- 
läge  der  Abbildung  vermittelst  Zeichnung  m  lösen. 

Sie  lehrt  im  besonderen: 

1)  die  Baumgebilde;  welche  im  allgemeinen  drei  Ausdehnungen 
besitzen,  durch  Darstellungen  von  nur  zwei  Ausdehnungen,  die  also 
in  einer  ebenen  oder  krummen  Fläche  liegen,  oder  auch  durch  solche 
von  ebenfalls  drei  Ausdehnungen  abzubilden,  imd  zwar  derart,  daß 
die  Abbildung,  abgesehen  von  der  Farbe,  einen  ähnlichen  Eindruck, 
wie  der  Gegenstand  selbst,  hervorzubringen  vermag.  Abbildungs- 
weisen, welche  die  letztere  Bücksicht  bei  Seite  lassen,  wurden  bis- 
her in  der  darstellenden  Geometrie  nicht  benutzt. 

2)  Sodann  lehrt  unsere  Wissenschaft,  auf  Grundlage  der  Ab- 
bildung, und  zwar  derjenigen  in  einer  Ebene,  vermittelst  weiterer 
Zeichnung,  der  sogenannten  Konstruktion,  Aufgaben  in  Bezug  auf 
die  Maumgebilde  zu  lösen;  und 

3)  entwickelt  sie  die  zu  diesen  beiden  Zwecken  notigen  Lehrsätze. 

2.  Die  in  dem  ersten  Gebiete  bezeichnete  Aufgabe,  insofern  sie 
auf  die  Erzielung  eines  möglichst  übereinstimmenden  Eindrucks  ge- 
richtet ist,  wurde  durch  die  Künste  der  Malerei  und  der  Bildhauerei 
gestellt;  und  die  Wissenschaft  lieferte  die  Verfahrungsweisen,  einer- 
seits Bilder,  welche  durch  Form  und  durch.  Licht-  und  Schatten- 
gebung  möglichst  täuschen,  und  andererseits  Beliefdarstellungen 
anzufertigen.  Die  Teile  der  darstellenden  Geometrie,  welche  diese 
Aufgaben  lösen,  heißen  bezw.  die  Perspektive  im  engeren  Sinne, 
oder  die  Gentralprojektion,  welche  das  betrachtende  Auge  in  end- 
lichem Abstände  voraussetzt,  die  Beleuchtungslehre  und  die  Belief- 
perspektive.  ' 

Während  auf  diesem  ersten  Gebiete  unserer  Wissenschaft  die 
Darstellung  mehr  einen  Selbstzweck  besitzt,  dient  sie  in  dem  zweiten 
nur  als  Hilfsmittel  zur  Auflösung  von  Aufgaben  über  Baumgebilde. 
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2  2.    Grundbegriffe. 

Hierzu  ist  vor  Allem  notwendig,  daß,  nachdem  das  Abbildungs- 
gesetz angenommen  wurde,  nicht  nur  durch  den  Gegenstand  die 
Abbildung,  sondern  auch  umgekehrt  durch  die  Abbildung  der  Ge- 
genstand eindeutig  bestimmt  sei;  und  da  eine  einzige  Abbildung 
meist  nur  die  erstere  Anforderung  erfüllt,  so  wird  die  letztere  um- 
gekehrte gewohnlich  durch  Vereinigung  zweier  Abbildungen  auf 
verschiedenen  oder  auf  derselben  Bildfläche  erfüllt,  wobei  man  diese 
stets  eben  wählt.  lA^^ni  es  dabei  auf  einen  hohen  Grad  der  Über- 
^einstimmung  nicht  ankommt,  wird  hier  gewöhnlich  zur  Erreichung 
größerer  Einfachheit  diQ  parallele,  insbesondere  die  senkrechte  Pro- 
jektion angewendet.  Die  Benutzung  von  Projektionen  ist  aber  not- 
wendig, weil  im  Gegensatze  zur  ebenen  Geometrie,  welche  ihre  Auf- 
gaben unmittelbar  durch  Zeichnung  in  der  Ebene  des  Gebildes  löst, 
eine  unmittelbare  Lösung  von  Aufgaben  über  allgemeine  Raum- 
gebilde kaum  durchführbar  ist.  So  lehrt  zwar  die  Stereometrie,  daß 
der  Mittelpunkt  einer  durch  vier  gegebene  Punkte  gehenden  Kugel 
der  gemeinschaftliche  Punkt  der  sechs  Ebenen  ist,  deren  jede  eine 
der  sechs  Strecken  zwischen  zweien  jener  Punkte  senkrecht  halbirt; 
diese  Strecken  und  Ebenen  aber  durch  körperliche  Hilfsmittel,  etwa 
gespannte  Fäden  und  Glastafeln,  wirklich  zu  legen  und  so  die  Auf- 
gabe thatsächlich  zu  lösen,  ist  schon  wegen  der  Umständlichkeit 
durchaus  unzweckmäßig.  Die  darstellende  Geometrie  lehrt  nun,  die 
gegebenen  Punkte  in  einer  Ebene  abzubilden  und  auf  Grundlage 
dieser  Abbildung  die  Aufgabe  durch  Zeichnung  iu  derselben  Ebene 
zu  lösen.  Solche  Aufgaben  wurden  zuerst  in  der  Baukunst  gestellt, 
indem  in  der  Zeichnung  die  Zerlegung  des  Bauwerkes  in  einzelne 
Baustücke  angegeben  und  die  Stücke  nach  dem  aus  der  Zeichnung 
entnommenen  Maßen  derart  hergestellt  werden  mußten,  daß  sie, 
zusammengefügt,  das  beabsichtigte  Bauwerk  bildeten. 

Nachdem  sich  an  solchen  praktischen  Aufgaben  viele  Auflösuiigs- 
verfahren  herausgebildet  hatten,  entwickelte  sich  aus  diesen  die 
Wissenschaft  der  darstellenden  Geometrie,  welche  die  rein  geome- 
trischen Gebilde  in  ihr  Bereich  zog;  und  gegenwärtig  entnimmt 
diese  Wissenschaft  ihre  Aufgaben  aus  dem  ganzen  Gebiete  der 
Geometrie  der  geraden  und  krummen  Linien  und  Flächen,  so  daß 
ihr  Umfang  nur  durch  unser  Wissen  und  durch  die  auf  dieses  Stu- 
dium verwendbare  Zeit  beschränkt  wird,  wobei  die  Anwendbarkeit 
in  Wissenschaft,  Kunst  und  Technik  die  Auswahl  bedingt. 

Zur  Lösung  der  Aufgaben  der  beiden  bezeichneten  Gebiete  der 
darstellenden  Geometrie  sind  Lehrsätze  erforderlich,  die,  wenn  unsere 
Wissenschaft  befriedigend  und  recht  fruchtbringend  wirken  soll, 
nicht  aus  anderen  Teilen  der  Mathematik,  z.  B.  aus  der  analytischen 
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Geometrie,  entliehen,  sondern  selbständig  entwickelt  werden  müssen, 
und  zwar  —  entsprechend  der  Eigentümlichkeit  unseres  Wissens- 
zweiges —  vorwiegend  auf  geometrischem  Wege. 

Besonders  enge  verwandt  und  deswegen  in  hohem  Grade  nutz- 
bringend zeigt  sich  dabei  die  projektive  oder  neuere  Geotnetrie,  oder 
die  Geometrie  der  Lage,  weil  sie  auf  derselben  Grundanschauung, 
wie  die  darstellende  Geometrie,  nämlich  auf  der  des  Projicirens  be- 
ruht, und  die  sogen«  projektiven  Eigenschaften  der  Baumgebilde 
entwickelt,  d.  h.  diejenigen,  welche  sich  durch  das  Projiciren  nicht 
ändern.  Bei  diesem  innigen  Zusammenhange  der  darstellenden  mit 
der  theoretischen  Geometrie  unterscheidet  sie  sich  doch  von  ihr  da- 
durch, daß  sie  vorwiegend  eine  Kette  von  Aufgaben  und  deren  Auf- 
lösungen,* diese  dagegen  eine  solche  von  Lehrsätzen  bildet.  Jene 
beweisenden  Entwickelungen  bezeichnen  nun  das  driMe  Geinet  der 
darstellenden  Geometrie;  alle  drei  Gebiete  sind  aber  stets  mit  ein- 
ander verwoben. 

Li  dem  vorliegenden  Buche  sollen  von  der  Perspektive  im 
engeren  Sinne,  sowie  von  der  Reliefperspektive  nur  die  Grundzüge 
gegeben,  die  Beleuchtungslehre  dagegen  in  ilirem  wesentlichen  Um- 
fange durchgeführt  werden. 

3,  Das  Projektionsverfahren,  Zur  Erreichung  der  Zwecke  der 
darstellenden  Geometrie  muß,  wie  schon  bemerkt,  j^dem  Punkte  des 
Gegenstandes  ein  Punkt  seiner  Abbildung  als  entsprechend  zugeordnet 
werden.  Das  Verfahren,  nach  welchem  dies  geschieht,  das  soge- 
nannte Darstellungs-  oder  Projektionsverfahren,  wird  vollständig 
oder  teilweise  durch  die  Anforderung  bestimmt,  daß  ein  Punkt  und 
sein  Bild  sich  für  das  Auge  oder  scheinbar  decken  sollen.  Sie  be- 
steht, wenn  eine  ebene  Abbildung  verlangt  wird,  darin,  daß  man  von 
einem  Punkte,  der  die  Stelle  des  Auges  angibt,  einen  geraden  Seh- 
strahl durch  jeden  Punkt  des  Raumgebildes  legt,  dessen  Schnitt- 
punkt mit  jener  Ebene,  der  Bildfläche,  bestimmt  und  ihn  als  Ab- 
bildung jenes  Punktes  des  Raumgebildes  bezeichnet.  Statt  abbilden 
gebraucht  man  auch  das  Wort  ^,projiciren*'.  Man  nennt  dann  die 
Stelle  des  Auges  ^ProjektionsmiUelpunkt^  oder  ,yPrqjektionscentrum'\ 
die  Sehstrahlen  ^yprojicirende  Strahlen  oder  Geraden'^,  auch  „Pro- 
jektionsstrcMen^^  die  Büdfläche  ^^Projektionseben^^  oder  „Tafd^',  und 
die  Abbildung  „Projdction^*  oder  „Riß'', 

Läßt  man  den  Projektionsmittelpunkt  ins  Unendliche  gehen, 
so  werden  die  projicirenden  Strahlen  unter  einander  parallel 
und  man  erhält  die  Parallelprojektion  im  Gegensatze  zur  Central- 
Projektion  oder  der  Perspektive  im  engeren  Sinne.  Werden  außer- 
dem die  projicii'enden  Strahlen  senkrecht  zur  Projektionsebene  ge- 
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stellt,   80   erhält  man  die  senkrechte  oder  orthogonale  Projektion  im 
Gegensatz  zur  schiefen. 

Ebenso  ist  die  Abbildung  auf  einer  krummen  Fläche  eindeutig 
bestimmt,  wenn  man  von  dieser  Fläche  nur  ein  Stück  benutzt,  welches 
von  jedem  der  Sehstrahlen  nur  in  einem  Punkte  getroffen  wird. 
Soll  dagegen  die  Abbildung  eines  Raumgebildes  nicht  auf  einer 
Fläche  liegen,  sondern  selbst  räumlich  sein,  so  genügt  zu  ihrer  Be- 
stimmung nicht  die  Anforderung  des  scheinbaren  Deckens;  es  wird 
vielmehr  die,  wie  sich  später  zeigen  wird,  genügende  Bedingung 
hinzugefügt,  daß  die  Abbildung  einer  Geraden  wieder  eine  Qerade 
sein  soll,  und  man  erhält  hierdurch  die  Belicfperspektive. 


L  Abschnitt. 
Geschichte  der  darstellenden  Geometrie. 

I.  Altertum  und  Mittelalter. 

4,  Über  die  Darstellungs^eise  der  Alten  gibt  uns  der  römische 
Baumeister  Vitruv  (zur  Zeit  Christi)  in  seinem  Werke  über  die  Bau- 
kunst (2.  Kap.;  1.  Buch)  Nachricht,  iudem  er  sagt,  daß  zu  Ent- 
würfen (species  dispositionis ,  idiai)  die  Ichfiographie  (der  Grundriß; 
txvog,  die  Fußtapfe;  yga^peLv,  einritzen,  schreiben),  die  Orthographie 
(der  Aufriß;  cQ^og^  aufrecht)  und  die  Scenographie  (die  Perspektive 
Abbildung;  ^xi^vi^^  das  Zelt,  die  Bühne)  angewendet  werden.  Die 
Ichnographie  gebe  die  Abbildung  auf  dem  Boden,  die  Orthographie 
das  aufgerichtete  Bild  der  Außenfläche  (frontis),  die  Scenographie 
die  ümrißzeichnung  der  Fronte  und  der  zurückweichenden  Seiten. 
Über  die  Auslegung  des  Wortes  „Scenographie"  als  Perspektive 
werden  wir  nachher  noch  sprechen;  die  Anwendung  des  Grund- 
und  Aufrißverfahrens  in  der  Baukunst  wird  aber  hier  als  etwas 
längst  bekanntes  hingestellt.  Und  in  Wahrheit  ist* die  Kunst,  reiche 
und  verwickelte  Gebäude,  wie  die  Tempel  der  Alten,  aus  behauenen 
Steinen  herzustellen,  ohne  jenes  Verfahren  ganz  undenkbar.  Diese 
Kunst  erregte  bei  dem  Bau  des  Tempels  zu  Jerusalem^  den  Salomo 
(1000  v.  Chr.)  durch  die  Tyrier  ausführen  ließ,  die  Verwunderung 
der  wenig  kunstgeübten  Juden,  indem  davon  im  1.  Buch  der  Könige, 
Kap.  6,  V.  7,  gesagt  ist:  „Und  da  das  Haus  gesetzt  ward,  waren 
die  Steine  zuvor  ganz  zugerichtet,  daß  man  keinen  Hammer,  noch 
Beil,  noch  irgend  ein  Eisenzeug  im  Bauen  horete.'' 

„Den  baulichen  Anlagen  der  Ägypter  lagen  Zeichnungen  und 
Risse  zu  Grunde,  mit  Angaben  der  Maße  nach  ganzen  Zahlen  und 
Brüchen,  von  welchen  sich  mehrere  au.f  Papyros  gemalte. Pläne  bis 
auf  unsere  Tage  erhalten  haben."*)  Von  Interesse  sind  die  Aufrisse 
von  Kapitalen,  welche  bei  der  Expedition  nach  Agyptefi  unter  Bona- 
parte in  den  Steinbrüchen  Gebet  Äbou-Fedah  gefunden  wurden  und 


*)  Brugsch  ,,über  die  Weisheit  der  alten  Ägypter"  (Deutsche  Revue,  7.  Jahrg., 
Jan.  1882,  S.  67). 
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in  der  description  d'Egypte,  B.  4,  Bl.  62  abgebildet  und  von  Jomard 
(B.  2,  Kap.  16)  beschrieben  sind.  Sie  finden  sich  auf  einer  zuge- 
richteten Wand  rot  (vermutlich  mit  Rötel)  mit  Lineal  und  Zirkel, 
und  in  sicheren  Linien  aus  freier  Hand  über  einem  quadratischen 
Liniennetze  aufgezeichnet  Eine  der  Zeichnungen  stellt  in  halber 
Größe  den  Aufriß  der  Kapitale  des  Tempels  zu  DendSra  dar,  welcher 
von  Ele«patra  (66 — 30  v,  Chr.)  erbaut  wurde,  und  zeigt  den  Isis- 
kopf der  Vorderfläche  in  der  Ansicht  von  vorn  und  die  der  Seiten- 
flächen im  Profil.  Eine  solche  Zeichnung  dürfte  von  den  jetzigen 
Baumeistern  kaum  anders  ausgeführt  werden.  Wir  werden  erst 
später  auf  die  weitere  Entwickelung  des  Grund-  und  Au&ißver- 
fahrens  zurückkommen. 

5.  Die  Ferspektive  andererseits  ^ng  aus  dem  Bedürfhisse  der 
Malerei  hervor.  Die  ägyptischen  Wandskulpturen  verraten  noch  keine 
Perspektiven  Kenntnisse,  indem  auch  der  menschliche  Körper  ohne 
Verkürzung  der  Gliedmaßen,  das  Gesicht  im  Profil,  aber  dennoch 
das  Auge  von  vom,  die  Füße  im  Profil,  die  Hand  mit  allen  sicht- 
bar gemachten  fünf  Fingern  dargestellt  ist.  Bemerkenswert  ist  die 
Darstellung  eines  von  Bäumen  umstandenen  Teiches,  welche  in 
einem  Grabe  von  Abd  el  Qurna  in  Theben  von  Lepsius  gefunden 
(er  bereiste  Ägypten  1842 — 1846)  und  in  seinen  Denkmälern  aus 
Ägypten  und  Äthiopien  (1849—1850),  Bd.  5  (neue  Dynastie),  Bl,40, 
abgebildet  wurde.  Sie  zeigt  den  Teich  quadratisch,  also  im  Grund- 
riß, die  Bäume  im  Aufriß,  alle  gleichsam  nach  außen  umgeflegt,  die 
in  den  Ecken  in,  die  verlängei*te  Diagonale,  die  wasserschöpfenden 
Männer  im  Aufriß.  —  Etwas  weiter  fortgeschritten  ist  die  Relief' 
Skulptur  der  Perser,  bei  der  man  die  menschlichen  Figuren  auch  von 
vorn,  ihre  Füße  aber  dennoch  im  Profil  dargestellt  findet. 

6.  Über  die  Leistungen  der  Griechen  und  Eömer  auf  dem  Ge- 
biete der  Perspektive  geben  uns  Aufschluß  die  ümrißbilder  auf  er- 
haltenen Vasen,  die  aufgedeckten  Wandmalereien  in  Pompeji, 
Herkulanum  und  einige  in  Rom,  sowie  Nachrichten  der  alten  Schrift- 
steller. Wir  finden  in  den  Abbildungen  die  menschliche  Figur  in 
den  verschiedensten  Stellungen  mit  den  mannigfaltigsten  Ver- 
kürzungen richtig  dargestellt  Die  eigentliche  Probe  ihrer  Leistung 
in  der  Perspektive  müssen  wir  aber  darin  erkennen,  ob  sie  das  Ge- 
setz des  Fluchtpunktes,  nach  welchem  die  Abbildungen  paralleler 
Linien  nach  einem  und  demselben  Punkte,  ihrem  Fluchtpunkte, 
laufen,  und  das  Gesetz  der  Verjüngung,  nach  welchem  die  Abbil- 
dungen gleicher  Strecken  einer  Geraden  gegen  den  Fluchtpimkt  hin 
abnehmen,  gekannt  haben.  Die  meisten  der  erwähnten  Bilder,  ins- 
besondere   die   Pompejanischen    Wandmalereien    geben    benachbarte 


I,  6.    Alteitam  und  Mittelaltet*.  7 

parallele  Linien  parallel^  aber  verschiedene  Gruppen  derselben  nach 
verschiedenen  Riebtungen  gekehrt;  so  daß  ein  Horizont  zu  erkennen 
ist,  oberhalb  dessen  die  sich  entfernenden  horizontalen  geraden 
Linien  fallen^  während  diejenigen  unter  demselben  steigen.  Kreise 
sind  oft  durch  schöne  Ellipsen  abgebildet,  und  eine  Verjüngung  ist 
zu  erkennen,  aber  alles  nur  so  weit  richtig,  wfe  es  durch  Natur- 
beobachtung unmittelbar  erkannt  wird.  In  der  Streitfrage,  ob  die 
Alten  das  Gesetz  des  Fluchtpunktes  bewußt  gekannt  haben,  wird 
wegen  der  angeführten  Thatsachen  dies  von  vielen  geleugnet.  An- 
deres zeigen  uns  aber  die  Wandmaiereien  in  Born,  die  in  einem 
Privathause  zwischen  dem  Esquilin  und  Viminal  zur  Zeit  des  An- 
toninus  Pius  (138 — 161  n.  Chr.)  gemalt,  im  Jahre  1777  aufgedeckt 
und  von  Buti  herausgegeben  wurden  mit  der  Bemerkung,  daß  er 
die  wirklichen  Verhältnisse  gewahrt  habe.  Einige  dieser  Wand- 
malereien stehen  etwa  auf  derselben  Stufe,  wie  die  pompejanischeu, 
andere  dagegen,  wie  das  Blatt  VII  und  noch  einige  mit  derselben 
Dekoration  versehene,  auf  einer  viel  höheren.  Diese  zeigen  eine 
ausgedehnte  Architektur,  in  deren  weitaus  größtem  Teile  die  zu- 
rückweichenden Linien  nach  ein  und  demselben  Fluchtpunkte,  dem 
8.  g.  Augenpunkte,  gezogen  sind,  während  derartige  Linien  des  Bodens 
oder  ihm  benachbarte  nach  einem  etwas  höheren  Augenpunkte  laufen. 
Es  sind  dies  Abweichungen  von  der  Einheit  des  Augenpunktes,  wie 
sie  sich  heute  noch  die  Maler  erlauben,  um  die  Architektur  mehr  offen 
zu  legen.  Die  Verkürzungen  der  Täfelungen  fand  ich  beim  Nach- 
konstruiren  fast  ganz  richtig.  Diese  Beobachtungen  werden  durch 
ein  Wandgemälde  in  dem  Hause  der  Livia  auf  dem  Palatin  be- 
stätigt, das  Herr  Architekt  Thiersch  (jetzt  Professor)  im  Jahre  1877 
mit  der  Absicht,  die  Kenntnisse  der  Alten  in  der  Perspektive  zu 
prüfen,  genau  aufgenommen  hat,  welche  Aufnahme  mir  gefalligst 
zur  Verfügung  gestellt  wurde. 

Man  sieht  hieraus,  daß  es  Meister  bei  den  Alten  gab,  welche 
das  Gesetz  des  Fluchtpunktes  bestimmt  und  das  Gesetz  der  Ver- 
jüngung in  seiner  ungeföhren  Wirkung  kannten,  daß  dagegen  die 
Handwerker  wenig  von  diesen  Gesetzen  wul^ten. 

Auch  in  der  Farben-  oder  Luflperspektive  leisteten  die  Alten 
schon  Bedeutendes,  wie  die  1847  entdeckten  und  1848—1850  aus- 
gegrabenen Wandmalereien  in  einem  Hause  des  alten  esquilinischen 
Hügels  zu  Rom  zeigen,  welche  von  Herrn  Karl  Wörtnann  (München 
1876)  veröffentlicht  wurden.  Dieselben  stellen  die  Odysseeland- 
schaften dar,  unter  denen  sich  besonders  das  erste,  ein  Unterwelt- 
bild mit  zunehmender  Helligkeit  des  Himmels  gegen  den  Horizont^ 
mit  wirkungsvoller  Licht-  und  Schatten  Verteilung  (besonders  bei  dem 
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Felsenthore   des  Eingangs),   und  Qberhaapt  durch  eine  großartige 
landschafdiche  Stimmung  auszeichnet 

7.    Von    Schriflstellen    werden    zwei    aus    Vitruvs    Baukunst 
1-  Buch,  2.  Kap.  und  7.  B^  Vorwort)  angeführt,  worin  er  über  die 
Abbildungen  Ton  Bauwerken  und  über  Scenerien  des  Theaters  spricht; 
in  der  ersten  sagt  er:  ,,die  Ansicht  (scaenographia)  ist  die  Umriß- 
leichnung  der  Fronte  und  der  zurückweichenden  Seiten,  derart,  daß 
alle  Linien  einem  Mittelpunkte  (Zirkelstriche,  circini  centrum)  ent- 
spredien^;  die  zweite  lautet:  „So  hat  zuerst  Agatharchus  zu  Athen, 
als  Äschylus*)  das  Trauerspiel  zur  Aufführung  brachte,  die  Schau- 
bühne hergestellt  und  über  dieselbe  Notizen  hinterlassen.   Hierdurch 
Teranlaßt^  schrieben  Demokrit  und  Anaxagoras  über  denselben  Ge- 
genstand, wie  man  nämlich  in  Beziehung  auf  den  Blick  der  Augen 
vaciem  oculorum)  und  die  Ausbreitung  der  Strahlen,  nachdem  der 
Mittelpunkt  an  einem  gewissen  Orte  angenommen  ist  (certo  loco  centro 
constituto\  den  Linien  in  natürlicher  Weise  entsprechen  (respondere) 
müsse:    damit  die  bestimmten  Bilder  über  einen  unbestimmten  Ge- 
genstand  durch   Bühnengemalde    den    Schein   von    Gebäuden   her- 
stellten, imd  damit  das,  was  auf  aufrechten  und  ebenen  Flachen  ab- 
gebildet ist>  teils  zurückweichend,  teils  herTorspringend  erscheine." 
In  der  ersten  Stelle  kann  ich  unter  circini  centrum  nur  den  Augen- 
punkt und  in  der  »weiten  unter  centrum,  in  seiner  Verbindung  mit 
acies  oculorum,   nur  den  Ort  der  Augen  verstehen,  so  daß   diese 
Schriftstellen  besUUigt^n,  was  die  römischen  Wandmalereien   schon 
für  sich  beweisen,  dalA  nämlich  die  Alten  das  Gesetz  des  Flucht- 
punktes kannten.    l>ufllr  aber,  dulA  den  angewandten  Verjüngungen 
eine  Konstruktion  Jtu  (Jnuulo  gelogen  hiitte,   haben   wir  keine  An- 
zeichen; im   Gegenioil   woimI   lUe    nicht    volle  Genauigkeit  nur  auf 
eine  gute'  Beobachtung  hin. 

S,  nie  Ofiiik  l'^klith  und  tue  llvlitHiora  gehen  von  der  Ansicht 
riatons  aus,  nuoh  Ooi*  nuui  «lio  tJogenstUmle  vermittel>t  Sehstrahlen, 
welche  vom  Auge  lUiMgohon  und  gogtMi  den  Gegenstand  gerichtet 
sind,  sehe,  und  PUitii  htüU.i  »iol»  \\\i\m  auf  dius  Unichten  und  Sehen 
der  Augen  im  Hunklon.  Jouo  llllcber  Imudeln  von  dem  direkten 
Sehen,  der  Spiegt^huig  und  dor  Liohtluvohung»  und  sprechen  in 
ersterer  Beziehung  von  dor  mbolnbun^n  UW\lW  oder  dem  Sehwinkel, 
nicht  aber  von  der  AUbiMuu^  Mw^  lMMUvrKon«wert  dageg^m  ist  die 
Ertiudung  der  aktriHftv^ylHsSihvh  /S({/rA6.««  dmvh  Hn^Mftxk  (um 
161  — 1-tJ  V»  Ohr»  ihttlig^  MiUoUl  dornolWn  un^jicirie  er  die 
Himmelskugel  Htm  einem  Polo  doi  Million  m{  ihri»  AnuaKwbene  und 

•>  6;}ft-4ft6  V.  V\\\\ 
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konstruirte  so  da^  jetzt  noch  gebräuchliche  Planisphärium,  auf  welchem 
die  über  dem  Horizonte  eines  Ortes  in  einem  gewissen  Augenblicke 
stehenden  Gestirne  durch  den  aufgelegten  Horizontkreis  abgegrenzt 
werden.  Diese  Projektionsweise  ist  dadurch  ausgezeichnet^  daß  Kreise 
der  Kugel  wieder  als  Kreise  abgebildet  werden.  Gewöhnlich  wird 
die  Erfindung  der  stereographischen  Projektion  dem  Ptolemäus  (um 
140  n.  Chr.)  zugeschrieben;  aber  R.  Wolf  in  seiner  ^^Geschichte  der 
Astronomie  1877"  (S.  162)  macht  die  obige  Angabe  wahrscheinlich. 

9.  Auf  die  klassische  Zeit  folgte  auch  fQr  die  Perspektive  eine 
Öde,  in  welcher  die  hymntinische  Manier  mit  schiefer  Parallelpro- 
jektion angewandt  wurde.  Die  Werke,  die  von  Vitellio  (ein  Pole,  etwa 
1270),  von  Boger  Bacon  (1214—1294),  von  Ramus  und  Beußner 
(1572)  über  Perspektive  herausgegeben  wurden,  sind  der  Optik 
Euklids  nachgebildet. 

Mit  den  Leistungen  dieser  Zeit  stehen  ungefähr  auf  gleicher 
Stufe  diejenigen  der  chinesischen  Malerei,  welche  menschliche  Figuren 
mit  Verkürzungen  und  in  alleii  Stellungen  zeigen,  die  Gebäude  und 
den  Hausrat  meist  in  schiefer  Parallelprojektion  und  selten  mit  An- 
wendung eines  Fluchtpunktes  darstellen,  die  Landschaften  mit  einer 
Verengung  und  Verkleinerung  nach  dem  Hintergrunde  hin  abbilden, 
ohne  jedoch  diese  Verjüngung  auch  auf  die  menschlichen  Figuren 
zu  übertragen. 

n.   Die  Perspektive  von  der  Benaissance  bis  sum  Beginn  des 

19.  Jährhunderts. 

10.  In  Europa  fand  die  Erhebung  über  jene  byzantinische 
Manier  durch  die  Renaissance  im  15.  Jahrhundert  statt,  und  damals 
wurde  auch  die  Perspektive  neu  geschaffen,  und  zwar  entstand  sie 
zugleich  in  zwei  Ländern,  in  den  Niederlanden  und  Deutschland 
einerseits  und  in  Italien  andererseits.  In  den  Niederlanden  war  es 
Jan  van  Eyck  (etwa  1385—1440),  der  Vollender  des  großen,  von 
seinem  Bruder  Hubert  (etwa  1366 — 1426)  begonnenen  Genter  Altar- 
bildes (worin  ihm  wesentlich  die  landschaftlichen  Teile  zuzuschreiben 
sind),  welcher  durch  Ersetzen  des  bis  dahin  üblichen  Goldgrundes 
durch  einen  landschaftlichen  Hintergrund  die  Landschaftsmalerei 
einführte  und  den  Anfang  in  der  Perspektive  machte.  In  der  Luft- 
perspektive hat  er  schon  Vorzügliches  geleistet,  den  Himmel  vom 
blassen  Grau  des  Horizontes  in  das  tiefe  Blau  der  höheren  Luft- 
schichten übergeführt-,  in  der  Linienperspektive  zeigt  er  die  Kenntnis 
des  Fluchtpunktes,  der  freilich  nicht  immer  einheitlich  gewahrt  ist; 
eine  mathematische  Kenntnis  der  Perspektive  besaß  er  nicht.  — 
Seine  Schüler  und  Nachfolger  Hugo  van  der  Goes,  Regier  van  Brügge, 
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Ilans  Memling  u.  a.  lassen  in  ihren  Bildern  eine  zjinehmende  Ein- 
sicht in  die  Linienperspektiye  erkennen^  wie  z.  B.  das  Bild  „Die 
Verkündigung"  vou  Goes  (gest.  1478)  Einheit  des  Augenpunktes 
und  des  Distanzpunktes  in  der  Bodentafelong  zeigt. 

Dasselbe  gilt  von  den  gleichzeitigen  deutschen  Malern:  Martin 
Schön  (gest.  1488),  Hans  Holbein  d.  Ä.,  Michael  Wohlgemuth;  bis 
dann  bei  Albrecht  Dürer  (1471 — 1528)  die  volle  wissenschaftliche 
Erkenntnis  «intrat.  Er  schrieb  das  erste  selbständige  deutsche  Werk 
über  Perspektive  als  einen  Teil  seiner  „Underweysung  der  Messung 
mit  Zirckol  und  richtscheyt,  in  Linien,  Ebenen  und  gantzen  Cor- 
poren  u,  s.  w,,  Nürnberg  1525  (2.  Aufl.  1538)",  worin  er  die  ihm 
oigentümliche  Konstruktion  des  Perspektiven  Bildes  als  Schnitt  der 
Sohstrahlenpyraraide  mit  der  Bildfiäche  vermittelst  Grund-  und  Auf- 
risses angab,  und  auf  diese  Weise  auch  den  vorher  bestimmten 
Schatten  in  die  Perspektive  übertrug,  worin  er  aber  außerdem  auch 
<ia8  Vorfahren  des  Augen-  und  Distanzpunktes  benutzte.  Als  er  bei 
seiner  zweiten  Heise  nach  Italien  sich  längere  Zeit  in  Venedig  auf- 
hielt uud  dort  gri>LWre  Bilder  malte,  folgte  er  1506  auf  mehrere 
Tagi^  einer  Einladung  nach  Bologna,  wo  er  hochgefeiert  wurde.  Es 
sollte  ihm  hier  die  „Geheimperspektiv"  gelehrt  werden;  von  wem, 
ist  unbekannt,  vielleicht  von  Luca  Pacioli,  einem  Schüler  des  Piero 
dal  Bor)^^  welcher  das  Verfahren  des  Dist&nspunktes  lehrte;  und 
es  ist  möglich,  daß  Dürer,  der  die  Perspektive  damals  schon  be- 
herrschte« wie  seine  früheren  Bilder  zeigen,  abkürzende  Konstruk- 
tionen« gerade  mittelst  der  Distanzpunkte«  erfuhr.  An  Dürer  schlössen 
»ich  viele  deutsche  Sohriftsteller  über  Perspektive  an,  besonders 
wur\le  sie  in  Nürnberg»  der  Vaterstadt  Dürers,  gepflegt 

tl%  In  lioiirH  leuchten  in  der  ersten  Hälfte  des  15.  Jahr- 
huihterf^i  der  Maler  JViic^itrio  ^^1401 — 1443"^  uud  der  Bildhauer  Ghi- 
Mti  yt»w8--l4%V>^  hervor»  die  mit  dem  Architekten  Bnmdlescki 
vKUT  l44^>^  und  dem  !«ldUauer  l\>no:<i:o  \^ro^iy—n6S}  als  die 
l^'^lnder  der  nuHlerwen  Kunst  angesehen  wervlen.  Alle  gehorten 
tW  rtvxrxnitiuisvhen  Schule  an»  welche  den  Fortschritt  durch  das 
Studium  der  Natur  und  der  Antike  suchte»  und  auf  deren  Wege 
auch  die  !Vrs|H»ktiv\^  U^»  die  sie  denn  auch  selbständig  fand. 

IW  Verihcnst»  in  Italien  die  Pensj^ektive  in  feste  Regeln  ge- 
bracht «u  haKnu  x^irxl  dem  mathematisch  g^'bildeten  Baumeister 
f^i»'*«',\\'5{^'Ai  «u^>schncU^u»  Von  ihm  soll  .V,vss*Kt>*  die  Liniesper- 
s|^titv»  v\u\  IV^iatcUv^  da^A^'ü  die  Veriürtuncea  erlernt  haben. 
Jc\lcixtaIU  aWr  ist  w^u  Mass^iciv^  lu  seinen  B;lv:em  d:e  Perspdtive 
s;cnixich  rt\*V:ivt%  wetin  auch  nicht  (llH^r^^»  mit  einer  Eiaketi  des 
Atfc^tuKmkUNs»  aK^^x^einlel  w\^^lcn»   wie  diet^  tue  Slk^  erkennen 
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lassen,  welche  Lasinio  nach  seinen  Fresken  in  der  Kirche  del  Car- 
mine  zu  Florenz  anfertigte. 

BewonderungswQrdig  in  vielen  Beziehungen,  besonders  auch  in 
der  Perspektive,  sind  die  Thüren  an  dem  Hauptportale  des  Baptiste- 
riums  zu  Florenz  von  Lorengo  Ghiberti,  deren  Reliefskulpturen  er  in 
den  Jahren  1424 — 1447  in  Erzguß  vollendete.  Dieses  Kunstwerk, 
das  Michel  Angelo  für  würdig  erklärte,  die  Pforten  des  Paradieses 
zu  bilden,  erregt  unser  Erstaunen,  wenn  wir  bedenken,  daß  zu  jener 
Zeit,  als  die  gewöhnliche  Perspektive  gerade  im  Entstehen  4)egriffen 
war,  hier  gleichzeitig  ein  hervorragendes  Werk  geschaffen  wurde, 
das  in  taktvoller  Weise  ein  gutes  Teil  der  Regeln  der  Reliefper- 
spektive  zur  Anwendung  brachte,  die  erst  viel  später  ausgesprochen 
wurden.  Es  zeigt  einen  hohen  Grad  der  Richtigkeit  in  der  An- 
wendung des  Fluchtpunktes  und  der  Verkürzung;  und  die  Abweichung 
von  den  geometrischen  Regeln,  indem  den  freistehenden  menschlichen 
Figuren  des  Vordergrundes  die  volle  Rundung,  statt  einer  Abplattung 
gegeben  ist,  war  dadurch  geboten,  daß  solchen  abgeplatteten  Figuren 
auf  keine  Weise,  weder  durch  natürliche,  noch  durch  künstliche  Be- 
leuchtung, scheinbar  die  Rundung  erteilt  werden  kann,  welche  die 
ursprünglichen  Körper  zeigen,  und  welche  selbst  den  vollkommen 
platten  Figuren  eines  Gemäldes  durch  Farbengebung  erteilt  wird. 

12«  Das  erste  schriftstellerische  Werk  über  Perspektive  rührt 
von  dem  hochbegabten,  vielseitigen  Baumeister  und  Gelehrten  Leo 
Battista  Alherti  (1404—1472)  her.  Es  ist  dies  sein  Buch  „de 
pictura^',  das  vor  1446  geschrieben  sein  muß,  da  die  Dedikation  an 
Brunelleschi  gerichtet  ist,  der  in  diesem  Jahre  starb.  Im  Druck 
kam  das  Buch  lateinisch  erst  im  Jahre  1511  in  Nürnberg  heraus, 
woher  es  kommen  mag,  daß  Alberti  gewöhnlich  nicht  unter  den 
ersten  Schriftstellern  genannt  wird.  Von  seinem  Werke  erschien 
eine  italienische  Übersetzung  „Della  pittura  e  della  statua  di  Leon- 
battista  Alberti,  Milano  1804,"  welche  dem  Verfasser  dieses  Buches 
zur  Benutzung  verfügbar  war.  Alberti  sagt  darin,  daß  das  Bild 
der  Schnitt  der  Sehstrahlenpyramide  sei,  er  gibt,  als  von  sich  er- 
funden, den  Flor  an,  d.  i.  ein  lockeres  Netz  von  feinen  Fäden,  die 
durch  stärkere  in  Quadrate  abgeteilt  sind;  beim  Durch visiren  aus 
derselben  Stelle  sieht  man  jeden  Punkt  des  Gegenstandes  in  einer 
bestimmten  Masche,  und  kann  ihn  dann  in  ein  gleiches  Netz  der 
Zeichenfläche  übertragen.  Sodann  sagt  Alberti  über  die  Perspektive 
Konstruktion,  daß  ein  Mittelpunkt  (punto  del  centro,  unser  Haupt- 
oder Augenpunkt)  in  der  Hohe  der  menschlichen  Figur  über  der 
Grundlinie  angenommen  werde,  wonach  der  eine  Teil  der  Linien 
der  quadratischen  Täfelung  des  Bodens  gezogen  werde;  er  teilt  in 
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Bezug  auf  das  Ziehen  der  mit  der  Grundlinie  parallelen  Querlinien 
mit,  daß  einige  den  ersten  an  der  Grundlinie  beginnenden  Streifen 
willkürlich  breit  wählten,  und  jedem  folgenden  Streifen  y,  von  der 
Breite  des  vorhergehenden  gäben.  Dieses  Verfahren  erklärt  er  mit 
Recht  für  falsch,  und  gibt  dann  sein  Verfahren  an,  nach  welchem 
auf  der  Mittellinie  (centrica,  Horizont)  je  nach  dem  gewählten  Ab- 
stände des  Beschauers  von  dem  Bilde  ein  Gesichtspunkt  (punto  della 
veduta,  soviel  als  Distanzpunkt)  angenommen  werde,  von  welchem 
aus  Linien  nach  den  Teflpunkten  der  Grundlinie  gezogen,  auf  den 
anderen  (nach  dem  Mittelpunkte)  gezogenen  Linien  die  Punkte  für 
die  Querlinien  bestimmen.  Diese  Regeln,  welche  durch  überein- 
stimmende Figuren  erläutert  werden,  zeigen,  daß  Alberti  den  Distanz- 
punkt benutzte,  um  nach  ihm  die  Diagonalen  der  gerade  liegenden 
Quadrate  zu  ziehen.  Einen  Beweis  für  die  Richtigkeit  der  Kon- 
struktion gibt  er  nicht,  sagt  vielmehr,  daß  diejenigen,  welche  nicht 
den  Geist  hätten,  das  Verfahren  auf  den  ersten  Blick  zu  verstehen, 
auch  bei  der  groiken  aufgewendeten  Beredsamkeit  es  kaum  je  ver- 
stehen würden.  Diese  Äußerung  können  wir  nur  als  ein  Zeichen 
dafür  ansehen,  daß  Alberti  seine  eigene  Konstruktion  nicht  voll- 
kommen durchschaut  hat  Ihm  aber  ist  die  Erfindung  des  Ver- 
fahrens des  Distanzpunktes  zuzuerkennen,  und  nicht  erst  dem  viel 
späteren  Baldassere  Perussi  da  Siena  (1481 — 1536),  wie  es  Ignaz 
Danti  thut. 

Von  Einfluß  auf  die  Entwiekelung  und  Verbreitung  der  Per- 
spektive war  der  Maler  Piero  iklla  Frauct'sca  dal  San  Sepolcro  (geb. 
um  1415,  lebte  noch  1494)  durch  einen  Traktat  über  Perspektive, 
den  er  in  seinem  Alter  schrieb.  Sodann  der  vielseitige  Leoti4Mrdi 
da  Vittci  (1452 — 15U0.  dessen  Abhandlung  über  Perspektive  in 
seinem  trattato  della  pittura  erwähnt  wird,  aber  gegenwärtig  nicht 
aufgefunden  ist.  Doch  fuhrt  er  in  der  letzteren  Schrift  das  Gesetz 
der  Verjüngung  gleicher  aufrecht  stehender  Gegenstände  an,  auf 
welches  er  durch  Beobachtung  gekommen  sei,  daß  sich  nämlich 
die  GrOlJen  ihrer  Abbildungen  wie  1  :  * ^ :  ',  •  •  •  verhalten,  wenn 
ihre  Abstände  vom  Auge  sich  wie  1  : 2  :  3 . . .  verhalten  (^vorausgesetzt^ 
daß  die  Abstände  auf  derselben  Geraden  liegenX 

Auf  der  Grundlage  dieses  Wissens  erhoben  sich  nun  die  grol^n 
Meister  liafa^L  ^lichel'Afhjtlo,  Titian,  Panl  Vtrone:>e  u.  a.  Während 
aber  die  beiden  ersten  sich  streng  an  die  Kegeln  der  Perspektive 
halten,  und  in  ihren  Werken  nur  hie  und  da  kleine  Nachlässig- 
keiten erkennen  lassen,  erlauben  sich  die  spateren  be^leutende  Ab- 
weichungen. So  besitzt  ^die  Hochzeit  lu  Caua*'  von  Piud  Veranese 
«1528 — 15>S>  sieben  Augenpunkte,  die  in  lunf  Horizonten  liegen. 
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und  gegenüber  der  Behauptung  vieler  gegenwärtigen  Maler  ^  daß 
eine  solche  Abweichung  zur  Erreichung  der  besten  Wirkung  oft 
notwendig  sei,  ist  es  wichtig^  anzuführen,  daß  Bossuet,  Maler  und 
Professor  an  der  Akademie  der  schönen  Künste  in  Brüssel  in  einem 
1871  erschienenen  Werke  über  Perspektive  eine  Darstellung  der 
Architektur  jenes  Bildes  mit  einem  einzigen  Augenpunkte  ent- 
worfen hat;  welche  im  Wesentlichen  dieselbe  Verteilung  der  Massen 
aufweist. 

13.  Verfolgen  wir  nunmehr  im  einzelnen  die  Entwicklung  der 
Perspektive  als  Wissenschaft. 

Die  älteste  auf  uns  gekommene  Schrift  über  Perspektive  aus 
der  Renaissance  ist  die  schon  angefahrte  ,,de  pictura'^  von  Leon 
Battista  AlbertL  welche  vor  1444  verfaßt  war.  In  derselben  erklärt 
er  das  Perspektive  Bild  für  den  Schnitt  der  Sehstrahlenpyramide  mit 
der  Bildfläche,  gibt  ein  Instrument  zu  seiner  Herstellung  an,  welches 
aus  einem  Böhmen  mit  einem  quadratisch^  Net^  van  Fäden  und 
einem  gleichen  Liniennetze  auf  der  Zeichenfläche  besteht;  und  teilt 
das  Verfahren  des  Distanzpunktes  (punto  della  veduta)  als  von  ihm 
erfunden  mit;  mittelst  dessen  er  dann  'den  quadratisch  getäfelten  Boden 
abbildet.  Ausgebildet  und  vielfach  angewendet  wurde  dies  Verfahren 
durch  den  Mathematiker  und  Maler  Biero  della  Francesca  tms  Borgo 
San  Sepölcro,  der  in  seinem  Alter  vor  1494  eine  ausgedehnte  Schrift 
mit  vielen  Figuren  verfaßte ;  die  aber  jetzt  nicht  aufgefunden  ist. 
Durch  diese  Schrift  und  durch  viele  Schüler  wirkte  er  mehr  als 
Alberti  auf  die  Ausbreitung  und  Ausbildung  der  Perspektive;  so  daß 
seiner  als  besonders  verdienstvoll  in  dieser  Beziehung  öfter  gedacht 
wird.  Nach  den  Erläuterungen;  welche  Ignaz  Danti  zu  Vignolas 
Perspektive  schrieb;  ist  Pieros  Verfahren  das  des  Augen-  und  der 
beiden  Distanzpunkte.  Zugleich  beschreibt  Danti  eine  Konstruktion 
Pieros ;  worin  er  die  Perspektive  eines  in  der  Bodenfläche  und  schief 
gegen  die  Bildfläche  liegenden  Rechtecks  durch  seine  Eckpunkte 
(mittelst  einer  nach  dem  Augen-  und  einer  nach  dem  Distanzpunkt 
gezogenen  Geraden)  bestimmt;  und  dann  als  Probe  anführt;  daß 
sich  die  Bilder  je  zweier  Gegenseiten  in  einem  Punkte  des  Hori- 
zontes tre£fen  müssen;  welche  Punkte  dann  zur  Verzeichnung  der 
oberen  Fläche  eines  auf  jenes  Rechteck  aufgesetzten  Prismas  be- 
nutzt werden.  Es  geht  hieraus  hervor,  daß  Piero  auch  die  Flucht- 
punkte  beliebiger  horizontaler  Linien  kannte  und  verwertete.  —  Das 
erste  gedruckte  Werk  über  Perspektive  ist  das  von  Viator  oder 
Belegrin  ;,de  artificiali  perspectiva;  Toul  1505,"  welches  hauptsäch- 
lich aus  Figurentafeln  und  weniger  aus  Schrift  besteht  und  das  Ver- 
fahren des  Augen-  und  Distanzpunktes  lehrt. 
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Das  nächste  selbständige  und  weiterführende  Werk  ist  das 
schon  angeführte  von  Älbrecht  Dürer  ^^Underweysung  der  Messung 
mit  Zirckel  und  richtscheyt,  Nürnberg  1525",  worin  das  Perspektive 
Bild  als  Schnitt  der  Sehstrahlenpyramide  mit  der  Bild  fläche  vermittelst 
Grund-  und  Aufrisses  konstruirt  wird.  Auf  gleiche  Weise  überträgt 
Dürer  den  vorher  in  Grund-  und  Aufriß  bestimmten  Schatten.  Außer- 
dem gibt  er  mehrere  Instrumente  zur  Herstellung  von  Perspektiven 
an^  welche  auf  jenem  bezeichneten  Grundsatze  beruhen^  nämlich 
eine  Glastafd,  auf  welcher  das  Bild  unter  Benutzung  eines  Sehloches 
aufgezeichnet  wird;  sodann  einen  offenen  Bahmen,  durch  welchen 
ein  gespannter  Faden  hindurchgeht,  der  an  der  Stelle  des  Auges 
befestigt  ist,  an  dem  Umrisse  des  Gegenstandes  hingeführt  wird, 
und  dessen  Schnittpunkte  mit  der  Rahmenfläche  durch  zwei  quer 
über  den  Rahmen  gespannte  und  mit  Wachs  zu  befestigende  Fäden 
bezeichnet  und  dann,  nachdem  der  Rahmen  mit  dem  Zeichenbrette 
geschlossen  wurde,  auf  dieses  übertragen  werden;  und  endlich  einen 
Rahmen  mit  einem  quadratischen  Netze  von  Fäden  in  der  Weise 
von  L.  B.  AlbertL  —  Endlich  gibt  Dürer  noch  ein  Verfahren  an, 
einen  beliebigen  Punkt  der  Bodenfläche  abzubilden,  indem  er  in 
dieser  Fläche  eine  feste  Hilfsgerade  unter  45^  gegen  die  Bildfläche 
zieht,  und  deren  Schnittpunkt  mit  einer  durch  den  gegebenen  Punkt 
parallel  zur  Grundlinie  gezogenen  Geraden  benutzt. 

14.  Auf  den  bezeichneten  beiden  Verfahren,  einerseits  des  Augen- 
und  Distanzpunktes  und  andererseits  des  Tafeldurchschnittes,  beruhen 
die  durch  eine  längere  folgende  Zeit  hindurch  erscheinenden  Werke, 
in  welchen  dann  hauptsächlich  Ausdehnung  der  Anwendung  auf  ge- 
neigte und  horizontale,  sowie  auf  krumme  Bildflächen,  das  ist  beson- 
ders auf  Deckengemälde,  und  solche  auf  Theaterdekorationen  gemacht 
wurden.  In  der  Ausführung  solcher  künstlichen  Deckengemälde 
gefiel  sich  die  damalige  Zeit  und  durch  sie  bewiesen  die  Maler  ihre 
Kenntnis  der  Perspektive,  während  man  gegenwärtig  solche  Kunst- 
stücke wegen  ihrer  ungünstigen  Wirkung  bei  einem  falschen  Stand- 
punkte als  weniger  wertvoll  betrachtet.  Als  hervorragende  Ge- 
mälde auf  horizontaler  Decke  wird  eine  von  T.  Laurati  (1562),  und 
als  solche  auf  gewölbter  werden  die  von  L.  Sabatini  und  0. 
Mascherini  angeführt. 

Durch  Schriften  verbreiteten  die  Regeln  von  Piero  desseA  Z^itr 
genösse,  der  Baumeister  und  Maler  Baldassare  oder  Beruzei  von^ima 
und  dessen  Schüler  Serlio,  welcher  die  Theaterperspektive  eingebend 
behandelte,  in  dessen  Schrift  aber  viel  Fehlerhaftes  enthalten \ ist. 
Von  deutschen  Schriftstellern  mögen  angeführt  sein  Bodler  (1531), 
Bivius  (Nürnberg  1558),  Lautensack  (Frankfurt  a.  M.  1564),  Jamn^ 
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(Nürnberg  1568),  Ijcncker  (Nürnberg  1571),  Haidm  (Nürnberg  1590), 
P.  Pfinzing  aus  Nürnberg  (Augsburg  1606),  Bruns  (Leipzig  1615). 
Man  sieht,  wie  eifrig  die  Perspektive  in  Nürnberg  betrieben  wurde. 
Der  bedeutendste  dieser  Männer  dürfte  der  Goldschmied  Lencker 
sein,  welcher  Dürers  Verfahr ungsweisen,  besonders  das  bei  diesem 
zuletzt  angeführte,  weiter  ausgebildet  und  seinen  Perspektiven  Rahmen 
umgestaltet  hat. 

Unter  den  Italienern  ist  Daniel  Barbaro  zu  nennen,  welcher  la 
pratica  della  perspettiva,  Yenetia  1569,  Teroffentlichte.  Um  Figuren 
der  Bodenfläche  in  Perspektive  zu  setzen,  überzieht  er  sie  entweder 
mit  einem  quadratischen  Netze,  oder  er  schneidet  ihre  geraden  Linien 
mit  den  zur  Grundlinie  der  Bildfläche  parallelen  Seiten  eines  um  sie 
gezeichneten  Quadrates.  In  Bezug  auf  die  Theaterperspektive  gibt  er 
ein  sinnreiches  und  praktisches  Verfahren  an,  welches  ihm  Pompeo 
Pedemonte,  den  er  mit  jenen  Beiwortern  schmückt,  mitteilte.  Um 
eine  auf  der  Fläche  des  Vorhangs  senkrechte  Gerade  abzubilden, 
spannt  er  (mit  anderen  Worten  und  kürzer  ausgedrückt)  eine  Schnur 
von  dem  Punkte,  in  welchem  jene  Gerade  die  Fläche  des  Vorhangs 
trifft,  nach  der  senkrechten  Projektion  des  Auges  auf  die  Ebene 
des  Hintergrundes  und  stellt  ein  Licht  an  die  Stelle  des  Auges; 
dann  ist  der  Schatten  der  Schnur  auf  alle  vorkommenden  Bild- 
flächen, wie  Hintergrund,  Bodenfläche,  Seitendekorationen,  die  ge- 
sachte Abbildung. 

Von  großer  Verbreitung  war  das  Werk  des  Baumeisters  Vignola 
(1507—1573),  welches  zuerst  1583  erschien,  und  später  von  dem 
Mathematiker  Danti  herausgegeben  wurde.  Es  ist:  „Le  due  regole 
della  prospettiva  pratica  di  M.  J.  Baro^zi  da  Vignola.  Coni  com- 
mentarii  del  R.  P.  M.  JEgnatio  Danti,  Roma  1644'^  Vignola  benutzt 
Augen-  und  Distanzpunkt,  fügt  aber  auch  zwei  weitere  Distanzpunkte 
hinzu,  welche  in  der  Vertikalen  des  Augenpunktes  liegen,  und  nach 
denen  die  Diagonalen  der  Seitenflächen  eines  gerade  aufgestellten 
Würfels  laufen.  Von  Belang  sind  die  von  Danti  zugefügten  ge- 
schichtlichen Bemerkungen,  und  seine  Zusätze  über  Theaterperspek- 
tive, wobei  er  die  dreiseitigen  Kulissen  des  Baidassar  Lanci  (1569) 
anführt,  die  aus  einem  dreiseitigen  Prisma  bestanden,  um  eine  lot- 
rechte Axe  drehbar  waren  und  dadurch  dreierlei  Dekorationen  zeigen 
konnten.     Auch  die  Zerrbilder  werden  von  Danti  behandelt. 

Das  erste  französische  Werk  über  Perspektive  ist  das  von  dem 
Maler  J.  Cousin  „livre  de  la  perspective,  Paris  1560",  worin  das 
Verfahren  des  Augen-  und  Distanzpunktes  angewendet  wird.  Er 
benutzt  auch  andere  Fluchtpunkte  horizontaler  Linien  (wie  Piero) 
unter  dem  Namen  AcddenUüpunkte, 
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15.  Ein  bedeutender  Fortschritt  wurde  yon  Guido  übäldi  ge- 
macht in  seinem  Werke  ^^Perspectiva^  Pisauri  1600*'.  Ubaldi  (1545 — 
1607)  war  ein  herrorragender  Mathematiker  und  betrachtet«  die 
Perspektive  aus  einem  umfassenderen  Gesichtspunkte.  Er  ist  der 
Erfinder  des  Fluchtpunktes  im  allgemeinen  Sinne,  den  er  punctum 
concursus  nennt.  Er  findet  den  Fluchtpunkt  paralleler  Linien  yon 
beliebiger  Richtung  als  Schnittpunkt  einer  mit  ihnen  parallel  durch 
das  Auge  gelegten  Geraden,  und  sagt,  daß  sich  die  Perspektive 
jener  Linien  nicht  ändert,  wenn  sich  das  Auge  auf  der  letzteren  Ge- 
raden verschiebt.  Die  Perspektive  einer  Geraden  bestimmt  er  durch 
ihre  Spur  (Schnitt  mit  der  Bildfläche)  und  ihren  Fluchtpunkt.  Die 
Perspektive  a  eines  in  der  Bodenfläche  liegenden  Punktes  a  be- 
stimmt er  auf  23  Arten.  Dabei  legt  er  die  Bodenfläche  mit  der  in 
ihr  befindlichen  Projektion  P  des  Auges  um  die  Grundlinie  in  die 
Bildfläche  um.  Hervorragend  und  neu  sind  folgende  vier  Verfahren : 
1)  Er  zieht  (nach  jener  Umlegung)  durch  a  zwei  beliebige  Linien  und 
zeichnet  ihre  Perspektive  durch  ihre  Spuren  und  ihre  Fluchtpunkte  auf 
dem  Horizonte,  die  er  durch  die  Schnittpunkte  ihrer  Parallelen  aus  P 
mit  der  Grundlinie  bestimmt.  2)  Zieht  man  vom  Schnittpunkte  der  Pa 
mit  der  Grundlinie  zu  dieser  eine  Senkrechte,  so  liegt  hierauf  a\ 

3)  Trägt  man  auf  der  von  P  auf  den  Horizont  geföUten  Senkrechten 
PV^=  der  Höhe  des  Auges  über  dem  Boden  auf,  so  liegt  a   auf  Fa. 

4)  Hat  man  die  Abbildungen  w',  n'  zweier  Punkte  w,  n  bestimmt,  so 
erhält  man  a  durch  Beachtung,  daß  ma  und  m'a\  sowie  na  und 
n'a'  sich  auf  der  Grundlinie  schneiden.  Man  sieht,  daß  3)  und  4) 
die  Keime  der  Kenntnis  der  Kollineation  in  sich  schließen.  Sodann 
setzt  übaldi  Höhen  und  damit  Körper  in  Perspektive,  bildet  Kreise 
und  andere  krumme  Linien,  die  in  beliebigen  Ebenen  liegen,  ab, 
lehrt  die  Abbildung  auf  Cylinderflächen,  bestimmt  die  Schatten  für 
einen  im  Endlichen  liegenden  leuchtenden  Punkt  unmittelbar  in  der 
Perspektive,  dabei  den  des  Cylinders,  des  Kegels,  der  Kugel,  die 
Schatten  in  einen  hohlen  Cylinder  und  in  eine  hohle  Halbkugel. 
Sodann  gibt  er  in  seiner  Behandlung  der  Theaterperspektive  einen 
Anfang  zu  den  Anschauungen  der  Relief  Perspektive,  indem  er  den 
Schnittpunkt  der  vom  Auge  auf  die  Ebene  des  Vorhangs  geföllten 
Senkrechten  mit  der  schwachansteigenden  Bodenfläche  der  Bühne 
als  den  Zusammenlaufpunkt  der  Geraden  bezeichnet,  welche  die  zur 
Vorhangfläche  senkrechten  Geraden  auf  dem  Boden  und  auf  ge- 
wissen Kulissen  abbilden.  Das  Verfahren  stimmt  im  Ergebnisse 
mit  dem  von  Barbaro  überein. 

In  den  mathematischen  Werken  von  Simon Stevin^Leyden  1605 

1608,  welche  von  Snellius  aus  dem  Holländischen  ins  Lateinische  über- 


I,  15 — 16.  Die  Perspektive  von  der  fienaisBance  bis  zum  Beginn  des  19.  Jahrb.  17 

setzt  wurden  (1608),  ist  der  1.  Band  der  Scenographie  oder  Per- 
spektive gewidmet.  Stevin  legt  den  Grund  zur  Entwickelung  der 
Koüineation,  indem  er  den  Satz  (mit  anderen  Worten)  aufstellt:  Legt 
man  durch  das  Auge  V  und  durch  einen  beliebigen  Punkt  a  je  eine 
zur  Bildfläche  parallele  Ebene  und  dreht  jede  der  drei  Ebenen  um 
ihre  Schnittlinie  mit  der  Bodenfläche,  so  daß  sie  stets  parallel 
bleiben  und  endlich  in  die  Bodenfläche  fallen,  so  bleibt  die  Per- 
spektive a  von  a  stets  dieselbe.  Sind  P  und  o^,  bezw.  die  Hori- 
zontalprojektionen von  V  und  a,  so  erhält  man  a'  nach  dem  Um- 
legen, indem  man  Pap  mit  der  Grundlinie  schneidet,  hier  eine 
Senkrechte  zu  letzterer  zieht,  welche  dann  die  Va  in  a  triSt,  wie 
schon  Ubaldi  angab.  Stevin  untersucht  den  Fall,  in  dem  die  Per- 
spektive eines  Kreises  wieder  ein  Kreis  ist,  und  lost  in  vielen  Fällen, 
wenn  auch  nicht  im  allgemeinen,  die  Aufgabe,  zwei  beliebige  Vier- 
ecke in  Perspektive  Lage  zu  bringen. 

Es  mögen  noch  genannt  sein  SirigatH  (Yenetia  1596),  Friisen 
(Leyden  1604),  de  Caus  (London  1612),  Marolois  (1614),  Accolti 
(Florensa  1625). 

16.  Beges  Leben  in  der  Entwickelung  der  Perspektive  trat  in 
der  Mitte  des  17.  Jahrhunderts  in  Frankreich  ein,  an  welchem  der 
berühmte  Mathematiker  Desargues  den  lebhaftesten  Anteil  nahm, 
freilich  dabei  auch  einen  heftigen  persönlichen  Streit  dadurch  ent- 
zündete, daß  er  alles  Verdienst  ftlr  sich  allein  in  Anspruch  nahm. 
Desargues  (1593 — 1662)  schrieb  eine  kurze  Abhandlung  „Methode 
universelle  de  m^ttre  en  perspective  les  objets  etc.,  Paris  1636", 
welche  verloren  ist,  wovon  aber  Bosse,  in  seiner  Schrift  „Mani^re 
universelle  de  Mr.  Desargues,  pour  pratiquer  la  perspective  etc., 
Paris  1648"  den  Lihalt  in  einem  Anhange  angibt,  während  das 
Werk  selbst  die  weitere  Ausführung  enthält.  Bosse  (1611—1678), 
Kupferstecher  und  Professor  der  Perspektive  an  der  Schule  der 
schonen  Künste  in  Paris  und  später  auch  kurze  Zeit  hindurch  an 
der  Akademie  der  Künste  in  Brüssel,  war  der  Schüler  und  eifrige 
Verbreiter  und  Verteidiger  von  Desargues'  Lehre.  Diese  legt  die 
Anschauung  der  Koordinaten  zu  Grunde  und  benutzt  als  Koordinaten- 
axen  die  in  der  Bildfläche  liegende  Grund-  und  Höhenlinie,  und 
eine  auf  beiden  senkrechte  Gerade.  Auf  diesen  drei  Linien  wer- 
den bezw.  der  Breiten-,  Hohen-  und  Tiefentnaßstab  (Schelle  fuyante) 
aufgetragen,  letzterer  in  der  Perspektive  auf  einer  nach  dem  Augen- 
punkte gerichteten  Geraden  mittelst  des  Distanzpunktes,  oder,  wenn 
dieser  außerhalb  des  Bildes  liegt,  mittelst  der,  wie  man  heute  sagen 
würde,  reducirten  Distanz.  Da  Desargues  dieses  Verfahren  als  das 
allgemeinste  und  beste  anpries,  wurde  er  angegrifl^en,  worauf  er  in 
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heftiger  Weise  antwortete  und  demjenigen  100  Pistolen  anbot,  welcher 
ihm  einen  Fehler  nachweisen,  und  ein  andermal  demjenigen  1000  Frank, 
welcher  ein  vorzüglicheres  Verfahren  angeben  könne.  In  der  Ge- 
schichte siegten  seine  Gegner,  und  auch  damals  insofern,  als  sie  er- 
reichten, daß  Bosse  bei  seinem  unterrichte  in  Paris  und  später  in 
Brüssel,  wo  er  sich  nach  einigen  Jahren  neue  Gegner  zugezogen 
hatte,  auf  das  Lehren  von  Desargues'  Verfahren  verzichten  sollte, 
worauf  er  aber  jedesmal  lieber  sein  Amt  niederlegte.  —  So  sehr 
Desargues  auch  stets  den  Wert  der  Anwendung  der  Wissenschaft 
als  den  größeren  hervorhob,  und  neben  der  Perspektive  auch  in  der 
Lehre  vom  Steinschnitt  umgestaltend  wirkte,  so  siegten  doch  auf 
beiden  Gebieten  seine  Gedanken  nicht,  die  sich  zwar  durch  die  All- 
gemeinheit der  Auffassung  auszeichnen,  sich  aber  bei  der  Ausführung 
als  unbequem  erweisen.  Seine  Verdienste  liegen  auf  dem  Gebiete 
der  reinen  Wissenschaft,  wo  er  unter  Verwertung  der  fruchtbaren 
Anschauung  der  Perspektive,  namentlich  durch  Übertragung  von 
Eigenschaften  des  Kreises  auf  die  Kegelschnitte,  einer  der  Begrün- 
der der  projektiven  Geometrie  geworden  ist. 

Desargues  brachte  den  Gedanken  der  Koordinaten  neu  in  die 
Perspektive  hinein;  der  Gedanke  der  verschiedenen  Maßstabe  war  durch 
das  alte  Verfahren  der  Bodentäfelung  so  vorbereitet,  daß  er  gleich- 
zeitig mit  Desargues  auch  noch  von  anderen,  so  von  dem  Ingenieur 
Alleaume  gefaßt  wurde,  der  sich  im  Jahre  1628  ein  Werk  privile- 
giren  ließ,  das  den  Titel  führte  „introduction  ä  la  perspective  en- 
semble,  Tusage  du  compas  optique  et  perspective^von  welchem  aber 
nur  sechs  Blatter  gedruckt  wurden.  Nach  dem  Tode  des  Verfassers 
und  des  Druckers  ging  das  Material  in  die  Hände  des  Mathematikers 
Migon  über,  der,  wie  er  sagt,  mehrere  wertvolle  Zusätze  zufügte,- 
und  ein  neues  Buch  unter  dem  Titel  herausgab  „La  perspective 
speculative  et  pratique.  De  Tinvention  du  feu  sieur  Alleaume,  in- 
genieur  du  roi,  mise  au  jour  par  £.  Mi^on,  prof.  es-math^matiques, 
Paris  1643.«  Der  erste  Teil,  welcher  den  Abdruck  jener  sechs  Blätter 
enthält,  behandelt  die  Perspektiven  Maßstäbe,  ungefähr  wie  bei 
Desargues;  der  zweite  Teil  mit  einer  neuen  Vorrede,  in  der  ein 
ganz  Neue»  versprochen  wird,  und  in  welchem  ganz' andere  An- 
schauungen, wie  die  der  Maßstäbe  herrschen,  muß  wohl  fiir  den 
angekündigten  Zusatz  von  Migon  angesehen  werden.  Der  Verfasser 
schlägt  die  Horizontalebene  um  die  Horizontlinie  in  die  Bildfläche 
nieder,  zieht  aus  dem  niedergeschlagenen  Auge  H  einen  Kreis  den 
er  einteüt,  und  überträgt  durch  Strahlen  aus  H  diese  Winkelteilunfr 
auf  die  Horizontlinie,  ausgehend  vom  Augenpunkte.  Eine  horizontale 
Linie,  deren  Fluchtpunkt  z.  B.  bei  40«  liegt,  bildet  dann  mit  der  Büd 
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ääche  einen  Winkel  von  90^  —  40®  =  50®.  Zugleich  bestimmt  er 
den  Zusammenlaufpunkt  der  Sehnen,  welche  gleiche  Strecken  auf 
jener  Geraden  und  auf  der  Grundlinie  abschneiden,  welchen  Punkt 
man  jetzt  den  Teilungspunkt  nennt.  Er  liegt  auf  der  anderen  Seite 
des  Augenpunktes  bei  y^  •  50®  =  25®.  Diese  Erfindungen  der  Winkd- 
teilung  des  Horizontes  und  besonders  des  Teäu/ngspufüctes  sind  also 
Migon  zu  yerdanken  und  die  darauf  gegründeten  Verfahren  haben 
den  Vorzug  vor  dem  Eoordinatenverfahren,  daß  sie  den  Grundriß 
entbehrlich  machen  und  die  Perspektive  aus  den  wahren  Maßen 
herzusteUen  gestatten.  —  Als  dritter  nahm  noch  der  Mathematiker 
Vatdeeard  die  erste  Erfindung  des  Perspektiven  Maßstabes  für  sich 
in  Anspruch  in  seinem  Werke  „Abregt  ou  racourcy  de  la  per- 
spective par  rimitation,  Paris  1643^',  worin  er  angibt,  daß  er  schon 
im  Jahre  1631  jenen  Maßstab  bekannt  gegeben  habe,  und  worin 
er  sich  über  die  Anmaßung  Desargues'  ereifert.  Vaulezard  gab 
übrigens  auch  die  Auflösung  der  umgekehrten  Aufgabe,  aus  der 
Perspektive  die  Stelle  des  Auges  zu  bestimmen,  sowie  der  Aufgabe, 
Bilder  für  eine  geänderte  Augenstelluug  umzuändern. 

Einen  nicht  unbedeutenden  Fortschritt  machte  BaUaa  in  seinen 
„Abreviations  des  plus  difficiles  Operations  de  perspective  pratique, 
1644",  worin  er  den  Flucht-  und  Teilungspunkt  einer  horizontalen 
Geraden  nicht  durch  die  Winkelteilung  des  Horizontes^  sondern 
durch  Parallelstrahlen  aus  dem  niedergeschlagenen  Auge  bestimmt. 
Außerdem  ersetzt  er  die  Distanz-  und  Teilungspunkte  durch  be- 
liebige Punkte  gewisser  Kreise  (des  Distansh  und  Teäungskreises), 
Die  Erregung  durch  Desargues  wirkte  noch  lange  nach.  So  ver- 
öffentlichen CuräbeUe  eine  sehr  feindselige  Schrift  gegen  denselben 
„Examen  des  oeuvres  de  Sr.  Desargues,  Paris  1644'^,  und  ebenso 
zeigte  sich  Huret  in  seiner  „optique  de  portraiture  et  peinture,  Paris 
167t)''  als  heftiger  Widersacher.  Niceron  schrieb  einen  „thauma- 
turgus  opticus,  Paris  1646'',  welcher  nach  seinem  Tode  französich 
als  „perspective  curieuse,  1652"  erschien;  hierin  wird  Desargues  an- 
erkannt.    Wesentlich  Neues  enthalten  diese  Werke  nicht. 

17.  In  Deutschland  veröffentlichte  Andreas  Albert  „Zwei  Bücher, 
das  erste  von  der  ohne  und  durch  die  Arithmetica  gefundenen  Per- 
spektive, das  andere  von  dem  dazu  gehörigen  Schatten,  Nürnberg 
1671."  Der  Verfasser  gibt  verschiedene  Tabellen  für  die  Perspek- 
tiven Breiten  und  Höhen  von  Punkten  der  Bodenfläche,  und  als 
neu  ein  sinnreiches  Verfahren  zur  Konstruktion  einer  solchen  Höhe 
ohne  Überschreitung  des  Bildrahmens. 

Bedeutende  Fortschritte  wurden  zunächst  gemacht  durch  die 
Verallgemeinerung  der  Verfahren  durch  Gravesand  in  Holland  und 
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durch  Taylor  in  England.  Gravesand  (1688—1742,  Professor  der 
Mathematik  in  Leyden)  verfaßte  1707  im  Alter  von  19  Jahren  eine 
Perspektive,  die  er  1711  als  Versuch  einer  Perspektive  im  £[aag 
veröffentlichte,  und  welche  Johann  Bemouilli  mit  Becht  als  ausge- 
zeichnet durch  ihre  sinnreichen  und  einfachen  Verfahren  bezeichnet. 
Die  Abbildung  einer  Figur  der  Horizontalebene,  die  er  in  die  Bild- 
fläche umlegt,  betrachtet  er,  um  mit  unseren  Worten  zu  reden,  als 
KoUineation,  und  benutzt  nicht  nur  den  Horizont,  sondern  auch  die 
zweite  Gegenaxe.  Höhen  trägt  er  in  mannigfacher  Weise  auf.  So- 
dann bestimmt  er  aber  in  sinnreicher  Weise  den  Perspektiven  27m- 
riß  eines  Cylinders,  eines  KegdSj  einer  Kugel,  und  von  dem  letzteren, 
einer  Ellipse,  ermittelt  er  die  Axen,  er  sucht  mit  Hilfe  der  Rech- 
nung den  Umriß  eines  Ringes,  Femer  konstruirt  er  die  Perspektive  von 
beliebigen  Geraden  durch  Spur  und  Fluchtpunkt,  ebenso  von  Körpern 
mit  geneigten  Seitenflächen,  er  behaodelt  den  Fall,  in  dem  die  Distanz- 
punkte sehr  entfernt  sind,  bestimmt  die  Perspektiven  auf  geneigten 
Bildflächen  und  die  Schatten  unter  Benutzung  des  Fluchtpunktes 
der  Lichtstrahlen. 

Brook  Taylor  (1685 — 1731),  nach  welchem  der  bekannte  Satz 
der  Analysis  benannt  ist,  veröffentlichte  eine  linear  perspective, 
London  1715,  wovon  eine  zweite  Auflage,  new  principles  of  linear 
perspective,  1719,  eine  Bearbeitung  von  Hamilton,  1738,  unter  Zu- 
fügung  einer  Luftperspektive,  eine  von  Kirby,  London  1768,  und 
zwei  Übersetzungen  ins  Französische,  eine  von  Jacquier,  Rom  1755, 
und  eine  von  Murdoch,  Amsterdam  1759,  erschienen.  Er  stellte 
eine  Gerade  und  eine  Ebene  durch  ihren  Schnitt  (mit  der  Bildfläche) 
und  ihren  Verschrnndungs/pninkt  bezw.  ihre  Verschwindungslinie  dar, 
bildete  die  Figuren  irgend  einer  Ebene  in  der  Weise,  wie  die  der 
Bodenfiäche  vermittelst  Verschwindungs-  und  Teilungspunkt  ab 
(ohne  letzteren  zu  benennen);  er  suchte  den  Verschwindungspunkt 
einer  auf  einer  gegebenen  Ebene  senkrechten  Geraden,  und  bildete 
dadurch  einen  Würfel  in  allgemeiner  Lage  ab. 

Zwei  Werke,  in  denen  die  Ergebnisse  sowohl  durch  Rechnung, 
als  durch  Konstruktion  gewonnen  wurden,  sind  der  traite  d'optique 
et  de  perspective  par  Lacaille,  Paris  1750,  und  die  perspectivae  et 
projectionum  theoria  generalis  analytica  von  Kästner,  Leipzig  1752. 

18,  Ein  hervorragendes  Werk  rührt  von  dem  Mathematiker 
und  Physiker  J.  H,  Lambert  her,  der  1728  in  Mühlhausen  im  Elsaß 
geboren  wurde  und,  nachdem  er  20  Jahre  hindurch  Mitglied  der 
Akademie  der  Wisseuschaften  in  Berlin  gewesen  war,  im  Jahre 
1777  daselbst  starb.  Mit  seinem  grundlegenden  Werke  über  Photo- 
metrie werden  wir  uns  später  eingehend  beschäftigen;  hier  haben 
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wir  zu  betrachten  seine  „freye  Perspektive,  oder  Anweisuilg  jeden 
perspektivischen  Aufriß  von  freyen  Stücken  und  ohne  Grundriß  zu 
verfertigen,  Zürich  1759*'  (2.  Aufl.  1774),  von  der  auch  eine  fran- 
zösische Übersetzung  erschien.  Lambert  hat,  wie  in  dem  Titel 
angedeutet  ist,  die  Absicht,  es  möglich  zu  machen,  den  Gegen- 
stand unmittelbar  aus  seinen  bekannten  Längen-  und  Winkelmaßen 
perspektiv  zu  zeichnen,  nicht  viel  weniger  leicht,  als  es  sonst  im 
Grund-  und  Aufriß  geschieht.  Er  gibt  hierzu  die  einfachsten  Eon- 
struktionsregeln  unter  Anwendung  der  Benennung  „Teilungspunkt^, 
und  fügt  Perspektive  Maßstabe  zu,  deren  einer,  abweichend  von  dem 
von  Desargnes  und  von  anderen  angegebenen  Proportionsmaßstabe,  die 
reciproken  Werte  von  Abständen  abzugreifen,  deren  anderer  noch  mit 
dem  Cosinus  der  Neigungswinkel  zu  multipliciren  gestattet  Lambert 
erweitert  bedeutend  die  von  Taylor  gegebenen  Darstellungen,  indem 
auch  er  eine  Ebene  durch  ihre  aufstoßende  oder  Enotenlinie  (Spur) 
und  ihre  Grenzlinie  (Fluchtlinie)  abbildet^  Ebenen  und  Geraden  unter 
beliebigen  Winkeln  gegen  einander  legt,  er  untersucht,  wie  mir 
scheint  zuerst,  die  Veränderungen,  welche  in  der  Vorstellung  des 
abgebildeten  Gegenstandes  durch  die  Veränderung  der  Stellung  des 
Auges  vor  dem  Bilde  stattfinden,  er  bestimmt  die  schiefe  Parallel- 
projektion eines  Würfels  nach  dem  Verfahren  der  Perspektive  unter 
Annahme  von  unendlich  kleinen  Maßen  des  Würfels,  er  löst  die 
umgekehrte  Aufgabe,  aus  der  Perspektive  die  Stellung  des  Auges 
und  die  Maße  des  dargestellten  Körpers  zu  bestimmen,  in  syste- 
matischer Weise  unter  Annahme  der  verschiedenartigen  Voraus- 
setzungen, er  bestimmt  Spiegelbilder,  Schatten,  Refiexwirkungen 
durch  ebene  und  krumme  Flächen,  Theaterperspektive,  und  löst  eine 
große  Anzahl  geometrischer  Aufgaben  vermittelst  der  Anschauungen 
der  projektiven  Geometrie. 

Eine  ähnliche  Sichtung  wie  Lambert,  wenn  auch  nicht  in  so 
allgemeiner  und  umfassender  Weise,  verfolgte. Zanotti  (1709—1782), 
Professor  der  Astronomie  in  Bologna,  in  seinem  Werke  über  Per- 
spektive von  1766,  nach  deren  lateinischem  Texte  eine  italienische 
Übersetzung  erschien  „trattato  teoretico-pratico  di  prospettiva,  Mi- 
lano  1825.^'  Schon  vorher  schrieb  er  „de  perspectiva  in  theorema 
unum  redacta'^  in  den  Eommentarien  der  Akademie  in  Bologna.  Er 
bildete  Gerade  aus  ihren  Neigungen  und  Längen  mittelst  der  Acci- 
dental-  und  anderer  Punkte  ab,  die  wir  Flucht-  und  Teilungspunkte 
nennen;  er  löst  eine  Reihe  von  umgekehrten  Aufgaben  und  behandelt 
ausführlich  die  Theaterperspektive. 
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m.  Ansbüdimg  des  Grond-  und  AufirifiiverfUirezis  und  SntBtehnne 
der  daiBteüenden  (ieometrie  in  Frankreiah. 

19.  So  war  in  der  Mitte  des  18.  Jahrhunderts  das  Ver£ahren 
der  Abbildiing  raumlieher  Gebilde,  auch  in  dem  allgemeinen  Falle 
der  PerspektiTe,  auf  einen  hohen  Grad  der  Yollkommenheit  gebracht, 
also  der  erste  Teil  der  Aufgabe  der  darstellenden  Geometrie  im 
Wesentlichen  gelost.  Auch  im  zweiten  Teile,  in  der  Losung  Yon 
Aufgaben  über  Ranmgebilde  durch  Konstruktion  in  der  Ebene,  war 
SU  jener  Zeit  schon  Vieles  geschehen  Es  wurden  Durchschnitte 
Ton  Flächen,  Bestimmungen  wahrer  Gestalten,  Umlegungen  und  Ab- 
wicklungen ausgeffthrt,  aber  meist  nur  gelegentlich  der  Arbeiten 
auf  anderen  Gebieten,  so  einerseits,  wie  wir  sahen,  auf  dem  Crebiete 
der  Perspektive,  und  andererseits,  und  zwar  Torwiegend,  auf  dem 
Gebiete  der  Baukunst 

Hier  benutzte  man  bei  senkrechter  Projektion  den  Grundriß,  den 
Aufiiß  und  das  Profil  oder  den  vertikalen  Durchschnitt,  und  ver- 
wendete die  meiste  Kunst  auf  die  oft  verwickelten  Aufgaben  des  Stein- 
schnittes bei  Gewölben  und  Treppen,  worin  im  Mittelalter  und  zur 
Zeit  der  Renaissance  mehr  als  gegenwärtig  geleistet  wurde.    Aber 
nicht  nur  in  der  Ausübung  der  Bauhütten  und  Werkstätten  befand 
sich  diese  Kunst;  sie  wurde  auch  schriftstellerisch  bearbeitet  und 
verbreitet,   und   zwar   zuerst   von   Philibcrt   de  VOrme^  Almosenier 
Heinrich  H.   von   Frankreich   in    seinem   Werke  „traite  de  Farchi- 
tecture,  1576.^     Sodann  hat  JoHSse  über  den  Steinschnitt  in  seinen 
,ySecrets   de   Farchitecture,   1642^*   geschrieben,   Derand  in    seinem 
Werke  ,4^^^^^^^^^^  ^^^  voütes  ou  Fart  des  traits,  et  coupes  des 
voütes,  1643  (3.  Ausg.  1755)^.    In  diesem  ist  der  Steinschnitt  un- 
gefähr ebenso  wie  in  den  neuen  Werken  graphisch  behandelt;  es 
sind    nämlich    in    einfachster   Weise   durch    Grund-   und   Aufrisse, 
Schnitte,  Umlegungen  und  Abwicklungen  die  Schablonen  der  ab- 
wickelbaren Flächen  der  Steine  konstruirt   Die  geometrischen  Ver- 
fahrungsweisen   sind   aber   nur   durch   Angaben   der   zu   ziehenden 
Linien   bestimmt    Im  Vorworte   ist   gesagt,  daß  die  Begründung 
weggelassen  wäre,  weil  sie  filr  denjenigen,  welcher  Geometrie  ver- 
stände, überflüssig  und  ermüdend,  und  für  denjenigen,  der  sie  niclit 
verstände,  zu  ausgedehnt  werden  und  das  Verständnis  doch  nicht 
herbeifuhren   würde.    Es   scheint,   daß   das  Verständnis    der  Kon- 
struktionen nur  durch  mündliche  Unterweisung  bei  Anlaß  der  prak- 
tischen Aufgaben  überliefert  wurde. 

Damals  kam  es  freilich  auch  vor,  daß  Entdecker  neuer  Metho- 
den die  Richtigkeit  derselben  in  ihren  Schriften  durch  Anbietung 
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großer  Wetten  erhärteten,  die  durch  die  Ausführung  des  Baues  ent- 
schieden werden  sollten;  und  andererseits,  daß  windschiefe  Flächen 
als  abwickelbare  behandelt  wurden. 

Solche  Mißgriffe  kann  man  aber  nicht,  wie  es  schon  von  Nach- 
folgern Monges  geschehen  ist,  als  bezeichnend  für  jene  Zeit  an- 
führen, in  der  sie  vielmehr  gegen  die  Leistungen  in  den  angeführten 
Werken  und  in  der  ausführenden  Baukunst  verschwinden.  Beson- 
ders hervorragend  in  theoretischer  Hinsicht,  wenn  auch  weniger 
zweckmäßig  für  die  Anwendung,  ist  eine  schon  erwähnte  Leistung 
von  Desargues,  worin  derselbe  ein  allgemeines  Verfahren  zur  Be- 
stimmung der  wahren  Gestalt  der  Flächen  der  Gewolbsteine  angab, 
das  Bosse  in  dem  Werke  veröffentlichte:  „la  pratique  du  trait  ä 
preuves,  de  Mr.  Desargues,  Lyonnois,  pour  la  coupe  des  Pierres  en 
l'Architecture,  par  A.  Bosse,  Paris  1543".  Das  Verfahren  beruht 
auf  einer  allgemeinen  Veränderung  der  Projektionsebene,  und  ist 
von  Bosse  ebenso  weitschweifig,  wie  schwer  verständlich,  mitgeteilt. 
Desargues  wurde  von  Praktikern,  die  ihn  vielleicht  gar  nicht  ver- 
standen, augefeindet  und  sein  Verfahren  zurückgewiesen.  Aber  auch 
jetzt  wird  dies  Verfahren  der  Veränderung  der  Projektionsebenen 
nur  in  den  einfachen  Fällen  angewendet,  nicht  aber  in  dem  allge- 
meinen, wie  es  Desargues  gethan  hatte,  so  sinnreich  es  auch  ist, 
weil  andere  Verfahren  einfacher  sind.  Der  Traite  de  la  coupe  des 
pierres  par  de  la  Rtie  (1728)  enthält  größtenteils  sehr  genaue 
Zeichnungen,  von  denen  viele  bei  Anlegung  der  Zeichnungsvorlagen 
für  die  polytechnische  Schule  in  Paris  (gegründet  1794)  benutzt 
wurden. 

20.  Das  größte  Verdienst  vor  Monge  erwarb  sich  um  die  Her- 
anbildung der  darstellenden  Geometrie  Fregier  (1682—1773,  franzö- 
sischer Offizier  und  Ingenieur)  durch  sein  Werk  „la  theorie  et  la 
pratique  de  la  coupe  des  pierres  et  des  bois,  ou  traite  de  stereo- 
tomie,  Strasbourg  1738  &  39;  nouvelle  (2.)  edition,  Paris,  t.  L  1754, 
t.  IL  1768,  t  III.  1769)".  Frezier  trennt  dabei  die  Theorie  von  der 
Praxis,  was,  wie  er  sagt,  noch  Niemand  gethan  hatte,  und  widmet 
der  ersteren  den  ganzen  ersten  Band,  indem  er  stets  seinen  Er- 
örterungen die  Beweise  zufügt.  Was  die  Darstellung  (description) 
anbelangt,  so  bedient  er  sich  der  Parallel-,  und  zwar  hauptsächlich 
der  senkrechten  Projektion,  die  man  sich  durch  herabfallende  Tropfen 
Tinte  veranschaulichen  soll  (S.  242).  Die  Projektionsebene  (plan  de 
description)  wird  aus  technischen  Gründen  gewöhnlich  horizontal 
oder  vertikal  gestellt;  und  er  unterscheidet  den  Grundriß  (plan, 
ichnographie,  projection  horizontale)  und  den  Aufriß  (Orthographie, 
welche  sich  in  ^levation,  profil  und  coupe  trennt).    Er  behandelt 
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die  ebenen  krummen  Linien,  die  krummen  Flächen,  die  er,  wie  es 
dem  Steinschnitt  angemessen  ist^  durch  Bewegung  einer  ersseugenden 
Linie  entstehen  läßt;  insbesondere  den  Cylinder,  den  Kegel,  die 
Kugel,  das  Sphäroid  (und  andere  Umdrehungsäächen  zweiter  Ord- 
nung), das  dreiaxige  EUipsoid,  verschiedene  Ring-  und  Schrauben- 
flächen und  tvindschiefe  (gauches)  Flächen.  Von  letzteren  unter- 
scheidet  er  vier  Arten  (Bd.  2,  S.  8  ff.):  1)  solche,  die  durch 
gleichförmige  Bewegung  (parallel  zu  einer  Ebene)  einer  gerad- 
linigen Erzeagenden  auf  zwei  Geraden,  die  nicht  in  einer  Ebene 
liegen,  entstehen,  welche  er  planolime  nennt,  und  die  jetzt  hyper- 
bolische Paraboloide  heißen.  Er  sagt,  daß  es  ihm  Freude  gemacht 
habe,  zu  entdecken,  daß  die  diagonalen  Ebenen  des  gleichseitigen 
windschiefen  Vierecks  diese  Fläche  in  verschiedenen  und  entgegen- 
gesetzt gekehrten  Parabeln  schneiden,  und  fiLhrt  den  Beweis  dafür. 
2)  Solche,  die  durch  Bewegung  einer  Geraden  auf  einer  Geraden 
und  einer  Kurve  (mixtilime)  oder  3)  auf  zwei  Kurven  hin  {dolioUme) 
entstehen,  wobei  die  vollständige  Bestimmung  der  Bewegung  erst 
durch  die  Bedingungen  des  Steinschnitts  gegeben  wird;  4)  durch 
Bewegung  einer  veränderlichen  krummen  Linie  auf  zwei  festen 
krummen  Linien  hin  (sphericolime),  welche  Flächen  man  gegen- 
wärtig gar  nicht  mehr  windschief  nennt. 

Frezier  konstruirt  die  Durchdringung  der  Körper,  indem  er  diese 
durch  parallele  Ebenen  schneidet,  wo  dann  die  Schnittpunkte  der 
zwei   in    derselben  Ebene   liegenden   Schnittlinien  Punkte   der   ge- 
suchten Schnittkurve  sind  (S.  280).    Vorteilhaftere  Lagen  der  Hilfs- 
ebenen, wie  durch  die  Spitzen  zweier  Kegel,  entgehen  ihm  dabei 
öfter.     Er  untersucht  dann  besonders  die  Schnittkurven  von  Cylin- 
dern,  Kegeln,  Kugeln  und  EUipsoiden  (also  die  Raurokurven  vierter 
Ordnung)  und  unterscheidet  sie  nach  ihren  Symmetrieebenen  und 
nach  der  Gestalt  der  durch  sie  gehenden  Cylinder  als  Cykloimber 
(hohlgebogener  Kreis),  ElUpsimber,  EUipsoidimber,  zusammengesetzte 
EUipsimber,  Paraboloidimber,  Hyperboloidimber.  —  Sodann  behandelt 
Frözier  in  der  epipedrographie  die  Abwicklung  (d^veloppement)  von 
Polyedern  und  krummen  Flächen,  z.  B.  des  schiefen  Kreiskegels  mit- 
telst Ersetzen  durch  eine  ihm  eingeschriebene  Pyramide,  und  zuletzt  in 
der  goniographie  die  Bestimmung  der  Winkel  von  Flächen  und  lost 
dabei  auch   einige   Aufgaben  in  Bezug  auf  das  Dreikant.    Hieran 
reihen  sich  dann  die  geometrisch  so  mannigfaltigen  Aufgaben  des 
Steinschnittes  an.  Man  sieht,  wie  weit  schon  Frezier  aus  der  Kunst 
des  Steinschnittes  eine  geometrische  Theorie  der  Darstellung  ent- 
wickelt, wie  er  die  Flächen    durch  Bewegung   einer  Erzeugenden, 
wenn  auch  nicht  immer  ganz  scharf,  bestimmt^  und  das  allgemeine 
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Verfahren  zur  Eonstraktion  ihrer  Schnitte^  zur  Abwickelung  der 
abwickelbaren  Flächen  und  zur  Bestimmung  der  Flächenwinkel 
angibt. 

21.  Auch  die  Kunst  der  Topographie  entwickelte  sich  im  vorigen 
Jahrhundert.*)  Zuerst  (1738)  wendete  Ph.  Buctche  die  Niveaukurven 
zur  Bezeichnung  des  Ufers  zu  den  verschiedenen  Epocihen  der  Ebbe 
und  Flut  an,  und  Dtuiarla  benutzte  (1771)  dieselben  zur  Bezeichnung 
der  Zonen,  welche  bei  verschieden  ausgedehnten  Überschwemmungen 
vom  Wasser  bedeckt  sein  würden.  Zu  derselben  Zeit  wurden  von 
den  Genieoffizieren  schon  die  Tiefen-  (oder  Hohen)zahlen  (Koten) 
zur  Angabe  der  Tiefen  einzelner  Punkte  unter  einem  höheren  Hon* 
zonte  angewendet,  und  an  der  Kriegsschule  in  Mezieres  wurden  die 
Horizontalen  und  die  Linien  des  größten  Falles  zur  Bezeichnung 
der  Lage  der  geneigten  Ebenen  und  zur  Lösung  von  Aufgaben  über 
Defilements  benutzt,  bei  denen  es  sich  um  die  geringsten  Kosten 
für  Ab-  und  Auftrag  bei  Anlage  von  geschützten  Festungswerken 
handelte. 

Um  sogleich  diesen  Gegenstand  zu  Ende  zu  führen,  sei  erwähnt, 
daß  in  diesem  Jahrhundert  Noizet  die  Geometrie  der  Jcotirten  Pro- 
jektiotien  in  umfassender  Weise  ausbildete,  daß  Leroy  m  seiner  später 
anzuführenden  geometrie  descriptive  (1842)  der  methpde  des  plans 
cotes  einen  Abschnitt  widmet,  ebenso  de  la  Goumerie  in  seiner 
geom.  descr.  (1860),  indem  er  der  Theorie  noch  Anwendungen  auf 
topographische  Gebilde  und  auf  Schuttenkonstruktionen  zufügte.  — 
Ein  ausführliches  Werk  über  diesen  Gegenstand  lieferte  v.  PescKka^ 
Professor  an  der  technischen  Hochschule  in  Brunn,  „Kotirte  Ebenen 
und  deren  Anwendung,  Brunn  1877^',  worin  das  Gebiet  der  dar- 
stellenden Geometrie  in  dieser  Darstellungsweise  durchschritten  und 
viele  Anwendungen  auf  Dachflächen,  Schattenkonstruktionen  und 
topographische  Flächen  gemacht  werden. 

22.  So  weit  nun  auch  die  Kunst  der  Darstellung  sowohl  durch 
Perspektive  als  durch  senkrechte  Projektion  ausgebildet  und  so  viel- 
fach diese  Darstellung  zur  Lösung  von  geometrisch-technischen  und 
von  rein  geometrischen  Aufgaben  benutzt  worden  war,  so  blieb  es 
doch  einem  Geiste  von  der  geometrischen  Kraft  Monges  vorbehalten, 
die  darstellende  Geometrie  (geometrie  descriptive)  als  gesonderten 
Wissenszweig  zu  schaffen.  Er  führte  die  Schnittlinie  der  Horizontal- 
und  Yertikalebene,  als  feste  Grundlinie  oder  Projektionsaxe,  die  er 
ligne  de  terre  nannte,  und  welche  bisher  nur  in  der  Perspektive, 


*)  Siehe  De  la  Goumerie,  discoura  sor  Tari  du  tndt  et  la  gäom^trie  de- 
scriptive.   Parifi  1866.    S.  22. 
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woher  er  den  Namen  entnahm,  nicht  aber  bei  dem  Grund-  und  Auf- 
rißverfahren angewendet  worden  war,  auch  hier  ein,  legte  um  sie 
die  eine  Projektionsebene  in  die  andere  um,  und  erreichte  dadurch 
viele  Vorteile,  insbesondere  den,  Ebenen  durch  ihre  Spuren  dar- 
stellen und  auf  sie  in  einfachster  Weise  Senkrechte  fallen  zu  können. 
Sodann  sammelte  er  die  bekannten  konstruktiven  Lösungen  von  Auf- 
gaben über  Baumgebilde,  fügte  eine  Menge  sinnreicher  und  ein- 
facher neuer  hinzu  und  ordnete  sie  zu  einem  wissenschaftlichen  Ge- 
bäude zusammen. 

Gaspard  Monge*)  ist  am  10.  Mai  1746  in  Beaume  geboren, 
besuchte  die  militärische  Genieschule  zu  M^zieres,  wo  er  seines 
niederen  Standes  wegen  nur  in  die  sogenannte  Gypsklasse  eintreten 
konnte,  wurde  aber,  nachdem  er  sich  durch  seine  wissenschaftlichen 
Arbeiten,  insbesondere  durch  eine  einfache,  geometrische  Losung 
einer  Aufgabe  aus  dem  Festungswesen  bemerklich  gemacht  hatte, 
in  seinem  19.  Jahre  an  dieser  Anstalt  Repetitor,  dann  1768  Pro- 
fessor der  Mathematik  und  im  Jahre  1771  auch  der  Physik.  Während 
er  Lehrer  in  M^zieres  war,  entwickelte  er  seine  darstellende  Geometrie 
und  unterrichtete  sie  daselbst.  Da  aber  die  verschiedenen  Militär- 
schulen in  Frankreich  in  gegenseitiger  Eifersucht  ihre  Vorteile  vor 
einander  verbargen,  so  war  es  Monge  verboten,  irgend  etwas  von 
seinen  neuen  Methoden  außerhalb  der  Anstalt  mitzuteilen.  1780 
wurde  Monge  auf  Grund  seiner  analytischen  Untersuchungen  über 
krumme  Flächen  zum  Mitgliede  der  Akademie  und  zum  Lehrer  der 
Hydraulik  im  Louvre  in  Paris  ernannt,  was  ihn  wechselnd  halb- 
jährig von  Mezieres  entfernte,  1783  wurde  er  Examinator  der  Marine- 
zöglinge und  siedelte  ganz  nach  Paris  über.  Der  Revolution  wandte 
er  sich  begeistert  zu,  in  Erinnerung  an  den  geistigen  Druck  und 
an  die  Hemmung  durch  bevorrechtete  Stände,  welche  er  in  M^ziferes 
empfunden  hatte.  Er  wurde  1792  Marineminister,  legte  nach  einigen 
Monaten  dieses  Amt  nieder  und  übernahm  1793  mit  Eifer  die  Leitung 
der  Geschütz-  und  Pulverfabriken. 

Im  Jahre  1794  wurde  die  Normalschule  gegründet,  bestand 
aber  nur  durch  die  vier  ersten  Monate  des  Jahres  1795;  an  ihr 
durfte  endlich  Monge  seine  neue  Wissenschaft  öffentlich  vortragen. 
Es  erschienen  seine  Le^ons  de  geometrie  descriptivef  donnees  ä  TEcole 
Normale,  publiees  d'abord  en  feuilles,  d'apres  les  stenographes;  Paris, 
an  in  (1795).     Von  ihm  revidirt,  wurden  sie  in  dem  Journal  des 

*)  Ch.  Dupin,  essai  bistorique  snr  les  Services  et  les  travaux  scientifiqaet» 
de  Gaspard  Monge,  Paris  1819.  Fr.  Aragos  sämmtliche  Werke.  Deutsch  von 
HankeL  Leipzig  1854.  2.  Bd.  S.  347—484.  (Biographie  von  Monge,  gel.  i. 
d.  Ac.  d.  Wiss.  i.  Paris,  11.  Mai  1846.) 
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ecoles  normales  (1795)  abgedrackt  Die  folgende  Auflage  bildeten 
dieselben  lefons^  pabliees  en  1  vol.  in-4*^,  an  VII  (22.  September  1798 
bis  dahin  1799).  Ebenfalls  im  Jahre  1794  wurde  die  polytechnische 
Schule  gegründet,  aber  sie  trat  erst  1795  nach  dem  Erlöschen  der 
Normalschule  ins  Leben.  An  der  Spitze  der  Gründer  der  polytech- 
nischen Schule  steht  Monge,  nach  dessen  Plane,  der  demjenigen  der 
Genieschule  in  Mezieres  nachgebildet  war,  sie  eingerichtet  wurde; 
durch  mehr  als  20  Jahre  widmete  er  ihr  als  Professor  seine  Lehr- 
kraft Monge  nahm  im  Jahre  1798  an  der  Expedition  nach  Ägypten 
Teil^  wo  er  zum  Präsidenten  des  dort  gegründeten  ägyptischen  In- 
stitutes ernannt  wurde.  Nach  der  zweiten  Restauration  wurde  er 
1816  seiner  Amter  entsetzt  und  aus  der  Liste  des  Institutes  ge- 
strichen. Diesen  Schlägen  erlag  sein  Geist,  er  wurde  umdüstert  und 
ganz  teilnahmlos.     Monge  starb  am  28.  Juli  1818. 

23.  Monges  Verdienste  um  die  Geometrie  sind  bedeutende.  Die 
hrummen  Flächen  teilte  man  entweder  nach  ihrem  Grade  oder  in  Fa- 
milien, hauptsächlich  nach  ihren  Erzeugenden,  ein.  Monge  stellte  die 
allgemeinen  Gleichungen  der  Flächen  verschiedener  Familien  auf,  in 
welchen  unbestimmte  Funktionen  auftreten,  und  untersuchte  ihre 
allgemeinen  Eigenschaften.  Es  geschah  dies  in  seinen  feuilles 
d'analyse  appliquee  a  la  geometrie,  an  ÜI  (1794 — 95).  Außerdem 
betrachtete  er  die  krummen  Flächen  als  Einhüllende  aller  Lagen 
einer  sich  bewegenden,  im  allgemeinen  veränderlichen  Fläche,  z.  B. 
eine  Umdrehungsfläche  als  Einhüllende  von  Gy lindem,  von  Kegeln 
oder  von  Kugeln,  und  benutzte  diese  Anschauung  beim  Umschreiben 
eines  Kegels  aus  einem  beliebigen  Punkte  an  eine  Fläche.  Von 
Monge  rührt  der  Begriff  der  KrümmungsUnien  her,  zuerst  nieder- 
gelegt in  einer  Abhandlung  über  Ab-  und  Auftrag  von  Erdmassen 
(memoire  sur  la  theorie  des  deblais  et  des  remblais;  mem.  de  TAcad. 
d.  Sc.  de  Paris,  1781,  S.  666).  Er  stellte  die  Gleichungen  auf  von 
den  KrOmmungslinien  des  ElUpsoides  und  konstruirte  sie  danach. 
(Sur  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  de  Tellipsoide  in  dem 
Journal  de  Tecole  polyt.,  IL  Cah.,  an  HI  (1795)  S.  145). 

Endlich,  wie  schon  erwähnt,  schuf  er  das  wissenschaftliche  Ge- 
bäude der  darstellenden  Geometrie,  In  derselben  stellt  er  den  Punkt 
und  die  Linien  durch  zwei  Projektionen,  die  Ebene,  unter  Fest- 
stellung einer  Projektionsaxe,  durch  zwei  Spuren,  die  krumme  Fläche 
durch  die  Projektionen  ihrer  Erzeugenden  und  durch  ihre  Umrisse 
dar.  Er  lost  dann  die  Aufgaben  über  Schnitt,  Abstände  und  Winkel 
von  Geraden  und  ]ßbenen,  bezw.  von  Punkten,  über  berührende 
Ebenen  an  Cylinder,  Kegel  und  Umdrehungsflächen,  wenn  der  Be- 
rührungspunkt gegeben  ist,   er  legt  die  Berührungsebene  an  eine 
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Kugel  durch  eine  g^ebene  Crerade,  die  gemeinschaftlichen  Be- 
rührungsebenen  an  zwei  oder  drei  Kugeln  und  gelangt  hier  zu  dem 
ihm  eigentumliehen  Satze,  daß  die  sechs  Ahnlichkeitspunkte  je  zweier 
Ton  drei  in  einer  Ebene  liegenden  Kreise  zu  drei  auf  yier  Geraden 
liegen.  Dann  lost  er  die  Au%abe,  an  einen  Cylinder  oder  Kegel 
eine  Berührungsebene  zu  legen  durch  einen  außeriialb  gegebenen 
Punkt,  an  eine  beliebige  Umdrehungsflache  durch  eine  außerhalb 
derselben  g^ebene  Gerade,  und  dies  Termittelst  des  mit  jener  Fläche 
koaxialen  einschaligen  Hyperboloids,  von  dem  die  Gerade  eine  Er- 
zeugende ist,  und  mittelst  der  gemeinschaftlichen  Tangente  an  die 
in  derselben  Ebene  liegenden  Meridianlinien  beider  Flachen«  Dieses 
Ver&hren  ist  bei  den  Umdrehungsflachen,  die  nicht  vom  zweiten 
Grade  sind,  am  einfachsten,  und  soll  später  bei  einem  Ringe  an- 
gewendet werden. 

Er  geht  dann  zur  Konstruktion  der  Schnittlinien  krummer 
Flächen  mit  Ebenen  und  mit  anderen  krummen  Flächen  über,  sowie 
zur  Bestimmung  von  deren  Tangenten  und  zur  Abwicklung  der 
einen  Schnittfläche,  wenn  sie  abwickelbar  ist,  insbesondere  zum 
Schnitt  des  Cjlinders  und  Kegels  mit  der  Ebene,  zweier  Kegel, 
mittelst  Hilfsebenen,  die  durch  die  Spitzen  beider  gelegt  werden, 
eines  beliebigen  Kegels  mit  einer  konzentrischen  Kugel  und  der 
dadurch  auszuführenden  Abwickelung  des  schiefen  Kegels,  welches 
Verfahren,  verglichen  mit  dem  von  Frezier,  weniger  Punkte,  aber 
mehr  Umständlichkeit  erfordert;  er  koustruirt  den  Schnitt  zweier 
Umdrehungsflächen,  deren  Axen  sich  treffen,  und  gibt  dabei  die 
schone  Auflosung  mittelst  der  Hilfskugeln,  deren  Mittelpunkt  jener 
Punkt  des  Zusammentreffens  ist  Er  beschreibt  dann  eine  Kugel 
um  und  in  eine  dreiseitige  Pyramide,  zeichnet  eine  solche  Pyramide 
aus  ihren  sechs  Kanten,  oder  aus  der  Grundfläche  und  den  Winkeln 
der  drei  Seitenkanten  mit  der  Grundfläche,  oder  den  Winkeln  der 
drei  Seitenkanten  mit  einander,  und  gibt  an,  wie  ein  Land  aus 
zweien  in  derselben  Lothlinio  Hegenden  Stellungen  eines  Luftballons 
durch  Winkelmessungen  aufgenommen  werden  koune.  Es  wird  dann 
der  Begriff  der  Evolute  von  ebeuen  Kurven  und  der  Begriff  der 
Fläche  aller  Evoluten  einer  Kurve  doppelter  Krümmung  entwickelt, 
d.  L  einer  abwickelbaren  Fluche,  deren  Berührungsebenen  die  Nor- 
malebenen und  deren  Enieugonde  die  sogenannten  iLrümmungsaxen 
der  Kurve  sind,  sowie  der  IWgrift*  der  llaupikrümmungen  und  der 
Krümmungslinien  der  Fl&ehen, 

Es  folgen  dann  die  Uruudli^^eu  der  Lehre  der  Schatten  und 
der  Perspektive,  nach  den  nicht  herausgegebenen  Vorträgen  von 
Monge,  abgefaßt  von  seinem  Schüler  I^i^ssuh«    Es  wird  die  Eigen- 
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schattengrenze  von  Polyedern  and  von  krummen  Flächen  bestimmt^ 
letztere  yermittelst  der  aus  dem  leuchtenden  Punkte  berührend  ge- 
legten Eegel  oder  Cylinder  (konstruirt  durch  Tangenten  an  die 
Schnittkurven  mit  Ebenen,  welche  durch  den  leuchtenden  Punkt 
gehen;  als  Beispiel  der  Schatten  einer  Kugel  auf  einen  Cylinder 
bei  Parallelbeleuchtung),  es  wird  das  Wesen  des  Halbschattens  er- 
läutert^ dessen  Grenzen  durch  abwickelbare  Flächen  bestimmt  wer- 
den^ welche  zugleich  die  leuchtende  wie  die  beleuchtete  Fläche 
umhüUeU;  und  endlich  wird  der  Einfluß  der  Luft  und  der  benach- 
barten reflektirenden  Körper  auf  die  Farbentone  besprochen.  Brisson 
fiigt  seine  eigene  bestimmtere  Theorie  über  die  Tonstärke  hinzU; 
welche  später  noch  erörtert  werden  soll.  Es  wird  dann  die  Per- 
spektive eines  Gegenstandes  als  Durchschnitt  der  Sehstrahlenpyra- 
mide mit  der  Bildfläche  konstruirt  und  der  Satz  über  den  gemein- 
schaftlichen Punkt  (Fluchtpunkt)  der  Perspektiven  paralleler  Ge- 
raden bewiesen. 

24c.  Neben  Monge  muß  S.  F.  Lacroix  (geb.  1765  zu  Paris^  gesi 
1843  daselbst)  wegen  einer  fast  gleichzeitig  herausgegebenen  Schrift 
über  darstellende  Geometrie  genannt  werden.  Lacroix  war  von  1788 
an  einige  Zeit  Professor  an  der  Artillerieschule  in  Besannen,  1795 
Hilfsprofessor  für  darstellende  Geometrie  an  der  Normalschule,  1799 
Professor  an  der  polytechnischen  Schule  in  Paris.  Jene  Schrift  ist 
„complements  des  ^l^ments  de  g^ometrie'',  mit  dem  besonderen  Titel 
y^essais  de  g^om^trie  sur  les  plans  et  les  surfaces  (Paris  1796; 
7.  edit.  1840)''  und  stimmt  im  wesentlichen  mit  Monges  g^ometrie 
descriptive  überein.  In  der  Vorrede  sagt  LacroiX;  daß  die  Schrift 
keine  Nachbildung  von  Monges  Werke  sei,  daß  es  vielmehr  Per- 
sonen gebe,  welche  bedeutend  vor  dieser  Veröffentlichung  Monges 
die  Materialien  seiner  Arbeit  gesehen,  die  zu  ordnen  er  sich  *  ver- 
anlaßt gefunden  habe,  als  er  Hilfsprofessor  für  darstellende  Geo- 
metrie an  der  Normalschule  wurde.  Später  sagt  Lacroix  in  einer 
Anmerkung,  daß  er  die  Losung  der  Aufgabe  über  den  Durchschnitt 
zweier  Umdrehungsflächen,  deren  Axen  sich  schneiden,  mittelst  Hilfs- 
kugeln, einem  Schüler  der  Anstalt  zu  Mezi^res  verdanke,  also  von 
der  Schule,  an  welcher  Monge  lehrte.  —  Dupin  erzählt  in  seinem 
oben  angeführten  Werke  über  Monge,  daß  dieser  1780  in  Paris 
einigen  strebsamen  jungen  Männern,  darunter  Lacroix,  Vorlesungen 
über  die  Anwendung  der  Analysis  auf  die  Geometrie  gehalten  und 
dabei  bemerkt  habe,  daß  er  die  Aufgaben  auch  mit  Zirkel  und 
liineal  losen  könne,  daß  ihm  aber  die  Mitteilung  des  Geheimnisses 
verboten  sei.  Diese  Andeutungen  reizten  Lacroix  und  genügten  ihm, 
die  wichtigsten  räumlich-geometrischen  Aufgaben  durch  die  Methode 


30  ^  2^ — 2^*   Geschichte  der  darBtellenden  Geometrie. 

der  Projektion  zu  losen.  —  Olivier  in  seinem  cours  de  g^ometrie 
descriptiTe  (Paris  1843)  erzählt  in  dem  Vorworte,  daß  ein  Genie- 
offizier die  an  der  Schule  in  Mezieres  gefertigten  Zeichnungen  nach 
Besan^on  gebracht  habe,  daß  diese  zufallig  den  Schülern  der  dor- 
tigen Artillerieschule  in  die  Hände  gekommen  seien,  welche  aber  die 
Hieroglyphen  nicht  enträtseln  konnten,  daß  dies  aber  Lacroix,  ihrem 
Lehrer,  dem  sie  dieselben  brachten,  gelungen  sei,  welcher  darauf 
über  den  darin  behandelten  Gegenstand  die  angeführte  Schrift  ver- 
faßte. Dies  stimmt  ganz  mit  der  Ähnlichkeit  seiner  und  Monges 
Arbeit  zusammen  und  zeigt  einerseits  die  mathematische  Geschick- 
lichkeit Lacroix',  andererseits  aber  auch,  wie  sehr  die  darstellende 
Geometrie  damals  Yorbereitet  war. 

26.  Hachette  (geb.  1769  zu  Mezieres,  gest.  1834  zu  Paris), 
Schüler  Monges  und  Hilfsprofessor  für  darstellende  Geometrie  an 
der  Normalschule  (1795)  und  an  der  polytechnischen  Schule  (1795 — 
97),  von  da  an  alleiniger  Professor  derselben  bis  1816,  gab  1822 
seinen  trait^  de  g^ometrie  descriptive  mit  den  Anwendungen  auf 
Schattenlehre,  Perspektive  und  Steinschnitt  heraus  und  erweiterte 
darin  unsere  Wissenschaft  bedeutend.  Er  untersuchte  die  Flächen 
zweiter  Ordnung,  welche  er  in  die  fünf  bekannten  Arten  teilte,  be- 
handelte von  denselben  insbesondere  die  beiden  windschiefen,  unter- 
suchte*) die  windschiefen  Flächen  im  allgemeinen  und  die  entlang 
einer  Erzeugenden  berührenden  und  die  sich  anschmiegenden  ein- 
schaligen Hyperboloide,  die  sphärische  Epicykloide,  sowie  die  allge- 
meine Schraubenfläche,  welche  durch  die  Schraubenbewegung  irgend 
einer  Kurve  entsteht,  fand  den  Satz,  daß  alle  ebenen  Schnitte  eines 
Paraboloids  sich  auf  irgend  eine  Ebene  durch  Projicirende,  die  mit 
seiner  Axe  parallel  sind,  als  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Kegel- 
schnitte projiciren,  und  bestimmte  die  Krümmung  der  Schnittkurve 
zweier  Flächen  aus  der  Krümmung  der  letzteren. 

Chr.  Dupin  hatte  den  Satz  der  konjugirten  Tangenten  einer 
Fläche  aufgestellt,  welcher  für  die  Konstruktion  der  Eigenschatten- 
grenze eine  große  Bedeutung  besitzt,  indem  der  berührende  Licht- 
strahl und  die  Tangente  der  Schattengrenze  konjugirt  sind.  Hachette 
benutzte  diesen  Satz  zur  Bestimmung  der  Punkte  einer  konkav- 
konvexen Fläche,  in  welchen  der  Lichtstrahl  mit  der  Tangente  der 
Schattengrenze  zusammenfällt,  und  deren  Schlagschatten  Spitzen  der 
Schlagschattengrenze  bilden. 

Es  schließt  sich   hier  eine  interessante  Losung   der  Aufgabe 


*)  Siehe  auch  ChasHeB^  Bapport  sur  las  progr^  de  la  gäom^trie  en  France, 
Paris  1870. 
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an,  den  Durchschnitt  zweier  (verlängerter)  Umdrehun^sellipsoide  zn 
finden,  deren  Axen  sich  nicht  treffen,  welche  Chapuy*)  lieferte  und 
die  später  gebracht  werden  soll. 

Von  weiteren  Werken  sei  erwähnt  der  Trait^  de  g^metrie  de- 
scriptive  von  Potier  (Paris  1817),  der  von  Vdllee  (Paris  1819)  und  der 
von  Lefebure  de  Faurcy  (Paris  1832),  deutsch  von  v.  Bünau  (Chemnitz 
1845).  Sodann  sind  hervorzuheben  die  durch  Klarheit  ausgezeich- 
neten Werke  von  C.  F.  A.  Leroy  (1780—1854),  welcher  35  Jahre 
lang  Professor  der  darst  Geom.  an  der  pol.  Schule  in  Paris  war. 
Er  schrieb:  Traite  de  g^ometrie  descriptive,  suivie  de  la  methode 
des  plans  cot^s  et  de  la  theorie  des  engrenages  cylindriques  et 
coniques  etc.,  Paris  1842  (8.  ^dit  1867),  und  Traite  de  stereotomie  etc., 
Paris  1844  (4.  edit.  1865).  Beide  Werke  sind  von  Eauffinann  ins 
Deutsche  übersetzt. 

26.  Th.  Olivier  (1793—1853)  war  Professor  der  darst.  Geom. 
an  der  ecole  centrale  des  arts  et  metiers  und  Repetent  an  der  polyt. 
Schule  in  Paris.  Er  schrieb  einen  Cours  de  g^om^trie  descriptive, 
in  deren  erstem  Teile  (Paris  1843,  2.  ^dii  1852)  er  den  Punkt,  die 
Gerade  und  die  Ebene  behandelt  und  die  Änderung  der  beiden  Pro- 
jektionsebenen als  das  wichtigste  Konstruktionsmittel  an  die  Spitze 
stellt^  und  worin  er  in  Verbindung  mit  umlegbaren  Projektionstafeln 
die  Anwendung  Verschiedenfarbiger  Stäbchen  zur  Yersinnlichung  von 
Geraden,  ihrer  Projektionen  und  der  Projicirenden  empfiehlt.  Wäh- 
rend die  Änderung  der  Projektionsebenen  in  einfachen  Lagen  und 
die  umlegbaren  Tafeln  seit  lange  in  Gebrauch  sind  und  voraussicht- 
lich darin  bleiben  werden,  so  hat  jene  Änderung  in  verwickelten 
Fällen  und  die  Anwendung  der  Stäbchen,  beide  als  entbehrlich  und 
umständlich,  keine  Annahme  gefunden.  Diese  Vorschläge  mögen 
ein  Ausfluß  der  Umständlichkeit  und  Weitschweifigkeit  Oliviers  sein, 
welche  oft  in  seinen  Schriften  ermüdend  auftritt. 

Im  zweiten  Teile  seines  Cours  (1844)  behandelt  Olivier  die  krummen 
Linien  und  Flächen,  besonders  die  vom  zweiten  Grade.  Sodann 
schrieb  er  d^veloppements  (1843),  complements  (1845),  additions 
(1847)  und  applications  (1847)  de  geom.  descr.;  letztere  Anwen- 
dungen sind  auf  einzelne  Aufgaben  der  Schattenlehre,  der  Perspek- 
tive, der  Gnoiflonik  und  der  Verzahnungen  gerichtei 

Er  untersucht  (compl.)  die  Krümmung  von  Linien,  z.  B.  der 
ebenen  und  sphärischen  Epicykloide,  behandelt  die  Krümmung  der 
Flächen,  konstruirt  die  Wendepunkte  der  sogenannten  Verwandelten, 
welche  nämlich  aus  Kurven  auf  abwickelbaren  Flächen  durch  deren 


^  GorreBpondaDce  aar  T^ole  polyt  Paris,   2.  Bd.,  1809,  S.  266. 
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Abwickelung  entstehen,  bestimmt  die  Tangenten  in  denjenigen  Doppel- 
pmtten  dtf  Sehnittknire  zweier  Flächen,  in  welchen  sich  die  letz- 
teren beführai.  Ton  Olirier  rühren  anch  Terschiedene  sinnreiche 
Fadmmodelle  ron  Begelflachen  her,  deren  Form  durch  Verstellung 
d«-  Leitlinien  gundert  werden  kann. 

tl.  JT.  de  la  Gornnterity  geb.  1814,  war  Professor  der  darstellenden 
«j^ometrie  an  A&r  polytechnischen  Schule  und  am  conservaioire  des 
aits  et  meti«rs  in  Paris  Ton  1849—1864,  schrieb  einen  Traite  de 
Trute  geometrie  descriptaTe,  3  parties,  Paris  1860,  62,  64  und  einen 
de  pospectiTe  lineaire,  1859. 

De  la  Goum«ie  hat  in  seine  darstellende  Geometrie  die  Schatten- 
lekre  hereingeEogen,  ohne  jedoch  auf  die  Linien  gleicher  Helligkeit 
«inro^b^i«  deren  phj^alische  Grundlage  er  mit  einem  gewissen 
fischte«  wie  wir  später  sehen  werden,  als  nicht  genügend  festgestellt 
crtdirl,  {«i«-  die  kotirte  Projektion  und  die  topographischen  Flächen, 
die  axonometrische  und  die  EaTalier-PerspektiTe,  auch  einzelne  Teile 
der  pjTVJektiTen  Geometrie^  ohne  ihr  jedoch  einen  wesentlichen  Ein- 
£:;iS  auf  die  Enoirterungen  zu  gewihren.  Das  Torzngliche  Werk 
enthalt  Tiele  B«t>nch«rungen  der  Wissenschaft,  so  in  Bezug  anf  die 
Krimmung  der  Flachen,  in  Bezug  auf  die  Krümmung  der  Schnitt- 
karre  ein^r  Fliehe  mit  einer  berührenden  Ebene  im  Berfihrungs- 
punkte«  in  Bejtug  auf  windschiefe  Flachen«  üue  Striktionslinie,  ihre 
sac^nannte  Kanten  und  Kuspidalpimkte«  femer  in  Bezug  auf  ab- 
wickelhaw  F15«>hen,  welche  xim  zwei  Flachen  oder  Linien  aweiter 
Oidnung  bes^ehrieben  sind«  ^tum  erstenmal  tou  OÜTier  bdiandelt), 
in  Be5Ug  auf  Schraubenä&chen«  ihre  Schanengrenzen  und  deren 
Taiigwtten  u,  &.  w«;  de  la  Gi>uraerie  gibt  hau£g  geometrische  Er- 
onerutu^en  mit  lVnutAxin55  des  unendlich  Klein^i«  ^rebrancht  aber 
auch  nicht  selten  die  Analy^s. 

:?S*  .4.  J/iW»«Acv«w,  stnt  iSivi  IVotVssor  der  dar&tel}€9idai  Geo- 
metrie an  der  |H>lytRvhnisoheu  Schule  in  l^ms,  schrieb  einoi  Cours 
de  geom.  descr^  IVris  ISSO,  l>arin  winl  der  sonst  gewohnlich  be- 
handelte Stoff  als  bekannt  xorawsjjt^setÄt^  und  es  kann  das  Werk 
einex^its  als  eine  l  Wrsicht>  aniletvrstnt^  als  eine  duit:h  Anwoidung 
drr  Kinematik  eig>^4\tftu\hoh^  Uehandluu»;  ur,d  WeiterfvJirang  dn- 
seiner  Teile  unserer  \N  >ssons\rhat\  bt^tt^oV.tei  weiviea.  Im  «sten 
T^Ie  werden  die  vers^huHloni>n  l><i<^tonui^5j>ii>iv eisten  der  d-«ixdi  ebene 
oder  einfaehe  knmune  FUuhi>n  bo^t^i^^^ton  K:n>er  in  k^a^m  ZOgen 

riv-kÄi,  riinaich  die  IWtuu«uu\|X  dor  S.>^an^?i.  .^^e  kc^tirte,  be- 
rs  aber  die  cettt«U^,  d*iuw  du^  K^x^ber-  u?>ä  axonometrische 
Pn:>ebi:c-     Im  zweiten  IViU^  \xo^>l.>\^   a^^  xi^rNvV.i^i^Äcn  Ste^Cen  die 

\  %l  i  d*V  U^vwotvu^  dw  iVwv^rcng«  beliaadelt 

\ 
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und  angewendet  auf  die  Untersuchung  der  Regelflächen^  insbesondere 
der  Regelschraubenflächen  und  der  Krümmung  der  Linien  und  Flächen. 
Der  Begriff  der  Normalenflächen  (normalies)y  welche  durch  Bewegung 
der  Normale  einer  Fläche  entlang  einer  auf  dieser  Fläche  liegenden 
Leitlinie  entstehen^  werden  in  eigentümlicher  Weise  behandelt;  von 
diesen  Normalenflächen  sind  einige  allgemeine  Eigenschaften  ent-^ 
wickelt  und  zur  Untersuchung  der  Krümmung  beliebiger  Flächen 
benutzt.  —  Der  zweite  Teil  des  Werkes  und  seiner  wenig  aus- 
gebildeten Figuren  tragen  mehr  das  Grepräge  einer  theoretischen  als 
einer  darstellenden  Geometrie,  und  es  soll  das  Buch  nur  zum  er- 
gänzenden Studium  der  letzteren  Wissenschaft  dienen. 


IV.   Die  neuere  französisohe  Perspektive. 

29.  Die  neuere  französische  Perspektive  leistete  sowohl  in  mathema- 
tischer wie  in  künstlerischer  Beziehung  Bedeutendes.  In  der  ersteren 
Richtung  liegt  die  Arbeit  von  Cousinery  in  seiner  Geometrie  per- 
spective, Paris  1828.  Er  legt  die  von  Taylor  eingeführte  Dar- 
stellung der  Geraden  und  der  Ebene  durch  Spur  und  Fluchtpunkt, 
bezw.  Fluchtlinie,  welche  er  trace  und  limite  nennt;  zu  Grunde, 
während  er  zur  Darstellung  des  Punktes  eine  Hilfsgerade  benutzt, 
führt  den  Distanzkreis  als  Umlegungskreis  des  Auges  ein,  und  gibt 
die  Losungen  der  Aufgaben  über  Durchschnitte,  Senkrechte,  Ab- 
stände und  Winkel.  Er  stellt  dann  die  Flächen  zweiter  Ordnung 
dar,  und  zwar  die  geradlinigen  ebenfalls  durch  Spur,  Fluchtlinie  und 
eine  Erzeugende,  die  nicht  geradlinigen  durch  den  Umriß  und  Mittel- 
punkt, und  löst  in  einfacher  Weise  die  Aufgaben  über  ihre  Be- 
rührungsebenen, ihre  Schnitte  mit  Ebenen  und  unter  einander  u.  a. 
Auf  Grund  der  Deutung,  welche  man  ebenen  Figuren  als  Bildern  von 
räumlichen  Gebilden  geben  kann,  beweist  er  in  einfacher  Weise 
Sätze  der  ebenen  Geometrie,  wie  z.  B.  iie  Richtigkeit  der  einfachsten 
Auflösung  der  Apollonischen  Aufgabe,  welche  den  Kreis  fordert, 
.der  drei  gegebene  Kreise  berührt,  indem  er  diese  drei  Kreise  (mit 
einem  derselben  als  Fluchtlinie)  als  Abbildungen  von  parallelen 
Kegeln  betrachtet;  oder  den  Satz,  daß  jeder  Punkt  einer  Geraden, 
welche  mit  zwei  auf  ihr  festen  Punkten  bezw.  auf  zwei  festen  Ge- 
raden hingleitet,  eine  Ellipse  beschreibt,  indem  er  diese  Figur  als 
Perspektive  eines  Kreiskonoides  ansieht.  Endlich  bringt  er  noch 
Anwendungen  auf  die  Darstellungen  von  beliebigen  Körpern  (Würfel, 
Kugel,  Umdrehungsfläche  [Ring],  Schraube)  und  die  Bestimmung 
ihrer  Schatten. 

Die  Perspektive  in  künstlerischer  Beziehung  wurde  in  Frank- 

Wiener,  Lehrbuch  der  darstellendou  Geonietrio.  3 


34  If  29—80.   Geschichte  der  darsiellenden  Geometrie. 

reich  besonders  von  den  Professoren  der  Akademie  der  bildenden 
Künste  in  Paris  gefördert  Hier  sei  hervorgehoben  Thtbatdt,  Pro- 
fessor dieser  Akademie  und  Maler,  dessen  Anwendung  der  Linear- 
perspektive auf  die  zeichnenden  Künste  nach  seinem  Tode  von 
seinem  Schüler  £!hapuis  1827  herausgegeben  und  von  Beindel  Ina 
Deutsche  übersetzt  wurde.  Der  geometrische  Charakter  tritt  gegen 
den  künstlerischen  zurück;  aber  dennoch  gestattet  er  nur  wenige 
sogenannte  Freiheiten  oder  Abweichungen  von  der  streng  geome- 
trischen Abbildung. 

Adhemar  (1797—1862),  Professor  der  Mathematik  in  Paris, 
steht  in  seinem  traite  de  perspective  lin^aire,  1838  (3.  edit.  1860) 
(übersetzt  von  MöUinger,  2.  Ausg.  1850),  mehr  auf  dem  mathe- 
matischen Standpunkte;  er  benutzt  den  perspektiv  konstruirten  Grund- 
riß, und  die  Breiten-,  Tiefen-  und  Hohenmaßstäbe. 

30.  De  la  Goumerie  in  seiner  schon  oben  angeführten  Linear- 
perspektive (1859)  wendet,  wie  Adhdmar,  mei^t  den  perspektiv  kon- 
struirten Grundriß  an.  Außer  der  eingehenden  Behandlung  der 
Theaterperspektive  ist  ihm  besonders  die  sorgßLltige  Untersuchung 
der  Freiheiten  eigen. 

Er  macht  darauf  aufmerksam,  daß  der  Beschauer  eines  Bildes  den 
richtigen  Standpunkt  gewöhnlich  nicht  kennt  und  seinen  Standpunkt 
wechselt,  daß  daher  diesem  Wechsel  Bechnung  getragen  werden 
muß.  Um  dies  zu  können,  untersucht  er  zunächst  die  B^tihUum, 
d.  h.  den  im  Geiste  vorgenommenen  Wiederaufbau  des  Gegenstandes 
aus  seiner  Abbildung,  und  entwickelt,  wie  diese  Aufgabe,  an  sich 
unbestimmt,  erst  durch  die  Kenntnis  von  gewissen  Eigenschaften 
des  Gegenstandes,  z.  B.  der  horizontalen  Lage  des  Bodens,  der  Recht- 
winklichkeit  von  Pfeilern  eines  Bauwerks,  bestimmt  wird.  Er  findet 
sodann,  daß  die  für  verschiedene  Standpunkte  vorgenommenen  Re- 
stitutionen räumlich  homologe  (projektive)  Gebilde  sind,  in  denen 
gerade  Linien  ihre  Natur  beibehalten,  wodurch  auch  die  Schatten- 
grenzen für  alle  Standpunkte  gleich  richtig  bleiben,  daß  femer  bei 
vertikaler  Bildebene  ein  fehlerhafter  Standpunkt  vorzugsweise  Winkel- 
verzerrungefn,  und  zwar  nur  geringe,  hervorbringt,  daß  diese  Verzerrung 
aber  unter  den  bei  Bauwerken  vorkommenden  Körpern  wesentlich  nur 
bei  runden,  wie  bei  Kugeln,  Fußgestellen,  SäulenPaßen  und  Kapi- 
talen, stört,  und  rät  daher,  solche  Gegenstände,  entsprechend  dem 
Gebrauche  der  Maler,  nur  in  gerader  Ansicht  in  das  Bild  einzu- 
tragen. Wenn  man  aber  erwägt,  wie  störend  zwei  an  einander 
stoßende  Teile  wirken,  welche  für  verschiedene  Standpunkte  ge- 
•  zeichnet  sind,  z.  B.  die  gerade  Ansicht  eines  dorischen  Kapitals  und 
die  schiefe  seiner  Deckplatte,  daß  dagegen  solche  schiefe  Ansichten 
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aaf  Photographien  nicht  stören ,  so  kann  man  sich  nicht  für  die 
oben  befürwortete  ausnahmslose  Zulassung  solcher  Abweichungen 
erklären y  sondern  nur  für  eine  sehr  yorsichtige  Abweichung  mit 
Yorhergehender  Untersuchung  auf  ihre  günstige  Wirkung.  Am 
häufigsten  wird  diese  Freiheit  bei  der  menschlichen  Gestalt^  insbeson- 
dere bei  dem  Kopfe  anzuwenden  sein,  der^  wenn  er  auch  am  Rande 
des  Bildes  steht,  doch  nicht  in  die  Breite  gezogen  erscheinen  darf. 

Aus  Belgien  schließt  sich  Bossuet  an^  Maler  und  Professor  an 
der  Akademie  der  Künste  in  Brüssel,  der  in  seinem  Trait^  de  per- 
spective lin^aire  (1871)  vorwiegend  auf  künstlerischem  Standpunkte 
steht.  Er  tritt  der  Ausdehnung  der  Freiheiten  entgegen,  wie  schon 
früher  bei  Gelegenheit  der  .^Hochzeit  von  Kana^'  von  Paul  Yeronese 
erwähnt  wurde  (12),  und  dringt  auf  Einheit  des  Horizontes  und 
Augenpunktes. 

V.   Die  darstellende  Geometrie  tmd  Perspektive  in  Deutschland. 

31.  Ebenso  wie  in  Frankreich  die  Entstehung  der  darstellen- 
den Geometrie  mit  der  der  polytechnischen  Schule  zusammenfiel,  so 
entwickelten  sich  auch  in  Deutschland  die  Frojektionslehre  und  die 
darstellende  Geometrie  mit  den  technischen  Lehranstalten,  insbesondere 
den  polytechnischen  Schulen.  Unter  Projektionslehre  versteht  man 
die  Anfangsgründe  der  darstellenden  Geometrie  ohne  eingehende 
geometrische  Untersuchungen  und  mit  vorwiegender  Rücksicht  auf 
die  Anwendungen.  Meines  Wissens  ist  das  erste  deutsche  Werk 
dieser  Art  das  von  Fr.  Weifibrenner  (geb.  1766  in  Karlsruhe,  gest. 
1826  daselbst).  Derselbe,  Oberbaudirektor  in  Karlsruhe,  errichtete 
eine  private  Bauschule,  für  welche  er  sein  architektonisches  Lehr- 
buch schrieb,  dessen  erster  Teil  (Tübingen  1810)  die  geometrische 
Zeichnungs-  und  die  Licht-  und  Schattenlehre,  und  dessen  zweiter 
(1819)  die  perspektivische  Zeichnungslehre  behandelt.  Es  werden 
die  Projektionen  von  geraden  Linien,  von  ebenen  Figuren  und  von 
Korpern  unter  Drehung  derselben  gezeichnet,  der  ebene  Schnitt  von 
Korpern,  insbesondere  des  Kegels  und  der  Kugel  bestimmt,  die 
Schatten  ebenflächiger  und  krummflächiger  Körper  konstruirt,  und 
die  Schattirung  von  der  Licht-  und  Schattengrenze  aus  durch  das 
Allmähliche  des  Überganges  bestimmt.  In  der  Perspektive  wird  mit 
dem  Yerschwindungs-  und  Teilungspunkte,  auch  in  einer  ganz  be- 
liebigen Ebene,  konstruirt,  es  werden  die  Schatten  bei  Parallel-  und 
Oentralbeleuchtung  ermittelt  und  besonders  Anwendungen  auf  Ge- 
bäude gemacht. 

32.  Um  jene  Zeit  wurden  die  ersten  deutschen  polytechnischen 
Schulen  gegründet,  in  Prag  1801,  in  Wien  1815,  in  Karlsruhe  1825, 
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und  in  anderen  Stadien,  und  G.  Schreiber,  geb.  1799,  gest  1871,  von 
1827—1851  Professor  der  darstellenden  und  praktischen  Geometrie 
an  der  letzteren  Anstalt,  der  Vorgänger  des  Verfassers  dieses  Buches^ 
hat  das  Verdienst,  die  darstellende  Geometrie  zuerst  in  Deutschland 
yerbreitet  zu  haben.  Denn  wenn  ihm  auch  Creieenach  mit  seinen 
Anfangsgründen  der  darstellenden  Geometrie  (Mainz  1821)  voraus- 
ging, so  ist  doch  das  erste  umfassende  Buch,-  das  in  deutscher 
Sprache  Ober  diesen  Gegenstand  erschien,  Schreibers  „Lehrbuch  der 
darstellenden  Geometrie  nach  Monge's  geometrie  deseriptive  voll- 
standig  bearbeitet,  Karlsruhe  und  Freiburg  1828 — 29";  es  geschah 
dies  nach  Monges  Ausgabe  von  1811,  die  durch  Hachettes  Supple- 
mente bereichert  worden  war.  Diese  Bearbeitung  enthält  schon  die 
fünf  Arten  der  Flächen  zweiter  Ordnung,  die  windschiefen  Flächen 
und  besonders  diejenigen  zweiter  Ordnung.  Weitere  und  selbständige 
Arbeiten  von  Schreiber  werden  alsbald  angeführt  werden. 

33*  Zu  dieser  Zeit  entwickelte  sich  die  projektive  oder  neuere 
Geometrie,  oder  die  Geometrie  der  Lage,  welche  die  früher  (2)  bezeich- 
neten projektiven  Eigenschaften  der  Raumgebilde  behandelt.  Die 
grundlegenden  und  umfassenden  Werke  über  dieselbe  sind: 

Voncelet,  Traite  des  Propriet^s  projectives  des  Figures,  Paris 
1822,  2.  Aufl.  1866; 

Mobius,  der  barycentrische  Caicul,  Leipzig  1827; 

Steiner,  Systematische  Entwicklung  der  Abhängigkeit  geome- 
trischer Gestalten  von  einander,  Berlin  1832; 

von  Staudt,  Geometrie  der  Lage,  Nürnberg  1847; 

von  Staudt^  Beitrüge  zur  Geometrie  der  Lage,  Nürnberg  1856 
bis  18(50; 

67ki*7fS,  Traite  de  Geometrie  superieure,  Paris  1852. 

Dieser  Wissenszweig,  der  auf  derselben  Grundanschauung,  wie 
die  darstellende  Geometrie  beruht,  konnte  nicht  ohne  Ebfluß  auf 
dioHolbe  bleiben.  Er  dient  zur  tieferen  Erforschung  der  Eigen- 
Schäften  der  Projektionen,  zur  Vereiufi^-^^^nns^  der  Konstruktionen 
und  besonders  zur  geometrischen  Erforschung  ucr  Linien  and  Flächen 
« weiten  Grades.  Das  Hereinziehen  der  projektiven  in  die  darstellende 
(«eometrio  geschah  vorwiegend  in  DadschUwd,  und  es  wurde  dadurch 
dio  lot/.toro  Wissenschaft  ganz  selbständig  gemacht^  während  sie  in 
hhmhrich  längere  Zeit  in  mancher  Beziehung  von  der  analytischen 
tU'ometrie  abhängig  blieb,  indem  sie  sich  auf  deren  Ergebnisse 
»talute.  Dies,  sowie  die  Entwickeluug  der  Axonometrie  und  der  Be- 
louchtungslehre  bezeichnet  im  wesentlichen  die  Richtung,  welche 
un«ore  Wissenschaft  in  Deutschland  genommen  hat,  während  in 
IVünkreich  vorwiegend  die  Uni^r-uchung  der  verschieil^neu  Flächen 
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und  Euryen,  insbesondere  ihre  Krümmung;  mit  geometrisclien  und 
analytischen  Mitteln  verfolgt  wurde. 

Der  erste;  welcher  auf  Grundlage  der  oben  genannten  Werke 
von  Poncelet  und  Steiner  den  gegebenen  Weg  einschlug,  war  G. 
Schreiber  in  seinem  ^geometrischen  Fort-Folio^  Kurs  der  darstellenden 
Geometrie  und  ihrer  Anwendungen,  Karlsruhe,  I.  Heft  1839;  IL  Heft 
1843." 

Er  führte  in  perspektiver  Darstellung  die  Aufgaben  über  Durch- 
schnitte; Abstände  und  Winkel  von  Punkt;  Gerade  und  EbenC;  und 
die  Schattenkonstruktion  von  CylinderU;  Kegeln  und  einigen  Um- 
drehungsflächen durch.  Er  entwickelte  die  Sätze  über  projektive 
Punktreihen  und  Strahlenbüschel;  dann  die  projektiven  und  die 
Brennpunktseigenschaften  der  Kegelschnitte,  insbesondere  auch  ihre 
Polarität;  und  leitete  daraus  für  die  Flächen  zweiten  Grades ;  haupt- 
sächlich die  Umdrehungsflächen;  Eigenschaften  ab. 

Außer  einigen  populären  Werken,  darunter  ein  ;;technisches 
Zeichnen'^;  das  eine  elementare  darstellende  Geometrie  und  eine 
Farbenlehre  enthält;  verfaßte  G,  Schreiber  eine  „malerische  Ferspek- 
tivCj  Karlsruhe  1854'^;  welche  in  verständlicher  Weise  für  Künstler 
geschrieben  und  mit  vielen  kunstgeschichtlichen  Bemerkungen  und 
mit  Untersuchungen  von  Bildern  bedeutender  Maler  versehen  ist. 
Den  sogenannten  Freiheiten  gewährt  auch  er  keinen  großen 
Spielraum.  • 

84.  B.  Gugler  (geb.  1812  in  Nürnberg,  Professor  an  der  poly- 
technischen Schule  in  Nürnberg,  seit  1843  an  derjenigen  in  Stutt- 
gart, gest.  1880)  gab  ein  „Lehrbuch  der  beschreibenden  Geometrief^, 
(Nürnberg  1841;  4.  Aufl.  Stuttgart  1880)  herauS;  in  welchem  unsere 
Wissenschaft  selbständig  und  unabhängig  aufgebaut  ist.  Bei  Unter- 
suchung der  Kurven  ist  häufig  das  analytische  Verfahren;  bei  der 
der  Flächen  mehr  das  geometrische  mit  Benutzung  der  affinen  Yer- 
wandschaft  bei  den  Flächen  zweiten  Grades  angewendet.  Die  pro- 
jektive Geometrie  ist  nicht  als  Grundlage  benutzt,  aber  es  sind  Teile 
derselben;  wie  die  Polarität  hereingezogen.  Die  Beleuchtungslehre 
und  Perspektive  bleiben  ausgeschlossen.  Gugler  hat  besonders  sorg- 
faltig die  Projektionen  der  regelmäßigen  Körper  untersucht  und 
einige  Beziehungen  gefunden;  welche  ihre  Darstellung  vereinfachen. 

J.  Honig,  s.  2L  Prof.  der  darst.  Geom.  am  polytechnischen  In- 
stitute in  Wien;  schrieb  eine  ,yAnleittmg  gum  Studium  der  darstellen- 
den Geometrie^  Wien  1845"  worin  die  Aufgaben  über  Punkt,  Gerade 
und  Ebene  mit  einer  reichen  Auswahl  von  Beispielen  behandelt,  die 
krummen  Linien  analytisch  untersucht,  für  die  krummen  Flächen 
aber  ohne  tieferes  Eingehen  nur  die  Konstruktionsanfgaben  gelöst 


38  ^»  84—36.   GeBchiohie  der  darstellenden  Geometrie. 

sind.  Einige  Konstruktionen  yod  Linien  gleich  starker  Beleuchtung, 
auf  die  wir  noch  zurückkommen  werden,  und  ein  kurzer  Abriß  der 
Perspektive  bilden  den  Schluß. 

Klingenfeld,  Prof.  der  darst  Geom.  früher  in  Nürnberg,  dann 
an  der  polytechnischen  Schule  in  München,  starb  daselbst,  64  Jahre 
alt,  im  Jahre  1880.  Er  schrieb  ein  ffLehrbuch  der  darstellenden  Geo- 
metrief\  Nürnberg,  (eines  für  Gewerbeschulen  1851  und  ein  um- 
fassenderes 1871—74).  Nach  dem  Yorg^ge  Bardins  (Notes  et 
croquis  de  G^om.  descr.  1847),  der  die  Aufgaben  über  Ebenen  nicht 
durch  ihre  gegebenen  Spuren,  sondern  durch  gegebene  Projektionen 
dreier  Punkte  derselben  lost,  verfolgt  Elingenfeld  diese  Darstellungs- 
weise der  Ebene  und  lehrt  dabei  den  Einfluß  einer  Parallelver- 
schiebung der  Perspektionsaxe,  sowie  ihre  Entbehrlichkeit  Wir 
werden  später  finden,  daß  sich  bei  dieser  Darstellungsweise  die 
Losung  mancher  Aufgaben  besonders  einfeich  gestaltet.  Auf  nähere 
Untersuchung  der  krummen  Flächen  geht  Elingenfeld  nicht  ein  und 
gegen  die  projektive  Geometrie  verhält  er  sich  ablehnend. 

FoMkey  Prof.  der  darst.  Geom.  an  dem  Gewerbeinstitute  in  Berlin, 
gest.  1877,  schrieb  eine  darstellende  Geometrie,  deren  erste  Abteilung 
in  Berlin  1860  erschien,  während  die  zweite  Abteilung,  verbunden 
mit  der  vierten  Auflage  der  ersten,  erst  1876  herauskam.  Pohlke 
zieht  die  Axonometrie,  die  Grundlagen  der  Perspektive  und  der 
Raumprojebtion  in  das  Bereich  der  Erörterungen,  entwickelt  und 
benutzt  einige  Sätze  der  neueren  Geometrie,  ohne  deren  Charakter 
voll  seiuen  Untersuchungen  aufzuprägen.  Das  Werk  zeichnet  sich 
durch  Reichtum  des  Stoffes  bei  sehr  knapper  Behandlung  aus,  und 
es  ist  überall  Bücksicht  auf  die  Bedürfnisse  der  Technik  genommen« 
Von  Pohlke  rührt  der  später  zu  behandelnde  Fundamentalsatz  der 
azonometrischen  Parallelprojektion  her. 

36.  Die  volle  Einführung  der  projektiven  in  die  darstellende 
Geometrie  ist  hauptsächlich  Herrn  W.  Fiedler^  früher  Lehrer  an  der 
höheren  Gewerbeschule  in  Chemnitz,  dann  Prof.  der  darst.  Geom. 
an  der  polytechn.  Schule  in  Prag,  jetzt  an  derjenigen  in  Zürich,  zu 
verdanken.  Nachdem  er  in  einer  Programmschrift  „die  Centralpro- 
jektion  als  geometrische  Wissenschaft^  (Chemnitz  1860)  die^  Auf- 
gaben über  Punkt,  Gerade,  Ebene  und  ihre  Verbindungen,  über 
Begelflächen  und  ihre  Durchschnitte  durch  centralprojektive  Dar- 
stellung in  der  Weise,  wie  Cousinery  behandelt  hatte,  nachdem  er 
femer  in  einer  Abhandlung  „Über  die  Trausformationen  in  der  dar- 
stellenden Geometrie"  (Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.,  9.  B.,  1864, 
S.  331—355)  die  Wirkungen  der  Veränderung  des  Projektionscen- 
trums und  der  ParallelverschiebuDg  und  Drehung  der  Projektions- 
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ebene  bei  der  Parallel-  und  Gentralprojektion  untersucht  hatte,  ent- 
wickelte er  in  einem  Aufsatze  ;;die  Methodik  der  darstellenden 
Geometrie  zugleich  als  Einleitung  in  die  Geometrie  der  Lage^' 
(Sitzungsber.  d.  Akad.  d.  Wiss.  in  Wien,  2.  Abi,  1867,  55.  B.)  die 
fQr  die  darstellende  Geometrie  wichtigsten  Sätze  der  Geometrie  der 
Lage  und  die  Art  ihrer  Verwertung  in  der  darstellenden  Geometrie, 
und  vollbrachte  dann  die  dort  nur  angedeutete  Verschmelzung  bei- 
der Gebiete,  nachdem  er  sie  Jahre  hindurch  bei  seinem  Unterrichte 
durchgeföhrt  hatte,  in  seinem  Werke  „die  darstellende  Geometrie^\ 
Leipzig  1871  (2.  Aufl.  1875).  Das  Eigentümliche  des  Werkes  ist, 
einerseits,  daß  zuerst  die  Methodenlehre,  d.  i.  die  Gesamtheit  der 
verschiedenen  Projektionsverfahren,  dargestellt,  und  daß  dann  die 
konstruktive  Theorie  der  krummen  Linien  und  Mächen,  unter  wech- 
selnder Benutzung  jener  Projektionsverfahren  entwickelt  wird,  an- 
dererseits, daß  die  projektive  Geometrie  mit  den  Erörterungen  eng 
verflochten  ist.  Lisbesondere  enthält  der  erste  Teil  die  Methoden- 
lehre, geht  von  den  allgemeinen  Fällen  der  Gentralprojektion  und 
der  Beliefperspektive  aus,  fügt  die  Parallel-,  insbesondere  die  senk- 
rechte Projektion  mit  der  Axonometrie  an,  und  benutzt  ihre  Ver- 
fahrungsweisen  einerseits  zur  Lösung  der  Hauptaufgaben  über  Punkt, 
Gerade  und  Ebenen,  andererseits  zur  Entwickelung  der  wichtigsten 
Sätze  der  projektiven  Geometrie  und  der  Eigenschaften  der  Kegel- 
schnitte. Darauf  folgt  im  zweiten  Teile  die  konstruktive  Theorie  der 
krummen  Linien  und  Flächen,  wobei  die  Schraubenlinie  und  die 
developpable  Fläche  ihrer  Tangenten,  die  Flächen  zweiten  Grades, 
ihre  gegenseitigen  Schnittlinien  und  deren  Developpabeln  in  ihrer 
reciproken  Beziehung,  die  windschiefen  und  die  Rotationsflächen  eine 
besondere  Beachtung  erhalten.  Die  Beleuchtungslehre,  insbesondere 
ihre  Anwendung  auf  Umdrehungsflächen,  ist  in  das  Werk  herein- 
gezogen. Zum  Schluß  werden  die  sonst  nicht  in  die  darstellende 
Geometrie  einbegriffenen  projektivischen  Koordinaten  behandelt.  Das 
Werk  zeichnet  sich  durch  weitgehende  theoretische  Erörterungen 
und  durch  Allgemeinheit  der  Gesichtspunkte  aus.  Herrn  Fiedler 
gebührt  ein  Hauptteil  des  Verdienstes,  in  Deutschland  der  projek- 
tiven Geometrie  die  Aufnahme  in  den  Unterricht  der  darstellenden 
Geometrie  an  den  technischen  Hochschulen  verschafft  zu  haben. 

Li  allemeuester  Zeit  (Ende  1883)  ist  der  erste  Band  einer 
dritten  auf  drei  Bände  berechneten  Auflage  des  Werkes  erschienen, 
welche  hauptsächlich  durch  die  Aufiiahme  der  Grundzüge  der 
Cykloffraphie  erweitert  worden  ist.  Diese  Darstellungsweise  bestimmt 
einen  Punkt  P  durch  seine  senkrechte  Projektion  P'  auf  die  Projek- 
tionsebene, und  einen  Kreis,  der  in  dieser  Ebene  um  P'  als  Mittel- 


40  ly  36—37.   Geschichte  der  darstellenden  Qeometrie. 

punkt  mit  einem  HalbmeBser  =^P'  P  gezogen  wird.  Die  Bestimmung 
ist  zweideutig.  Eine  Linie  wird  durch  die  Einhüllende  jener  Kreis- 
projektionen ihrer  Punkte  dargestellt.  Diese  Darstellungsweise  wurde 
von  Herrn  Fiedler  durch  seine  Arbeiten  eingeführt:  Ein  neuer  Weg 
zur  Theorie  der  Kegelschnitte  (Yereinsschr.  d.  math.  Ges.  in  Zürich, 
B.  25,  1880);  zur  Geschichte  und  Theorie  der  elementaren  Ab- 
bildungsmethoden (das.  B.  27,  1882);  Cyklographie  oder  Construk- 
tion  der  Aufgaben  über  Kreise  und  Kugeln,  1882.  Das  Verfahren 
erweist  sich  besonders  nützlich  zur  Auflösung  der  Apollonischen 
Aufgaben  über  Kreisberührungen,  wie  schon  bei  Gousinery  erwähnt 
wurde  (29),  und  liefert  anziehende  Ableitungen  für  die  Kegelschnitte. 
Auch  Herr  Schlesinger  hat  den  Gedanken  der  Verschmelzung 
der  darstellenden  mit  der  projektiven  Geometrie  durchgeführt  in 
seinem  Werke  „ZW^  darstellende  Geometrie  im  Sinne  der  neueren 
Geometrie,  Wien  1870".  Er  geht  von  der  Projektion  in  der  Ebene 
aus,  wodurch  aber  sogleich  die  hier  willkürliche  und  nur  durch 
Zweckmäßigkeit  gerechtfertigte  Annahme  erforderlich  wird,  daß  die 
Projektion  einer  Geraden  wieder  eine  Gerade  werden  soll;  eine  Be- 
ziehung, welche  nur  in  der  räumlichen  Projektion  auf  eine  Ebene 
als  Nothwendigkeit  erscheint.  Seine  Behandlungsweise  der  schiefen 
Projektion  soll  bei  Betrachtung  der  geschichtlichen  Entwickelung 
dieses  Zweiges  mitgeteilt  werden. 

36.  Im  Anschluß  an  die  vorhin  angeführte  Arbeit  Fiedlers 
„über  die  Transformationen  in  der  darstellenden  Geometrie  (1864)" 
ist  mitzuteilen,  daß  der  gleiche  Gegenstand  von  Herrn  Tilscher,  Prof. 
an  der  czechischen  techn.  Hochschule  in  Prag,  in  seinem  „System  der 
Perspektive,  Prag  1867"  behandelt  wird,  während,  wie  die  Verfasser 
sagen,  beide  Bearbeitungen  gleichzeitig  ausgeführt  worden  waren.  Außer 
den  ausführlich  behandelten  Modifikationen  (Verschiebungen)  des  Pro- 
jektionscentrums, der  Bildebene  und  des  Gebildes  führt  H.  Tilscher  die 
Aufgaben  über  Punkt,  Gerade,  Ebene  und  einige  krumme  Linien  und 
Flächen,  ihre  Schnitte  und  Schatten  in  perspektiver  Darstellung  durch. 

In  ausgedehnterer  Weise  werden  diese  Aufgaben  gelöst  in  dem 
Werke  „Freie  Perspektive",  Hannover  1868,  von  v.  Feschka  und 
Koutny,  Besonders  hervorzuheben  sind  hier  die  genauen  Konstruk- 
tionen der  Umrisse  der  Flächen,  insbesondere  der  Umdrehungsflächen 
durch  berührende  Kegel  und  Cy  linder  und  die  Bestimmung  von 
konjugirten  Durchmessern,  sowie  der  Axen  des  Umrisses  der  Um- 
drehungsflächen zweiten  Grades,  darunter  eine  einfache,  von  Herrn 
Koutny  herrührende,  für  die  Kugel. 

37.  Herr  Hauck,  Prof.  an  der  techn.  Hochschule  in  Berlin,  er- 
klärt in  seiner  Schrift  „Die  subjektive  Perspektive  und  die  horizon- 
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talen  Corvaturen  des  dorischen  Styls,  Stuttgart,  1879'^  die  Aufgabe 
der  Perspektive  der  Erörterung  fQr  bedürftig,  indem  er  „unter  einer 
Abbildang  nicht  einen  schablonenmäßigen  Abklatsch,  sondern  eine 
freie  Wiedergabe  des  Eindrucks  Tcrsteht,  den  das  Auge  und  die 
Seele  von  dem  Naturobjekt  empföngt^'  Er  unterscheidet  das  kol- 
linear-perspektive  System  Ton  dem  konform-perspektiven.  Das  erstere 
ist  das  gewöhnliche,  in  welchem  einer  Geraden  eine  Gerade  ent- 
spricht; das  zweite  bringt  die  Länge  der  Abbildungen  von  Strecken 
mit  ihren  Seh  winkeln  in  Verhältnis,  was  aber  streng  nur  durch  die 
Eugelperspektive  erreichbar  ist.  Durch  Kompromisse  zwischen  beiden 
Systemen  sucht  er  die  Abbildung  von  dem  am  meisten  befriedi- 
genden Eindrucke  zu  erzielen,  und  hält  dabei  die  Abbildung  von 
geraden  Linien  durch  schwach  gekrümmte  für  nicht  unzulässig.  Doch 
soll  im  wesentlichen  (namentlich  nach  späteren  AusfQhrungen)  die 
gewöhnliche  Perspektive  mit  Freiheiten  in  Bezug  auf  runde  Formen, 
insbesondere  die  menschliche  Figur,  angewendet  werden.  H.  Hauck 
fügt  eine  anziehende  Darstellung  der  physiologischen  Vorgänge  beim 
Sehen,  insbesondere  der  Mitwirkung  der  Bewegung  des  Augapfels  in 
der  Augenhöhle,  hinzu. 

Eine  Bestimmung  der  Brennpunkte  und  Axen  der  Kegelschnitte, 
welche  bei  üentralprojektion  die  wahren  und  die  scheinbaren  Um- 
risse, oder  bei  Centralbeleuchtung  die  B^gen-  und  Schlagschatten- 
grenzen der  Flächen  zweiten  Gradey^  en,  lieferte  in  einfacher 
Weise  Herr  Pelßy  Prof.  an  der  tedr  .hschule  in  Graz.*) 

Ganz  neuerdings  sind  die  zjr  Bände  des  auf  vier  Bände 

berechneten  Werkes  „Darstelr  projektive  Geometrie"  von 

17.  PescUca,  Prof.  an  der  technische.  chule  in  Brunn,  erschienen. 

Im  ersten  Bande  (Wien  1883)  ist^  ilich  wie  bei  Fiedler,  die 
Methodenlehre  an  die  Spitze  gestellt;  >  eigentümliche  Behandlung 
der  schiefen  Projektion  soll  später  mitgeteilt  werden.  Im  zweiten 
Bande  (1884)  über  die  „Theorie  der  Curven  und  Flächen"  ist  dieser 
Gegenstand  auf  Grund  von  Sätzen  der  Analysis  (z.  B.  des  Prinzips 
der  Erhaltung  der  Anzahl,  des  Korrespondenzprincipes  u.  a.)  in  weit- 
gehender Weise  behandelt,  und  dann  unter  Benutzung  von  gewonnenen 
Ergebnissen  die  „konstruktive  Theorie  der  krummen  Linien  und 
Flächen'*  für  Cylinder  und  Kegel  und  für  gewisse  andere  develop- 
pable  Flächen  ausgeführt.  Es  ist  aber  hier  die  projektive  Geometrie 
nicht  nur  soweit  behandelt,  als  es  ihre   Anwendung  auf  die  dar- 


*)  Sitzungsber.  d.  Akad.  d.  Wies,  in  Wien,  76.  B.,  2.  Abt.,  1877;  77.  B., 
2.  Abt,  1878;  27.  Jahresber.  d.  ateier.  Landesoberrealschule  in  Graz,  1878;  und 
am  kürzesten  in  den  Sitzungsber.  d  k.  böhm.  Ges.  d.  Wiss.,  ISSO. 
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stellende  Geometrie  erfordert;  ihre  selbständige  Entwickelang  bildet 
vielmehr,  worauf  auch  der  Titel  hinweist,  einen  wesentlichen  Teil 
der  Aufgabe  des  Werkes. 

VL   Die  darstellende  (Geometrie  in  Italien, 

38.  Aus  Italien  rührt  ein  gehaltreiches  Werk  her,  die  ^^Lezioni 
di  geometria  descrittiva,  Padova  1851"  von  G.  Bellavitis,  geb.  1803, 
seit  1845  Prof.  der  darst  Geom.  an  der  Universität  Padua,  gest. 
1880,  nachdem  er  an  seinem  Todestage  noch  eine  Vorlesung  gehalten 
hatte.  Es  ist  in  das  genannte  Werk  eine  reiche  Fülle  von  Theorie 
eingeflochten,  so  die  Lehre  der  Derivationen,  insbesondere  der  pro- 
jektiven Ableitung  der  Eigenschaften  der  Linien  und  der  Flächen 
zweiter  Ordnung  aus  denen  des  Kreises,  der  Kugel  und  des  ein- 
schaligen ümdrehungshyperboloids,  die  Principien  der  höheren  Geo- 
metrie, besonders  die  Sätze  über  die  Krümmung  der  ebenen  und 
unebenen  Kurven  und  der  Flächen.  Manche  der  Sätze  werden  als 
Ergebnisse  der  Analysis  angeführt,  die  meisten  aber  sind  hergeleitet, 
und  zwar  meist  auf  geometrischem  Wege  und  in  der  einfachsten 
Weise.  Das  Werk  zeichnet  sich  durch  wohlthätige  Gedrängtheit 
der  Darstellung,  durch  außerordentliche  Kürze  der  Beweise  und 
durch  hervorragende  Einfachheit  der  Konstruktionen  aus.  Als  Bei- 
spiel mag  die  in  dieses  Werk  herübergenommene  Herleitung  der  drei 
Grundformeln  der  sphärischen  Trigonometrie  dienen,  welche,  abge- 
sehen von  einer  einzigen  Hilfsgleichung,  unmittelbar  aus  der  Figur 
abgelesen  werden. 

vn.   Die  schiefe  Projektion  und  Axonometrie. 

39*  Die  senkrechte  Projektion  eines  Körpers  auf  eine  Ebene, 
welche  normal  zu  Kanten  desselben  steht,  gibt  ein  sehr  unvollstän- 
diges Bild  desselben,  weil  die  Ausdehnung  in  der  Richtung  jener 
Kanten  nicht  sichtbar  wird,  um  solchen  Projektionen  die  Anschau- 
lichkeit zu  geben,  ist  es  seit  langer  Zeit  gebräuchlich,  von  den  Pro- 
jektionen der  einzelnen  Punkte  ausgehend,  in  der  Zeichenfläche  in 
einer  passend  gewählten,  aber  unveränderlichen  Richtung  gerade 
Linien  zu  ziehen  und  auf  ihnen  die  Längen  der  zugehörigen  Pro- 
jicirenden  nach  dem  Maßstabe  der  Projektion  aufeutragen.  Auf 
diese  Weise  erhielt  man  eine  schiefe  ParaüdprqjekHon  des  Gegen- 
standes, bei  welcher  die  Schief- projicirenden  45^  mit  der  Projek- 
tionsebene bilden,  und  welche  man  KavalierperspekHve  nannte.  So 
fügte  man  dem  Plane  einer  Stadt  die  Gebäudehöhen,  der  Projektion 
von  Gewölbsteinen  auf  ihre  Stirnflächen  die  Tiefe  der  Steine  zu, 
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and  erhielt  Ansichten  mit  allen  Seitenflächen  dieser  Gegenstände. 
Das  schon  angeführte  Werk  ^^Derand,  Tarchitecture  des  yontes  (1643)'' 
bietet  Beispiele  dazu. 

Denkt  man  sich  mit  den  drei  auf  einander  senkrechten  Eanten- 
richtongen,  wie  sie  bei  technischen  Körpern  gewohnlich  vorkommen, 
parallele  Eoordinatenaxen  gelegt,  so  liegt  bei  der  Eavalierperspek- 
tiye  eine  Axe  senkrecht  zur  Bildebene,  zwei  liegen  parallel  zu  der- 
selben, deren  Richtungen  aber  für  die  Darstellung  gleichgültig  sind. 
Man  erhält  dadurch  in  Wahrheit  nur  eine  Eoordinatenebene  und 
eine  darauf  senkrechte  Eoordinatenaze. 

40.  Lambert  in  seiner  „freyen  Perspektive,  1759"  hat  eine 
theoretische  Erweiterung  herbeigeführt,  indem  er  die  Bildebene  auf- 
recht, aber  geneigt  gegen  die  zwei  wagrechten  Axen  stellte,  und 
die  Abbildungen  der  Axen  und  die  in  ihnen  herrschenden  Ver- 
kürzungen nach  dem  Verfahren  der  Perspektive  bestimmte,  indem 
er  die  Regeln  für  einen  endlichen  Augenabstand  auf  den  Fall  eines 
unendlich  großen  dadurch  übertrug,  daß  er  die  Maße  der  Eörper  un- 
endlich klein  annahm.  In  neuerer  Zeit  hat  Herr  Schlesinger  in  seiner 
darstellenden  Geometrie  (1870)  diesen  Grundgedanken  wieder  auf- 
gefaßt, und  in  ganz  ähnlicher  Weise,  wie  dies  jetzt  in  der  Per- 
spektive geschieht,  mittelst  des  Distanzkreises  eine  Reihe  von 
Grundaufgaben  gelöst;  er  nimmt  in  endlichem  Abstände  von  der  Bild- 
ebene einen  Punkt,  das  Hilfsauge  an,  legt  durch  dasselbe  Parallele 
zu  den  fraglichen  Geraden  und  Ebenen,  deren  Schnitte  mit  der  Bild- 
ebene er  Fluchtpunkt  der  Geraden,  bezw.  Fluchtspur  der  Ebenen 
nennt,  und  löst  mittelst  dieser  die  Aufgaben  über  Richtungen  der 
schiefen  Projektionen  von  Geraden,  über  Senkrechte,  Abstände, 
Winkel  u.  s.  w.  Dabei  wendet  er  außer  der  (vertikalen)  Bildebene 
häufig  noch  eine  zweite  (horizontale)  Eoordinatenebene  an.  — 
Von  einer  solchen  macht  sich  vollkommen  frei  Herr  v,  Peschka  in 
seinem  Aufsatze  „freie  schiefe  Projektion'^*)  Ahnlich  wie  Schle- 
singer ein  HUfsauge,  ein  Nebenauge  und  einen  Distanzkreis,  so 
nimmt  v.  Peschka  ein  Prqjdctionsdreieck  an,  durch  welches  er  die  Stel- 
lung der  projicirenden  Strahlen  gegen  die  Bildebene  bestimmt;  durch 
das  Nebenauge  Schlesingers  legt  er  eine  zur  Bildebene  parallele 
Ebene,  die  Dista/mAenßj  bestimmt  die  Lage  einer  Geraden  und  einer 
Ebene  durch  deren  Spuren  mit  der  Bild-  und  Distanzebene,  welche 
bei  der  Ebene  parallele  Gerade  sind,  und  verzeichnet  von  ihnen  die 


*)  Sitzungsber.  d.  math.  nat.  Cl.  d.  Akad.  in  Wien,  B.  76,  Abt.  2,  1877, 
8.  917.  —  V.  PeBchka,  „Darstellende  und  projective  Geometrie",  Wien  1883, 
S.  212  fL 
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schiefen  Projektionen.  In  dieser,  besonders  für  die  Darstellung  Ton 
Ebenen  sehr  vorteilhaften  Weise  sind  auch  in  dem  yorliegenden 
Buche  einige  Aufgaben  gelöst,  und  dabei  durch  Ersetzen  des  Pro* 
jektionsdreiecks  durch  den  Distanzkreis  noch  einige  Vereinfachungen 
erreicht 

Eine  ganz  andere  Art  der  Auflösung  der  Grundaufgaben  durch 
schiefe  Projektion  hat  Herr  Burmester  1871  in  seinem  Aufsatze  „Grund - 
Züge  der  schiefen  Parallelprojektion''*)  geliefert,  worin  er  drei  auf 
einander  senkrechte  Eoordinatenebenen  annimmt,  deren  eine  die  Bild- 
ebene ist;  und  dann  mittelst  Umlegung  in  die  Bildebene  die  wahren 
Längen^  Winkel  und  Gestalten  ebener  Figuren  in  einfacher  Weise 
bestimmt. 

41.  Sollen  bei  senkrechter  Projektion  alle  drei  Eoordinatenaxen 
und  -Ebenen  ausgedehnt  erscheinen^  so  müssen  alle  Axen  gegen  die 
Bildebene  geneigt  werden.  Man  nennt  nun  das  Abbildungsyerfahren, 
welches  die  senkrechte  Projektion  eines  Köpers  Termittelst  der  Koor- 
dinaten seiner  Punkte  liefert^  Axonometrie^  und  in  ihr  muß  zuerst 
das  Axenkreuz  mit  dem  Verkürzungsverhältnisse  für  jede  Axe  be- 
stimmt werden.  Diese  Aufgabe  ist  unter  derselben  Grundanschauung, 
wie  bei  Lambert^  yon  Karsten  in  seinem  „Lehrbegriff  der  gesammten 
Mathematik,  Greifswald  1775"  (7.  Teil,  die  Optik  und  Perspektiv, 
14.  Abschnitt)  behandelt.  Karsten  entwickelt  die  Formeln  für  die 
Winkel  und  Verkürzungen  der  Axen  und  gebraucht  dabei  die  Be- 
nennungen „reducirtes  Auge,  reducirter  Augenpunkt*^. 

Eine  ausgedehnte  Anwendung  fand  die  Axonometrie  mit  un- 
gleichen Verkürzungen  der  drei  Axen  zuerst  beim  krystallographischen 
Zeichnen,  insbesondere  von  Mdhs  (Grundriß, der  Mineralogie,  1822 — 
24),  von  Breithaupt  (Handbuch  der  Mineralogie,  1841—52)  und  Nau- 
mann (Anfangsgründe  der  Mineralogie,  1841).  In  seinem  früheren 
Lehrbuche  der  reinen  und  angewandten  Krystallographie  (1830) 
wendete  Naumann  noch  eine  schiefe,  von  ihm  klinographisch  ge- 
nannte Projektion  an,  die  sich  aber  von  der  senkrechten^  axono- 
metrischen,  durch  den  Anblick  allein  nicht  unterscheiden  läßt,  weil 
er  die  Bildfläche  nicht  zu  zwei  Axen  parallel  stellt.  Gerade  bei 
dieser  Stellung  gewinnt  aber  die  schiefe  Projektion  erst  einen  Vor- 
teil vor  der  senkrechten  durch  die  größere  Leichtigkeit  der  Her- 
stellung; und  deswegen  wird  diese  Stellung  sonst  stets  bei  der 
schiefen  Projektion  gewählt,  so  auch  von  Kopp  in  seiner  Einleitung 
zur  Krystallographie  (1849,  2.  Aufl.  1862). 

42.  In  der  Technik  wurde   zuerst  die  einfachere  isometrische 


♦)  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.,  16.  B.,  S  449. 


1 

\ 


I,  42—48.   Die  schiefe  Projektion  und  Axonometrie.  45 

Projektion  benutzt,  und  zwar  von  Farish,  welcher  ihr  diesen  Namen 
gab  und  sie  auf  die  Abbildung  von  Maschinen  anwendete;  er  ver- 
öffentlichte sein  Verfahren  in  einer  Abhandlung  über  ^^isometrical 
perspective^'  in  den  transactions  of  the  Cambridge  philosophical 
Society,  1820.  Sie  hat  ihre  Grundlage  in  dem  Satze,  daß  sich  der 
Würfel  auf  die  zu  einer  seiner  Diagonalen  senkrechte  Ebene  als 
regelmäßiges  Sechseck  projicirt,  welcher  Satz  längst  bekannt  war, 
indem  man  in  Keplers  harmonia  mundi  (1619)  den  Würfel  so  ab- 
gebildet findet.  Der  einfache  Beweis  war  gewiß  ebenfalls  längst 
geliefert;  ich  habe  einen  solchen  in  Fregier  (coupe  des  pierres,  2.  edit., 
B.  I,  1754,  S.  319)  und  bei  Kästner  (mathematische  Anfangsgründe, 
I.  T.,  Gottingen,  1758)  gesehen.  Die  Abhandlung  von  Farish  ging 
in  Crregarys  „mathematics  for  practical  men,  London  1825'^  über. 
Das  Verfahren  wurde  weiter  entwickelt  von  Brandes  in  seiner  „Iso- 
metrischen Perspektive"  (Gehlers  phys.  Wörterbuch,  B.  7,  Abi  I, 
1833)  und  von  Saptvith,  (a  treatise  on  isometrical  drawing,  London 
1834). 

Ein  weiterer  Schritt  geschah  von  MöUinger^  welcher  in  seiner 
„isometrischen  Projectionslehre,  Solothurn  1840'^  die  „zweiaxig-iso- 
metrische  Frojection^'  zufügte,  indem  er  den  wagrechten  Axen  ein 
und  dieselbe,  aber  von  derjenigen  der  lothrechten  abweichende  Ver- 
kürzung gab.  Die  Konstruktion  führte  er  an  einem  Würfel  durch 
dessen  Drehung  aus.  MoUinger  löste  auch  die  allgemeine  Aufgabe 
der  Projektion  des  Würfels  bei  beliebiger  Stellung  gegen  die  Pro- 
jektionsebene, aber  nur  auf  dem  Umwege  der  Zurückführung  auf 
die  „zweiaxig-isometrische^^  Projektion  vermittelst  eines  dem  wag- 
rechten Quadrate  umschriebenen  zweiten  Quadrates. 

43.  Die  volle  Verallgemeinerung  geschah  durch  Weisbach  in 
seinem  Aufsatze  „Über  die  monodimetrische  und  anisometrische  Pro- 
jektionslehre^'  (polytechnische  Mittheilungen  von  Volz  und  Karmarsch, 
Tübingen  1844,  B.  I,  S.  125 — 136),  indem  er  eine  von  der  Perspek- 
tive unabhängige  mathematische  Begründung  gab,  die  angegebenen 
Benennungen  schuf  (die  aber  jetzt  vielfach  durch  die  einfacheren 
isometrisch,  dimetrisch,  trimetrisch'^  ersetzt  werden),  und  rationale 
Verhältnisse  unter  den  Einheiten  der  drei  Maßstäbe  einführte.  Zu- 
gleich machte  er  die  dimetrische  Projektion  erst  recht  brauchbar 
dadurch,  daß  er  nicht  die  zwei  wagrechten,  soudern  eine  wagrechte 
und  die  lothrechte  Axe  gleich  stark  verkürzte.  Die  Winkel  und 
die  Verkürzungsverhältnisse  der  Axen  stellte  er  durch  Rechnung  fest. 

Skuhersky  in  seiner  „orthograjAiischen  Parallelperspektive,  Prag 
1858^  benutzte  die  Konstruktion  statt  der  Rechnung  und  bestritt 
den  Wert  der  rationalen  Verhältnisse,  weil  er  durch  Herstellung 
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besonderer  Maßstabe  aufgehoben  werde.  —  Noch  mögen  die  Brüder 
C,  Th,  Meyer  und  M.  H.  Meyer  genannt  sein^  welche  in  einem  aus- 
gedehnten j^ehr buche  der  Axonometrie,  Leipzig  1852"  auf  Weis- 
bach fußend,  eine  Menge  von  Anwendungen  auf  die  Technik  liefern, 
und  Ijargiader,  welcher  in  seinem  Werke  „das  axonometrische  Zeichnen, 
Frauenfeld  1858"  verschiedene  Aufgaben  über  die  Winkel  und  Ver- 
kürzungsverhältnisse  geometrisch  lost. 

Sodann  geben  PoMke  (1860)  und  Fiedler  (1871)  in  ihren  oben 
angeführten  Werken  über  darstellende  Geometrie  umfassende  Be- 
arbeitungen der  Axonometrie  unter  Benutzung  der  Rechnung  und 
der  Konstruktion.  —  Einen  grundlegenden  Satz  in  Bezug  auf  die 
schiefe  Parallelprojektion  yeroffentlichte  PohOce  in  der  ersten  Auf- 
lage seiner  darstellenden  Geometrie  (Berlin  1860),  den  er  nach  den 
Mitteilungen  von  Herrn  Schwarz  (Joum.  f.  reine  u.  angew.  Math.,  B.  63) 
schon  im  Jahre  1853  gefunden  und  bewiesen  hatte,  und  der  später 
dargestellt  werden  soll,  nach  welchem  drei  in  einer  Ebene  von  einem 
Punkte  aus  in  beliebigen  Richtungen  und  Längen  gezogene  Strecken 
als  die  Parallelprojektion  eines  rechtwinkligen  Axenkreuzes  mit 
gleichen  Längen  der  Axenabschnitte  angesehen  werden  können,  wenn 
gewisse  Grenzlagen  ausgeschlossen  werden. 

44.  Eine  Durchführung  der  häufigst  vorkommenden  Aufgaben 
der  darstellenden  Geometrie  gab  Herr  Standigl  in  seiner  „axono- 
metrischen  und  schiefen  Projektion,  Wien  1875".  Er  teilte  diese 
Aufgaben  in  solche  der  Lage  und  solche  des  Maßes.  Die  ersteren 
werden,  wie  H.  Staudigl  hervorhob,*)  bei  jeder  Projektionsart  auf 
dieselbe  Weise  gelost,  wobei  er  den  Satz  anwandte,  daß  jede  Ab- 
bildung eines  Raumgebildes  zugleich  als  Central-  und  Parallelpro- 
jektion von  unendlich  vielen  Raumgebilden  betrachtet  werden  kann, 
die  alle  unter  einander  kollinear  verwandt  sind,  welchen  Satz  schon 
de  la  Goumerie  bei  seinen  früher  (30)  erwähnten  Restitutionen  aus 
einem  Perspektiven  Bilde  voraussetzte.  Bei  der  Auflösung  der  Auf- 
gaben des  Maßes  bestimmte  H.  Staudigl  die  wahren  Gestalten  in  den 
Eoordinatenebenen  durch  Umlegung  in  die  Bildebene  vermittelst 
der  Ereuzrißebene. 

Sehr  einfache  Lösungen  der  Grundaufgaben  lieferte  Herr  Pde 
in  seinen  Aufsätzen  „zur  wissenschaftlichen  Behandlung  der  ortho- 
gonalen Axonometrie",**)  worin  er  in  einer  der  Eoordinatenebenen 


*)  Staudigl^  „Ober  die  Identität  von  Construktionen  in  perspektivischer, 
schiefer  und  orthogonaler  Projektion**..   Sitznngsber.  d.  Akad.  in  Wien,  B.  64, 

Abt.  2,  1871. 

•*)  Sitznngsber.  d.  Akad.  d.  Wiss.  in  Wien  81.  B ,  2.  Abt.  (1880)  S.  800  und 

83.  B.,  2.  Abt.  (1881)  S.  375. 
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zu  einer  gegebenen  Geraden  eine  in  Wahrheit  Senkrechte,  ohne  Um- 
legung zeichnet,  und  Umlegungen  beliebiger  Ebenen  in  die  Bild- 
ebene ohne  vorherige  Bestimmung  wahrer  Längen  dadurch  Tor- 
nimmt,  daß  er  in  jener  Ebene  irgend  einen  in  Wahrheit  rechten 
Winkel  angibt.  Die  Auflosung  dieser  beiden  Aufgaben  bildet  aber 
die  Grundlage  für  viele  andere  Konstruktionen.  In  vorliegendes  Buch 
sind  diese  Losungen  aufgenommen. 

Die  Abbildung  mittelst  schiefwinkliger  Eoordinatenaxen  durch 
Konstruktion  und  durch  Rechnung  hat  Herr  Hauck  in  einem  Auf- 
satze jyGrundzQge  einer  allgemein  axonometrischen  Theorie  der  dar- 
stellenden Perspektive^^  (ISTö)"^)  durchgeführt  Sodann  hat  Herr  Tessari 
in  seinen  ,,Projezioni  assonometriche  ortogonali  ed  oblique,  Torino 
1882"  eine  klare  Darstellung  dieser  Lehren  gegeben.  Die  mannig- 
faltigen Aufgaben  über  Bestimmung  der  Winkel  und  Yerkürzungs- 
Verhältnisse  der  Axen,  wenn  von  diesen  sechs  Großen  zwei  gegeben 
sind,  hat  Herr  Tesaf  in  einem  Aufsatze  über  den  „orthogonal-axono- 
metrischen  Verkürzungskreis"**)  in  einfacher  Weise  gelöst.  Dieser 
Yerkürzungskreis  soll  auch  im  folgenden  benutzt  werden. 

VnL   Die  Belieflperspektive. 

46.  Die  Beliefperspdäive  gibt  ,eine  raumliche  Abbildung  von 
räumlichen  Gebilden  unter  der  Annahme,  daß  die  Abbildung  jeder 
geraden  Linie  wieder  eine  gerade  Linie  sei.  Hierdurch  wird  der  Baum 
von  der  Bildfläche  bis  ins  Unendliche  in  der  Schicht  zwischen  der  Bild- 
fläche und  einer  mit  ihr  parallelen  Ebene,  der  Flucht-  oder  Verschwin- 
dungsebene,  dargestellt  Die  frühesten  Leistungen  auf  diesem  Ge- 
biete sind  die  schon  (11)  erwähnten,  von  Lorenzo  Ghtberti  an  den 
Thüren  des  Baptisteriums  in  Florenz  1424 — 47  in  Bronze  ausge- 
führten BUdnereien.  Sie  sind  sowohl  an  sich  wie  besonders  mit  Bück- 
sicht auf  ihre  Zeit  staunenerregend.  An  sich  genommen  erscheinen 
noch  vollendeter  die  Marmorreliefe  an  dem  Grabdenkmale  ]^xi- 
milians  I.  in  der  Hofkirche  in  Innsbruck,  welche  von  Alexander 
Colin  aus  Hecheln  (1526—1612)  im  Jahre  1563  und  den  folgenden 
ausgeführt  wurden. 

In  theoretischer  Beziehung  spricht  A,  Bosse  in  seinem  traite 
des  pratiques  geometrales  et  perspectives,  Paris  1665,  den  Gedanken 
aus,  daß  die  geringe  Tiefe  eines  Basreliefs  nach  dem  Perspektiven 
Maßstabe  behandelt  werden  müsse,  ohne  jedoch  weiter  ins  Einzelne 
einzugehen.   Diese  Anschauung  verdankt  Bosse  ohne  Zweifel  seinem 

•)  Ztechr.  f.  Math.  u.  Phys.,  21.  B.,  S.  81. 
♦^  Sitrongaber.  d.  Akad.  d.  Wi»B.  in  Wien,  81.  B.,  2.  Abt.  (1880),  S.  463. 
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Lehrer  Desargues,  da  er,  wie  schon  früher  erwähnt,  selbst  erklärt^ 
die  von  Desargues  erfundenen  Yerfahrungs weisen  der  Perspektive 
zu  yeröffentlichen. 

Das  erste  wissenschaftliche  Werk  über  unseren  Gegenstand  rührt 
▼on  Breysig,  Theatermaler  und  dann  Kunstschuldirektor  in  Danzig, 
her  und  hat  den  Titel  ^^Versuch  einer  Erläuterung  der  Relief  Per- 
spektive, Magdeburg  1798'^  Breysig  schlägt  darin  die  Bezeichnung 
Reliefperspekt^ve  vor,  nimmt  die  erwähnten  zwei  parallelen  Ebenen 
an,  deren  vordere,  welche  dem  Gegenstande  und  seiner  Abbildung 
gemeinsam  ist,  er  die  Bildfiäche,  deren  hintere  er  die  Hauptebene 
nennt.  Die  Abbildung  einer  Geraden  bestimmt  er  durch  ihren 
Durchgang  mit  der  Bildfiäche  und  durch  ihren  Yerschwindungs- 
punkt  auf  der  Hauptebene,  welcher  durch  den  zur  Geraden  parallelen 
Gesichtsstrahl  (aus  dem  Auge)  bestimmt  wird.  Die  Abbildung  eines 
Punktes  konstruirt  Breysig  auf  verschiedene  Weisen;  sowohl  durch 
die  Perspektive  von  Geraden,  die  durch  ihn  gelegt  sind,  als  auch 
mit  Hilfe  des  nach  ihm  gezogenen  Gesichtsstrahles. 

Poncdet  in  seinem  „Traite  des  propri^tes  projectives'*  (1.  edit.. 
1822,  2.  edit.  1865 — 66)  untersucht  die  projektive  Verwandtschaft 
der  Raumgebilde  und  ihrer  Reliefabbildungen  unter  der  Bezeichnung 
„th^orie  des  figures  homologiques,  ou  perspective-relief%  wobei  be- 
sonders die  Flächen  zweiter  Ordnung,  die  Systeme  ihrer  Kreisscbnitte, 
die  Schnittlinien  zweier  solchen  Flächen,  deren  vier  doppeltproji- 
cirende  Kegel,  und  die  Axen  der  Flächen  betrachtet  werden. 

Anger  entwickelt  in  seiner  „analytischen  Darstellung  der  Bas- 
reliefperspektive,  1834'*  die  Formeln  für  die  Abhängigkeit  der  Koor- 
dinaten beider  Gebilde,  und  gibt  in  seinen  „Beiträgen  zur  Basrelief- 
perspektive, 1836"  die  Anwendung  auf  die  Flächen  zweiter  Ordnung, 
worin  er  z.  B.  die  Aufgabe  behandelt,  die  Kugel  zu  finden,  von 
welcher  eine  gegebene  Fläche  zweiter  Ordnung  die  basreliefperspek- 
tive  Projektion  ist.  Man  vergleiche  auch  seinen  Aufsatz  „über  die 
Transformation  der  Figuren  in  andere  derselben  Gattung'^  in  Grunerts 
Arch.  f.  Math.  u.  Phys.,  4.  B.,  1844,  S.  281. 

46.  Guido  Schreiber  in  seiner  malerischen  Perspektive,  Karls- 
ruhe 1854,  gibt  ein  Beispiel  zur  Konstruktion  des  Reliefs  eines  Ge- 
bäudes, und  spricht  die  Entscheidung  über  die  Anwendbarkeit  der 
Perspektiven  Regeln  in  der  Kunst  des  Reliefs  den  Künstlern  zu 
(S.  101).  Eine  ausgedehntere  Arbeit  über  Reliefperspektive  ver- 
öffentlichte Poudra  in  seinem  traite  de  perspective- relief,  Paris  1862, 
worüber  schon  1853  Chasles  in  den  Comptes  rendus,  B.  37,  S.  880, 
berichtete.  Poudra  gibt  darin  verschiedene  Verfahren  zur  Kon- 
struktion  des  Reliefs   von  technischen  Gegenständen   an.     In   rein 
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geometrischem  Sinne  wurde  die  kollineare  Verwandtschaft  räumlicher 
Systeme  von  v,  Staudt  in  seinen  Beiträgen  zur  Geometrie  der  Lage^ 
3.  Heft,  Nürnberg  1860,  und  von  Beye  in  seiner  Geometrie  der  Lage, 
Hannover  1866  (2.  Aufl.  1877),  weitergeführt.  Marstadt  in  einem 
Aufsätze  „über  räumliche  Projection  (Reliefprojection),  insbesondere 
diejenige  der  Kugel"  in  Schlomlichs  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys., 
B.  12,  1867,  S.  326,  spricht  unter  andern  den  Satz  aus,  daß  die 
senkrechte  Projektion  einer  Reliefperspektive  auf  die  Bildfläche  auch 
die  Perspektive  des  Gegenstandes  aus  einem  Auge  ist,  welches  mit 
dem  ursprünglichen  Auge  in  einer  Senkrechten  zur  Bildfläche  liegt, 
aber  von  der  letzteren  Ebene  einen  Abstand  besitzt,  gleich  dem  des 
ursprünglichen  Auges  von  der  Fluchtebene.  Es  ist  dies  sogleich  zu 
erkennen,  wenn  man  beachtet,  daß  sich  die  so  erhaltenen  beiden 
Fluchtpunkte  einer  Geraden  senkrecht  auf  einander  projiciren.  Außer- 
dem behandelt  er  die  kollineare  Verwandtschaft  der  Flächen  zweiter 
Ordnung  mit  der  Kugel,  bezw.  mit  dem  einschaligen  Umdrehungs- 
hyperboloide. B.  Staudigl  in  seinen  Grundzügen  der  Reliefperspec- 
tive,  Wien  1868,  hat  die  für  die  Technik  brauchbaren  Regeln  dieses 
Wissenszweiges  weiter  entwickelt  und  dabei  nützliche  Sätze  auf- 
gestellt, wie  z.  B.  den,  daß  der  Grundriß  einer  Reliefperspektive 
auch  als  Perspektive  des  Gi;^drisses  des  Gegenstandes  auf  der  Bild- 
fläche gewonnen  werden  kann,  wenn  man  das  Auge  in  seiner  zur 
Basis  senkrechten  Ebene  so  verschiebt,  daß  seine  Höhe  über  der 
Horizontalprojektionsebene  gleich  dem  Abstände  der  Bild-  und  Flucht- 
ebene, und  sein  Abstand  von  der  Bildebene  gleich  seinem  ursprüng- 
lichen Abstände  von  der  Fluchtebene  wird.  (In  beiden  Bildern  fallen 

'  __  

die  Grundlinien  in  einander  und  stimmen  die  Höhe  des  Horizontes, 
die  Lage  des  Augenpunktes  und  die  Distanz  überein.) 

Fiedler  in  seiner  darstellenden  Geometrie,  Leipzig  1871,  stellt 
die  kollineare  Raumverwandtschaft  in  rein  geometrischem,  wie  in 
technischem  Sinne  in  umfassender  Weise  dar.  Auch  Schlesinger  be- 
handelt die  Reliefperspektive  in  seiner  darstellenden  Geometrie,  Wien 
1870,  und  Hertjser  entwickelte  die  Hauptsätze  dieser  Lehre  in  öinem 
Aufsatze  über  die  Central-Raumprojection  (Relief-Projection)  in  der 
Zeitschrift  des  Vereines  deutscher  Zeichenlehrer,  Berlin  1875. 

Es  soll  noch  erwähnt  werden,  daß  der  vorhin  genannte  Morstadt 
ein  sehr  schönes  Reliefmodell  in  Gyps  von  einer  gewölbten  Halle 
veröffentlicht  hat,  und  daß  drei  ebensolche  nach  den  Konstruktionen 
des  Herrn  Burmester  von  Herrn  Lehmann  in  Dresden  ausgeführt 
und  veröffentlicht  wurden,  welche  in  vollendeter  Weise  geometrische 
Körper,  eine  Säulenhalle  und  das  Innere  einer  römischen  Basilika 
wiedergeben.    Burmester  hat  in   seinem  kurzen  und  faßlichen,  für 
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Künstler  berechneten  Buche  „Grundzüge  der  Reliefperspective,  1883" 
auch  die  Art  der  Herstellung  jener  Modelle  erläutert. 

Wenn  nun  so  die  geometrischen  Regeln  zur  Herstellung  einer 
Reliefperspektive  Tollkommen  bestimmt  sind,  so  ist  eine  volle  Eini- 
gung über  den  Grad '  ihrer  Anwendung  in  der  Kunst  noch  nicht 
erreicht.  Während  Schreiber  die  Anwendbarkeit  derselben  auf  die 
Kunst  noch  dem  Urteile  der  Künstler  überläßt,  fordert  Staudigl 
unbedingt  ihre  Anwendung. 

Wir  werden  später  die  Mängel  der  Reliefperspektive  in  Bezug 
auf  den  Beleuchtungsgrad  von  runden  Formen,  insbesondere  der 
menschlichen  Figur  erörtern,  wonach  die  von  Künstlern  hauptsäch- 
lich bei  letzteren  Formen  geübte  Abweichung  begründet  erscheinen 
wird,  während  architektonische  ebene  Formen  den  mathematischen 
Regeln  strenger  folgen  dürften. 

47.  Eine  Beachtung  verdient  noch  das  Panorama.  Dasselbe 
ist  ein  Rundgemälde  auf  cylindrischer  Fläche,  welches  von  einem  im 
Inneren  aufgebauten  Standplatze  aus  betrachtet  wird,  der  die  Form 
einer  Kuppel  oder  eines  Hügels  mit  einem  Pavillon  besitzt,  und 
stets  von  einem  Dache  bedeckt  ist.  Dadurch  wird  das  in  der  Hohe  an- 
gebrachte  künstliche  Licht  oder  die  Öffnung  für  das  Tageslicht  dem 
Auge  entzogen.  Indem  der  Rand  des  Daches  und  die  Wölbung  der 
Kuppel  oder  des  Hügels  die  natürlichen  Grenzen  des  Bildes  verdecken, 
oder  indem  -der  natürliche  Boden  des  Hügels  in  den  gemalten  des 
Bildes  übergeht,  und  die  Lichtquelle  verdeckt  ist,  kann  die  Täuschung 
eine  sehr  große,  ja  bei  Ansichten  ohne  lebende  Wesen  eine  voll- 
kommene sein.  Die  ersten  Lehren  darüber  gab  ühaMi  (1600)  (15), 
während  die  erste  Ausführung  von  dem  schottischen  Maler  22.  Parlier 
herrührt,  welcher  1787  in  Edinburg  und  1793  in  London  Pano- 
ramen (von  90  Fuß  Durchmesser)  mit  Städteansichten  aufstellte, 
denen  er  1799  das  ungleich  wirkungsvollere  der  Seeschlacht  bei 
Abukir  mit  seinen  Feuereffekten  folgen  ließ.  Der  schon  (45)  ge- 
nannte Theatermaler  Breysig  zeichnete  1792  in  Rom  eine  Rundsicht 
dieser  Stadt  auf  acht  Blättern,  entwickelte  die  Erfordernisse  eines 
Panoramas  zur  Täuschung,  insbesondere  die  reliefperspektive  Ge- 
staltung des  Bodens  und  seines  Anschlusses  an  das  Gemälde  in 
seinen  „Skizzen,  1800'',  und  stellte  (1800)  in  Berlin  ein  Panorama 
von  Rom  her.  Gegenwärtig  befinden  sich  Panoramen  in  vielen  der 
großen  Städte. 

Diese  Darstellungen  wurden  in  der  mannigfaltigsten  Weise 
umgeändert.  Das  Diorama,  1822  von  dem  Dekorationsmaler  und 
späteren  Erfinder  der  Lichtbilder,  Daguerre  in  Paris,  erfunden,  1827 
von   dem  Dekorationsmaler  K,  Gropius  in  Berlin   vervollkommnet, 
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und  von  beiden  in  Ausführungen  vorgeführt,  wirkt  durch  seine 
wechselnden  Beleuchtungen,  um  diese  zu  erreichen,  ist  das  Bild  auf 
einem  durchsichtigen  Gewebe  auf  beiden  Seiten  aufgemalt,  und  er- 
scheint durch  die  vordere  oder  die  hintere  Beleuchtung  in  zurück- 
geworfenem oder  durchfallendem  Lichte,  in  ersterem  heller,  in  letzterem 
dunkler,  wobei  das  Licht  noch  durch  farbige  Gläser  mannigfach  ge- 
färbt wird,  und  eignet  sich  dadurch  zur  Nachahmung  des  Wechsels 
der  Tageszeiten  oder  anderer  Vorgänge. 

Endlich  seien  noch  die  Pleoramen  erwähnt,  welche  beweglich 
sind  und  die  Küsten  an  dem  in  einem  Kahne  sitzenden  Beschauer 
vorüberfiihren,  und  welche  zuerst  (1831)  von  Langhans  und  Kopisch 
in  Breslau  vorgeführt  wurden;  und  die  CyMoramen^  welche  Land- 
schaften, gewöhnlich  Flußläufe,  vorübergehen  lassen. 

IS.   Die  Photogranimetrie. 

48.  Die  Photogrammetrie  oder  Photometrographie  lehrt  den 
Grundriß  und  die  Höhenlagen  einer  Landschaft  oder  den  Grund- 
und  Aufriß  eines  Gebäudes  aus  den  photographischen  Bildern  des 
Gegenstandes,  welche  aus  wenigstens  zwei  verschiedenen  Stand- 
punkten aufgenommen  sind,  ermitteln.  £s  geschieht  dies  nach  dem 
Satze,  daß  zwei  Projektionen  eines  Gegenstandes  denselben  be- 
stimmen; hier  insbesondere  schneiden  sich  der  ßtrahl,  welcher  das 
eine  Bild  eines  Punktes  des  Gegenstandes  mit  dem  optischen  Mittel- 
punkte der  Linse  des  zu  diesem  Bilde  gehörigen  photographischen 
Apparates  verbindet,  mit  dem  entsprechenden  Strahle  des  andern 
Bildes  desselben  Punktes  in  diesem  Punkte.  Gibt  man  den  Bildern 
durch  parallele  verhältnismäßige  Verschiebung  eine  kleinere  gegen- 
seitige Entfernung  als  die  ursprüngliche,  so  bilden  jene  Schnittpunkte  ein 
mit  dem  wirklichen  Gegenstande  ähnliches  aber  verkleinertes  Gebilde. 

Dieser  Gedanke  wurde  schon  vor  Erfindung  der  Photographie 
1835  von  BeautempS'Beaupre  ausgesprochen,  indem  er  Handrisse  als 
Abbildungen  verwenden  wollte.  Brauchbare  Ergebnisse  erzielte  zuerst 
1851  Herr  Laiissedat,  damals  Kapitän,  dann  Professor  der  Geodäsie 
an  der  polytechn.  Schule,  jetzt  Direktor  des  conservatoire  des  arts 
et  m^tiers  in  Paris,  indem  er  die  camera  clara  benutzte,  die  er  aber 
später  durch  die  Photographie  ersetzte.^)  Da  ein  solches  Bild  ein 
Gesichtsfeld  von  60®  besaß,  konnten  sechs  aneinander  gereihte  Pho- 
tographien das  ganze  Sehfeld  umfassen.  Laussedat  projicirte  auf 
die  Horizontallinie  jedes  Bildes  die  wichtigen  Bildpunkte,  legte  die 
Horizonte   der  sechs  Bilder  zu  einem  regelmäßigen  Sechsecke  zu- 


♦)  Siehe  u,  a.  Comptes  rendus  (1860),  B.  60,  S.  1127. 
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sammen,  aus  dessen  Mitte  dann  die  Sehstrahlen  durch  jene  Projek- 
tionen gezogen  wurden.  Ein  solches  Strahlenbüschel  wird  in  jedem 
Standpunkte  gebildet;  und  die  entsprechenden  Strahlen  (wenigstens 
zwei)  schneiden  sich  dann*  im  Grundrisse  eines  topographischen 
Punktes y  während  seine  Höhe  aus  der  Hohe  des  Bildpunktes  über 
der  Horizontlinie  ermittelt  wird. 

In  Deutschland  kam  Herr  Baumeister  Meydenbauer  unabhängig 
von  seinen  Vorgängern  und  veranlaßt  durch  die  Schwierigkeiten, 
welche  er  bei  der  Aufnahme  mittelalterlicher  Bauwerke  fand,  auf 
denselben  Gedanken ,  und  konnte  1865  Ergebnisproben  seines  Ver- 
fahrens aufweisen.*)  Er  benutzte  dabei  die  in  jenem*  Jahre  einge- 
führten Weitwinkellinsen  (Steinheils  Periskop  und  Buschs  Pantoskop), 
welche  noch  bis  zu  einem  Bildwinkel  von  90^  perspektiv  richtig 
zeichnen.  Er  bildete  ferner  auf  der  Photographie  den  Horizont  und 
die  vertikale  Mittellinie  vermittelst  feiner  Drähte  ab,  die  er  vor  der 
Platte  aufspannte,  und  fügte  dem  Bilde  der  Gebäude  einen  Maßstab 
bei,  indem  er  eine  Meßlatte  an  einer  Hauskante  aufstellte.  Er  kon- 
struirte  dann  bei  Gebäuden  schon  aus  einem  einzigen  Bilde  mit 
Hilfe  der  Kenntnis  der  Gebäudeformen  nach  den  von  Lambert  (freie 
Perspektive,  1759)  gegebenen  Verfahrungsweisen  die  wahre  Gestalt 
der  sichtbaren  Teile;  bei  Terrainaufnahmen  wandte  er  das  oben  ange- 
gebene Schnittverfahren  an.  Auf  dieselbe  Weise  hat  Herr  Professor 
TT.  Jordan**)  die  Oasenstadt  Gassr-Dachel  in  der  libyschen  Wüste 
aufgenommen,  und  das  Verfahren  dadurch  weiter  gebildet,  daß  er 
die  Festlegung  der  vertikal  gestellten  Fläche  des  photographischen 
Bildes  gegen  den  Projektipnsmittelpunkt  (der  Linse)  und  gegen  die 
Nordrichtung  auf  Grund  der  Theodolitmessung  von  fünf  Winkeln 
(dreier  Azimuthe  und  zweier  Höhenwinkel)  durch  Rechnung  mit 
größerer  Sicherheit  festlegte,  und  mathematische  Untersuchungen 
über  den  mit  der  Bildstelle  yrechselnden  Maßstab  der  Photographie 
anstellte. 

Herr  G,  Hauck***)  hat  die  geometrische  Theorie  der  Photogram- 
raetrie  dadurch  weiter  geführt,  daß  er  ein  einfaches  Verfahren  an- 
gab, aus  zwei  Projektionen  eines  Baumgebildes  irgend  eine  dritte 
herzuleiten.  Es  geschieht  dies  auf  Grundlage  eines  Satzes,  den  wir 
folgendermaßen  aussprechen  wollen:  „Sind  P^  und  Pjj  zwei  Projek- 
tionsebenen, welche  sich  in  dem  Grundschnitte  g  treffen,  und  auf 
welche  bezw.  aus  den  Projektionsmittelpunkten  Oj  und  Og  projicirt 


*)  Zeitschrift  för  Bauwesen  (v.  Erbkam)  1867,  17.  Jahrg.,  S.  62. 
**)  Zeitschrift  f.  Vermeßs angewesen,  1876,  13.  6,  S.  1. 
***)  G.  Hauch,  neue  Constrnctionen  der  Perspective  nnd  Photogrammetrie. 
(I.  Artikel.)  Joarn.  f.  reine  u.  angcw.  Math.,  1884,  B.  9ö,  S.  1. 
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wird,  schneidet  die  Gerade  Oj  Oj  die  P^  und  Pg  bezw.  in  den  Punkten 
Og'  und  0/',  den  sogen.  Kernpunkten;  und  sind  P',  P"  die  beiden 
Abbildungen  irgend  eines  Punktes  P,  so  schneiden  sich  die  Geraden 
O^  P'  und  0"  P"  auf  ^f*'.  Mittelst  dieses  Satzes  kann  in  gleicher 
Weise  aus  zwei  senkrechten  Projektionen  (Grund-  und  Aufriß)  die 
Perspektive,  als  aus  zwei  Perspektiven  der  Grund-  und  Aufriß  kon- 
struirt  werden.  Auch  hat  Herr  Hauck  auf  Grund  des  Satzes  ein 
Gestänge  konstruirt,  welches  mechanisch  jene  Aufgaben  löst,  indem 
ein  Zeichenstift  die  dritte  Projektion  zeichnet,  wenn  zwei  Fahrstifte 
gleichzeitig  durch  die  entsprechenden  Punkte  zweier  vorliegenden 
Projektionen  geführt  werden. 

Es  sei  noch  der  Perspektograph  des  Herrn  Architekten  G.  Ritter 
in  Frankfurt  a.  M.  erwähnt,  dessen  Beschreibung  und  photographische 
Abbildung  er  in  diesen  Tagen  (April  1884)  versendet  hat.  Der 
Apparat  liefert  mechanisch  aus  Grundriß  und  Höhenmaßen  oder  aus 
Aufriß  und  Tiefenmaßen  eines  Gebäudes  seine  Perspektive,  oder  auch 
umgekehrt,  jedoch  weniger  zweckmäßig,  aus  der  Perspektive  einen 
Grund-  oder  Aufriß  der  sichtbaren  Teile.  Indem  der  Apparat  bei 
unveränderter  Einstellung  nur  eine  ebene  Figur  abbildet,  werden 
verschiedene  parallele,  etwa  horizontale  Schichten  der  Reihe  nach 
gezeichnet,  und  dann  die  Zwischenräume  aus  der  Hand  ausgefüllt. 
Ein  drehbares  Lineal  verkörpert,  wenn  z.  B.  der  Grundriß  benutzt 
wird,  den  Grundriß  des  beweglichen  Sehstrahls,  ein  zweites  bestimmt 
den  Abstand  der  Abbildung  von  der  Bildspur  der  Ebene  der  abzubil- 
denden Figur.  Ein  Gestänge  „der  Froschschenkel"  überträgt  die 
Bewegung  auf  den  Zeichenstift.  Die  beigelegten  Zeichenproben  lassen 
auf  eine  gute  Leistungsfähigkeit  schließen. 

Sowohl  der  französische  als  der  deutsche  Generalstab  haben 
der  Photogrammetrie  ihre  Aufmerksamkeit  zugewendet,  da  sie  als 
leichtes  und  rasch  förderndes  Aufnahmeverfahren  eine  mannigfache 
Verwendung  zuläßt. 

X.   Die  Schatten-  und  Beleuohtnngslehre. 

49.  Die  BeUuchtungslehref  gestützt  auf  geometrische  Konstruk- 
tionen, entwickelte  sich  gleichzeitig  mit  der  wissenschaftlichen  Per- 
spektive, lange  Zeit  aber  fast  nur  als  Schattenlehre,  Die  erste  schon 
erwähnte  Schrift  über  Perspektive,  „de  pictura"  von  Leon  Battista 
Alberti  (geschrieben  vor  1446),  weist  in  Bezug  auf  die  Schatten- 
bestimmung auf  die  Natur  hin,  enthält  aber  schon  eine  Andeutung 
der  Linien  gleicher  Helligkeit,  indem  Alberti  zur  Erreichung  der  all- 
mählichen Lichtabstufung  vorschreibt,  verschiedene  Töne,  jeden  an 
die  Grenze  des  vorhergehenden,   also   in   Schichten    gleichmäßiger 
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Starke,  an  einander  zu  reihen.  Albrecht  Dürer  in  seiner  erwähnten 
„Underweysung*'  (1525)  konstruirt  die  Perspektive  des  Würfels  und 
seines  Schattens,  Von  da  an  lehren  die  Werke  über  Perspektive 
auch  die  Konstruktion  der  durch  Sonnen-  oder  durch  irdisches 
Licht  erzeugten  Schatten ,  aber  fast  nur  von  ebenflächigen  Körpern 
und  etwa  noch  von  Cylindern.  Monge  loste,  wie  schon  angedeutet, 
die  Aufgabe  für  krumme  Flächen  vermittelst  des  aus  dem  leuchten- 
den Punkte  umschriebenen  Kegels  oder  Cylinders,  dessen  Berührungs- 
linie die  Eigenschattengrenze,  und  dessen  Schnitt  mit  der  beschatteten 
Fläche  die  Schlagschattengrenze  ergab;  er  bezeichnete  die  Voll-  und 
Halbschattengrenze  auf  einer  krummen  Fläche,  welche  durch  eine 
ausgedehnte  leuchtende  Fläche  hervorgebracht  wird,  als  die  Be- 
rührungskurve mit  einer  abwickelbaren  Fläche,  die  durch  eine  be- 
rührend auf  beiden  Flächen  hinrollende  Ebene  eingehüllt  wird,  und 
er  konstruirte  den  auch  schon  früher  erwähnten  Glanzpunkt  spie- 
gelnder Flächen.  Die  Konstruktion  der  Tangente  der  Eigenschatten- 
grenze  ist  durch  den  Satz  von  Dupin  (developpements  de  geometrie, 
1813)  gegeben,  wonach  sie  und  der  Lichtstrahl  konjugirte  Durch- 
messer der  Indikatrix  der  Fläche  im  betrachteten  Punkte  sind. 
Hachette  in  seinem  trait^  de  geometrie  descriptive  (1822)  gibt  eine 
Anwendung  auf  Schattenlehre  und  bestimmt,  wie  schon  erwähnt,  die 
in  den  konvex-konkaven  Flächen  auftretenden  Grenzpunkte,  in  denen 
der  Lichtstrahl  die  Eigenschattengrenze  berührt,  und  deren  Schatten 
eine  Spitze  der  Schlagschattengrenze  bildet.  Hachette*)  konstruirt 
auch  die  Eigenschattengrenze  an  der  Schraube  mit  dreieckigem  Ge- 
winde, mittelst  eines  anschließenden  hyperbolischen  Paraboloides. 
Eine  einfache  Bestimm  ungs weise  der  Projektion  der  Eigenschatten- 
grenze derselben  windschiefen  Schraubenfläche  auf  eine  zur  Schrau- 
benaxe  senkrechte  Ebene  vermittelst  des  einen  Doppelpunktes  dieser 
Kurve  fanden  Poncelet  und  Guillebon  1809,  und  Poncelet  fügte  die 
Konstruktion  ihrer  Tangente  hinzu.**) 

De  la  Goumerie  bestimmte  die  Eigenschattengrenze  der  allge- 
meinen windschiefen  Schraubenflächen  bei  endlichem  Abstände  der 
Lichtquelle  auf  analytischem  Wege  in  ausgedehnter  Untersachung 
und  mit  graphischer  Darstellung  (Journ.  de  Tecole  polyt,  B.  20, 
1851,  S.  1.) 

Die  Bestimmung  der  Schattengrenzpunkte  auf  Linien  einer 
Fläche,  längs  deren  sie  von  einer  leichter  zu  behandelnden  Hilfs- 


*)  Correspondance  de  TiJcole  polyt.    Pa"»  1^09,  B.  2,  S.  13. 
**)  Olivier,  applications  de  G^om.  Aescx.^  Paria  1847,  S.  96,  sowie  Pon- 


celet, applic.  de  Tanalyse,  Paris  IStt^)    %    S.  447. 
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fläche  berührt  werden  kann,  gab  Bordoni  in  einer  analytisch  ge- 
führten Abhandlung  ^^sopra  le  linee  uniformemente  illuminate  (Gior- 
nale  di  fisica  etc.,  Pavia  1823)  und  wendete  sie  auf  eine  Bing  fläche 
durch  die  eingehüllte  Kugel  an.  Dunesme  bemerkte,  daß  die  Projektion 
dieser  Eigenschattengrenze  auf  eine  zur  Umdrehungsaxe  senkrechte 
Ebene  als  eine  verallgemeinerte  Conchoide  aufgefaßt  werden  kann 
(Comptes  rendus,  1857,  B.  45,  S.  527)  und  zeigte,  daß  die  Schlag- 
schattengrenze auf  dieselbe  Ebene  die  Aquidistante  einer  Ellipse  ist, 
oder  allgemeiner,  daß  für  irgend  einen  leuchtenden  Punkt  die  Schlag- 
schattengrenze jeder  ümdrehungsfläche  auf  eine  zu  ihrer  Axe  senk- 
rechte Ebene  zur  Evolute  die  Einhüllende  des  Schattens  des  Konoides 
hat,  dessen  Erzeugende  die  von  den  Punkten  der  Eigenschatten- 
grenze auf  die  Axe  geß.llten  Senkrechten  sind  (Comptes  rendus, 
1854,  B.  38,  S.  953).  Ahnliche  Sätze  stellte  Burmester  über  die 
Schraubenflächen  auf  (Schlömilchs  Zeitschr.  f  Math.  u.  Phys.,  1873, 
B.  18,  S.  188),  indem  er  nachwies,  daß  bei  Parallelbeleuchtung  die 
Eigenschattengrenze  durch  diejenigen  Punkte  ihrer  Normalkurven 
(deren  Ebenen  auf  der  Schraubenaxe  senkrecht  stehen)  gebildet  wird, 
in  welchen  die  Normalen  dieser  Kurve  die  Ausgangsaxe,  d.  i. 
eine  gewisse  Parallele  zur  Schraubenaxe,  schneiden;  und  daß'  der 
Schlagschatten  der  Fläche  auf  eine  zur  Axe  senkrechte  Ebene  zur 
Evolute  die  Einhüllende  des  durch  jene  Normalen  gebildeten  Ko- 
noides hat. 

50.  Für  die  Beleuchtungslehre,  welche  die  dem  Auge  ersicht- 
liche Helligkeit  zu  bestimmen  und  nachzuahmen  lehrt,  wurden 
physikalische  Grundlagen  von  Lambert  in  seiner  photometria,  sive 
de  mensura  et  gradibus  luminis,  colorum  et  umbrae,  Augustae  Vin- 
deUcorum  (Augsburg)  1760,  und  von  Bouguer  in  seinem  essai  d'op- 
tique,  Paris  1729,  und  seinem  traite  d'optique  sur  la  gradation  de 
la  lumiere,  ouvrage  pothume,  publik  par  de  la  Caille,  Paris  1760, 
(lateinische  Übersetzung  Bougueri  optice  etc.,  Viennae  1762)  ge- 
geben,  von  ersterem  in  vorherrschend  theoretischer,  von  letzterem  in 
vorherrschend  beobachtender  Weise.  Auch  Zöllner  in  seinen  „photo- 
metrischen Untersuchungen'^,  1865,  hat  manche  für  unsere  Zwecke 
brauchbare  Ergebnisse  geliefert.  Von  diesen  Grundlagen  ist  bisher 
nur  der  für  eine  erste  Annäherung  wichtigste  Satz,  der  Cosinussatz 
von  Lambert,  benutzt  worden ;  es  soll  aber  später  eine  ausgedehntere 
Anwendung  jener  Ergebnisse  gemacht  werden. 

51.  Über  die  Helligkeit  einer  durch  parallele  Lichtstrahlen  be- 
leuchteten matten  Körperoberfläche  an  einer  Stelle  sind  drei  An- 
schauungen geltend  gemacht  worden.  Bezeichnen  £  und  a  den  Ein- 
und  Ausfallwinkel  des  Lichtstrahls,  d.  h.  den  Winkel  des  einfallenden 
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und  des  ausfallenden  Lichtstrahles  (des  Sehstrahles)  mit  der  Flächen- 
normalen  im  betrachteten  Punkte  ^  so  wird  die  Helligkeit  in  Ver- 
hältnis gesetzt  1)  mit  cos  s^  d.  i.  der  Beleuchtungsstärke,  2)  mit 
dem  Produkte  cos  b  cos  a,  3)  mit  dem  Quotienten  cos  s  :  cos  a. 
Außerdem  wird  öfters  noch  eine  Verstärkung  der  Helligkeit  halb 
spiegelnder  oder  selbst  matter  Flächen  in  dem  sogen.  Glanzpunkte 
berücksichtigt.  Die  erstere  jener  Anschauungen  verbunden  mit  dieser 
letzteren  Abänderung  werden  wir  später  als  im  allgemeinen  am 
meisten  mit  der  Wirklichkeit  in  Übereinstimmung  finden.  Nach  der 
ersteren  Anschauung  sind  auf  einer  krummen  Fläche  die  Linien 
gleicher  Helligkeit  auch  die  Linien  gleicher  Beleuchtungsstärke, 
oder  die  Lichtgleichen ,  Isophoten,  d.  i.  die  Linien,  für  deren 
Punkte  6  unveränderlich  ist;  nach  der  zweiten  Anschauung  sind 
die  Linien  gleicher  Helligkeit  oder  die  HeUegleicheny  Isophengen, 
die  Linien,  für  welche  cos  £  cos  a  unveränderlich  ist.  Die  dritte 
Anschauung  wurde  von  Brisson  vorgebracht,  und  da  sie  keine 
Annahme  gefunden  hat,  sei  nur  erwähnt,  daß  Brisson  in  der  von 
ihm  veranstalteten  fünften  Ausgabe  von  Monges  geometrie  descrip- 
tive  (1827)  einen  Vortrag  von  Monge  zum  erstenmal  veröffentlicht, 
wouach  die  Menge  der  auffallenden  Lichtstrahlen  mit  cos  £  propor- 
tional ist,  worauf  Brisson  seine  eigene  Meinung  zufügt,  nach  welcher 
das  Element  einer  rauhen  Oberfläche  nach  allen  Seiten  gleichviel 
Licht  zurückstrahle,  aber  eine  mit  cos  a  umgekehrt  proportionale 
scheinbare  Größe  besitze,  so  daß  seine  Helligkeit  «=  cos  £ :  cos  a 
sei,  also  am  Umrisse  am  größten  werde,  was  der  Mond  bestätige. 
Bouguer  tmd  Zöllner  erklären  dagegen  die  letztere  Erscheinung 
durch  die  Unebenheiten  der  Mondoberfläche.  Nach  der  Annahme 
des  Helligkeitsmaßes  cos  £  cos  a  dagegen  müßte  ein  matter  Körper 
am  Umrisse  stets  dunkel  erscheinen.  Nach  Versuchen  des  Verfassers, 
die  im  zweiten  Bande  mitgeteilt  werden  sollen,  ist  die  Helligkeit  am 
Umrisse  auf  der  Seite,  welche  dem  Glanzpunkte  gegenüber  liegt, 
etwas  kleiner,  als  cos  £  verlangt,  auf  der  Seite  des  Glanzpunktes  bei 
kleinem  £  ebenfalls  kleiner,  bei  großem  £  dagegen  größer,  als  cos  e 
verlangt. 

62.  Die  früheste  Arbeit  über  Lichtgleichen  beruht  auf  der 
zweiten  Anschauung  (cos  £  cos  ce);  sie  löst  die  Aufgabe  analytisch 
für  die  Kugel  und  gibt  eine  Zeichnung  der  Linien.  Diese  Arbeit 
ist  das  memoire  sur  la  determination  geometrique  des  teintes  dans 
les  dessins  in  dem  Journ.  de  Tecole  polytechnique,  cah.  L,  Paris, 
an  ni  (1797),  und  ist  von  einigen  damaligen  Sdiülem  Monges  ver- 
faßt und  von  JDupiiis  redigirt.  Dieselbe  Anschauung  vertritt  Leroy 
in  seinem  traite  de  Stereometrie  (1844),  stellt  aber  nur  für  die  Ku,gel 
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die  Gleichungen  der  Lichtgleichen  auf.  Fast  alle  übrigen  Arbeiten 
beruhen  auf  der  ersteren  Anschauung  (cos  e).  Die  nächste  solche 
ist  die  vorhin  erwähnte  von  Bordoni  (Pavia  1823),  worin  die  Licht- 
gleichen der  Kugel  und  der  Ringfläche  analytisch  bestimmt  werden. 
Vermutlich  dieser  Arbeit  entnommen  ist  die  Konstruktion  der  Licht- 
gleichen der  Kugel  und  RingflächC;  die  letzteren  in  einfachster  Weise 
aus  denen  der  eingehüllten  Kugel  abgeleitet,  in  J.  Honigs  darstellen- 
der Geometrie,  Wien  1845,  ohne  daß  jedoch  zwischen  den  verschie- 
denen Lichtgleichen  eine  gleichförmige  Abstufung  hergestellt  wäre. 
Die  erste  etwas  allgemeinere  Arbeit  ist  die  von  J,  Egle  „über  das 
Schattiren  der  Oberflächen  regelmäßiger  Körper^',  Festschrift  der 
polytechnischen  Schule  in  Stuttgart  1855.  Es  werden  darin  die  Linien 
gleicher  Helle  mit  gleichförmiger  Abstufung  (sechs  Stufen)  für  die 
Kugel  konstruirt  und  von  ihr  auf  andere  Flächen,  insbesondere  auf 
Umdrehungs-  und  Schraubenflächen  durch  Punkte  mit  parallelen 
Berührungsebenen  in  einfacher  Weise  übertragen.  Unter  Annahme 
eines  atmosphärischen,  dem  Sonneostrahle  gerade  entgegengesetzten 
Strahles  werden  die  Linien  gleicher  Helle  auch  auf  die  im  Eigen- 
schatten befindlichen  Teile  in  derselben  Abstufung  (—6)  fortgesetzt 
und  die  Dunkelheit  einer  im  Schlagschatten  befindlichen  Fläche  um 
so  größer  angenommen,  je  größer  ihre  Helligkeit  im  Falle  ihrer 
Beleuchtung  wäre. 

CoJwn  Stuart  bestimmte  analytisch  die  Lichtgleichen  eines  El- 
lipsoids,  welches  von  einem  in  endlichem  Abstände  liegenden  Punkte 
beleuchtet  wird,  wobei  er  die  Intensität  der  Beleuchtung  eines  Punktes 
=s=  Q  cos  €  :  u'  setzte,  wenn  u  sein  Abstand  von  der  Lichtquelle  ist 
(Solution  d'un  probleme  de  Photometrie,  Journ.  de  math.  p.  Liouville, 
1848,  B.  13,  S.  257.) 

Breton  setzte  mehrere  Büschel  paralleler  Lichtstrahlen,  ebenso 
wie  Kräfte,  nach  dem  Satz  des  Parallelogramms  zusammen  (Distru- 
bution  de  la  lumiere  sur  une  surface  eclairee  par  plusieurs  faisceaux 
de  lumiere  parallele,  J.  d.  math.  p.  Liouville,  1852,  B.  17.) 

Kammerer  gab  in  den  Sitzungsberichten  der  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Wien,  1862,  (B.  46,  Abt  2,  S.  405)  eine  Arbeit 
in  etwas  größerer  Allgemeinheit  wie  Egle,  worin  er  insbesondere 
auch  die  Lichtgleichen  von  Flächen  zweiten  Grades  in  sehr  ein- 
facher Weise  aus  den  vorher  zu  konstruirenden  Lichtgleichen  von 
Umdrehungsflächen  zweiten  Grades  ableitet,  welche  zwei  Axen  mit 
jeuer  Fläche  gemein  haben. 

53.  In  demselben  Jahre  erschien  das  erste  umfassende  Werk  über 
unseren  Gegenstand,  die  Lehre  der  geometrischen  Beleuchtungscon- 
structionen  von  Franz  TilscJier,  Wien  1862,  worin  im  wesentlichen 
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dieselben  physikalischen  Grundlagen  wie  von  Egle  angenommen  wer- 
den, nur  daß  noch  bei  ebenen  Flächen  Modifikationslinien  parallel 
mit  der  Projektionsebene  hinzukommen,  nach  welchen  eine  Licht- 
abstufung wegen  des  wechselnden  Abstandes.  vom  Auge  erfolgt. 
Dieser  Umstand  kann  durch  die  unvollständige  Durchsichtigkeit  der 
Luft  bedingt,  aber  bei  Klarheit  derselben  erst  bei  Abstandsunter- 
schieden von  Hunderten  von  Metern  merklich  werden,  nicht  aber 
bei  Körpern  von  gewöhnlichen  Maßen.  Tilscher  gibt  jene  Modifi- 
kationen bei  krummen  Flächen  selbst  auf,  freilich  nur  wegen  zu 
großer  Verwickelung.  Aus  jenen  Grundsätzen  werden  dann  allge- 
meine brauchbare  Regeln  zur  geometrischen  Konstruktion  der  Be- 
leuchtungsintensität ebener  und  der  Intensitätslinien  krummer  Flächen 
abgeleitet  und  bei  den  Hauptfamilien  derselben  durchgeführt,  näm- 
lich bei  den  allgemeinen  Cylindern,  Kegeln,  abwickelbaren  Schrauben- 
flächen, bei  windschiefen,  insbesondere  Schraubenflächen,  bei  Um- 
drehungs-,  Umhüllungsflächen  (gewundene  Säule,  Ellipsoid,  Röhren- 
fläche). 

Koutny  in  seiner  „Theorie  der  Beleuchtung  krummer  Flächen 
vom  zweiten  Grade  bei  parallelen  Lichtstrahlen  (Brunn  1867)"  gibt 
eine  analytische  Entwickelung,  worin  er  zeigt,  daß  diese  Licht- 
gleichen aus  dem  Mittelpunkte  der  Fläche  durch  Kegel  zweiter  Ord- 
nung projicirt  werden.  Ein  Beispiel  wird  aus  berechneten  Zahlen 
verzeichnet.  —  Niemtschik  in  seiner  Abhandlung  „direkte  Beleuch- 
tungsconstructionen  für  Flächen,  deren  zu  einer  Axe  senkrechte 
Schnitte  ähnliche  Ellipsen  sind"  (Sitzungsber.  d.  k.  Akad.  d.  Wiss. 
in  Wien,  B.  67,  Abt.  2,  1868)  legt  Kegel  von  gleichmäßiger  Hellig- 
keit zu  Grunde,  deren  (gemeinschaftliche)  Umdrehungsaxe  also  ein 
Lichtstrahl  ist,  und  bestimmt  dann  Punkte  einer  Linie  von  gege* 
bener  Helligkeit  auf  der  Fläche  als  Berührungspunkte  mit  Ebenen, 
welche  mit  Berührungsebenen  des  Kegels  von  der  übereinstimmen- 
den Helligkeit  parallel  sind. 

Fiedler  in  seiner  „darstellenden  Geometrie"  (Leipzig  1871)  gibt 
einfache  Konstruktionen  der  Intensitätslinien  auf  den  Umdrehungs- 
flächen. 

Das  umfassendste  Werk  über  unseren  Gegenstand  ist  da.8  von 
Burmester.  Nachdem  derselbe  Abhandlungen  über  die  IsopJu>ten 
(Göttingen  1865  und  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  1868  u.  1869)  ver- 
öffentlicht hatte,  erschien  von  ihm  das  schöne  Werk  „Theorie  und 
Darstellung  der  Beleuchtung  gesetzmässig  gestalteter  Flächen^^ 
(Leipzig  1871),  worin  er  analytisch  die  Gleichungen  sowohl  der 
Isophoten  (Linien  gleicher  wahrer  Beleuchtungsintensität,  cos  e  «== 
const),  als  der  Isophengen  (Linien  gleicher  scheinbarer  Beleuchtungs- 
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Intensität  oder  gleicher  Helle^  cos  b  cos  a  =^  const.)  der  hauptsäch- 
lichsten Flächenfamilien  entwickelt^  aus  ihnen  ihre  wichtigsten 
Eigenschaften  und  sehr  einfache,  oft  auf  projektive  Geometrie  ge- 
stützte Konstruktionen  ableitet  und  die  Ergebnisse  in  durchsichtigen 
Figuren  darstellt.  Es  werden  die  Cjlinder,  Kegel,  Rotations-,  Schrau- 
ben-, Konoidflächen,  die  Flächen  zweiten  Grades,  abwickelbare, 
Rohren-  und  windschiefe  Flächen  behandelt. 

Das  neueste  Werk  ist  das  von  Tessari  „la  teoria  delle  ombre 
e  del  chiaro-scuro",  Torino  1878 — 1880,  worin  zuerst  die  Eigen- 
und  Schlagschattengrenzen  und  dann  die  Beleuchtungsstärke  fiir 
Polyeder  und  die  Linien  gleicher  Beleuchtung  für  die  hauptsäch- 
lichsten Flächenfamilien  bestimmt  wenden.  Die  Helligkeit  wird  mit 
cos  £  proportional  gesetzt  und  die  Behandlung  der  Schatten  stimmt 
im  Wesentlichen  mit  der  von  Egle  überein.  Die  Begründungen  sind 
in  klarer  Weise  rein  geometrisch  geführt,  die  Konstruktionen  er- 
reichen aber  nicht  immer  die  Einfachheit  derjenigen  von  Bur- 
mester. 

XL    Überbliok  über  die  gesoliiohtliohe  Entwiokelimg  tmd  die 
wiflBensohaftliohe  Aufgabe  der  darstellenden  Geometrie. 

54.  Suchen  wir  noch  einen  Überblick  über  die  Geschichte  der 
darstellenden  Geometrie  zu  gewinnen.  Wir  fanden,  daß  das  Grund- 
und  Aufrißverfahren  aus  den  Bedürfnissen  der  Baukunst  entsprungen 
ist  und  so  alt  sein  muß,  als  das  Aufführen  verwickelter  Bauten  aus 
behauenen  Steinen;  daß  die  Perspektive  aus  den  Bedürfnissen  der 
Malerei  hervorging  und  zwar  in  ihren  Anfangen  aus  der  Theater- 
malerei zur  Zeit  des  Aschylus  (500  v.  Chr.),  daß  insbesondere  die 
aufgegrabenen  römischen  Wandmalereien  die  Kenntnis  des  Flucht- 
punktes und  die  Beachtung  der  Verkürzungen  nachweisen;  und  daß 
endlich  die  stereographische  Projektion  zu  dem  wissenschaftlichen 
Zwecke  der  Herstellung  von  Stern-  und  Landkarten  von  Hipparch 
(gegen  140  v.  Chr.)  erfunden  wurde. 

Die  Perspektive  wurde  im  Mittelalter  verloren  und  durch  schiefe 
Parallelprojektion  ersetzt,  dann  aber  zur  Zeit  der  Renaissance  im 
15.  Jahrhundert  zugleich  in  Italien  und  in  den  Niederlanden  und  Deutsch- 
land wiedergefunden,  dort  zuerst  von  Brunelleschi  und  Donatello,  hier 
von  van  Eyck,  und  sodann  dort  von  Leon  Battista  Alberti  (vor 
1446)  und  von  Piero  della  Francesca  (vor  1494),  hier  von  Albrecht 
Dürer  (1525)  in  Schriftwerken  entwickelt  In  mathematischem 
Geiste  wurde  sie  dann  behandelt  von  Desargues  (1636)  durch 
Anwendung  von  Perspektiven  Koordinaten,  von  Taylor  (1719), 
Zanotti  (1745  und  1766)    und  von  Lambert   als   freie   Perspektive 
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(1759);  und  in  diesem  Jahrhundert  ist  ihre  Anschauung  die  Grund- 
kge  für  die  von  Poncelet  (1822),  Möbius  (1827),  Steiner  (1832) 
und  V.  Staudt  (1847)  begründete  und  von  Chasles  (1852)  u.  a, 
weiter  geführte  projektive  Geometrie  geworden,  welche  dann  wieder 
ihrerseits  aufs  fruchtbarste  auf  die  ganze  darstellende  Geometrie 
zurückwirkte. 

Das  Grund'  und  Aufrißverfahren  entwickelte  sich  im  Mittel- 
alter an  den  stets  schwieriger  werdenden  Aufgaben  des  Steinschnittes 
bei  dem  Gewölbebau  und  wurde  zuerst  von  Frfeier  (1738),  getrennt 
von  den  technischen  Anwendungen,  als  konstruktive  Geometrie  des 
Raumes  behandelt.  Durch  Sammlung,  wesentliche  Bereicherung  und 
Vertiefung  des  Stoffes,  sowie  durch  systematische  Anordnung  und 
Begründung  schuf  dann  Monge  die  Wissenschaft  der  darstellenden 
Geometrie  und  veröflFentlichte  seine  Vorlesungen  gleichzeitig  mit  der 
Gründung  der  polytechnischen  Schule  in  Paris  im  Jahre  1795.  Aus 
technischen  . Bedürfnissen  hervorgegangen,  war  diese  Wissenschaft 
und  ist  im  wesentlichen  noch  heute  den  technischen  Hochschulen 
eigentümlich,  sie  wurde  fast  ausschließlich  an  ihnen  unterrichtet 
und  durch  ihre  Professoren  entwickelt. 

Nach  Frankreich  trat  Deutschland^  seitdem  solche  Schulen  in 
ihm  gegründet  worden  waren,  in  das  Gebiet  dieser  Arbeit  ein,  und 
zwar  zuerst  durch  Weinbrenner  (1810)  und  Schreiber  (1828),  beide 
in  Karlsruhe.  Italien  folgte  erst  später  nach  und  England,  das 
noch  keine  technische  Hochschule  besitzt,  hat  sich  auch  an  der  Mit- 
arbeit noch  nicht  beteiligt.  Das  hervorragendste  italienische  Werk 
über  unser  Fach  ist  die  darstellende  Geometrie  von  Bella vitis  (1851), 
welcher  aber  nicht  an  einer  polytechnischen  Schule,  sondern  an  der 
Universität  Padua  als  Professor  dieser  Wissenschaft  wirkte. 

66.  Während  Frankreich  hauptsächlich  die  Theorie  der  Flächen 
und  ihrer  Krümmung  durch  Hachette,  Olivier,  de  la  Goumerie  u.  a. 
bedeutend  forderte,  und  auch  neuerdings  durch  Mannheim  die  Kine- 
matik in  das  Gebiet  der  darstellenden  Geometrie  hereinzog,  verflocht 
Deutschland  durch  Schreiber,  Pohlke,  Schlesinger  und  besonders  durch 
Fiedler  die  projektive  mit  der  darstellenden  Geometrie  und  wertete 
sie  aufs  ausgiebigste  aus.  Es  wur<^e  darin  durch  den  Italiener  Bella- 
vitis  nachdrücklich  unterstützt  Ferner  entwickelte  Franhreid^  die 
Schattenlehre  durch  die  soeben  genannten  Männer  und  durch  Pon- 
celet, und  that  in  der  Beleuchtungslehre  durch  Monge  und  durch 
Zuhörer  desselben  einen  ersten  Schritt;  Deutschland  aber  bildete 
diesen  Zweig  durch  Lambert^  Egle,  Tilscher  (in  Prag)  und  besonders 
Burmester  in  hohem  Grade  aus;  und  auch  Italien  war  auf  diesem 
Gebiete  durch  Bordoni  und  Tessari  thätig.    Ferner  hat  vorwiegend 
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Deutschland  die  Axonometrie  und  die  schiefe  Projektion  durch  Lam- 
bert, MöUinger  (Schweiz),  Weisbach,  Pohlke  u.  a.,  sowie  die  Relief- 
perspektive, worin  dft  Italiener  Ghiberti  die  erste  große  künstlerische 
Leistung  lieferte,  durch  Brejsig,  Anger,  Staudigl  u.  a.  entwickelt, 
während  Frankreich  in  diesem  Gebiete  durch  Poncelet  und  Poudra 
thätig  war.  In  Österreich,  wo  die  ersten  deutschen  polytechnischen 
Schulen  in  Prag  (1801)  und  Wien  (1815)  gegründet  wurden,  erfuhr 
die  darstellende  Geometrie  eine  große  Verbreitung  und  durch  Männer 
wie  Honig,  Tilscher,  Niemtschik,  Staudigl  und  viele  andere  eine  for- 
derliche Pflege. 

56.  Indem  nun  die  darstellende  Geometrie  mehr  und  mehr  ihren 
selbständigen  wissenschaftlichen  Aufbau  vollendet,  wird  ihr  auch 
mehr  und  mehr  die  Lösung  der  Aufgabe  zufallen,  zu  der  sie  vor 
allen  die  Befähigung  besitzt,  das  Raumanschauungsvermögen  zu  ent- 
wickeln und  den  Grund  für  das  Studium  der  höheren  Geometrie  zu 
legen.  Diese  Beföhigung  besitzt  sie  durch  die  Anschaulichkeit, 
welche  der  Zeichnung  und  dem  Modelle  eigen  ist;  durch  diese  Mittel 
verschafft  sie  dem  Studirenden  eine  so  klare  Anschauung,  daß  er 
auch  für  die  Ausführungen  in  Gedanken  die  notwendige  Sicherheit 
gewinnt.  Es  erscheint  daher  ebenso  als  geboten,  die  Anfangsgründe 
der  darstellenden  Geometrie  in  den  Gymnasien  einzuführen  und 
dadurch  dem  Unterrichte  in  der  Stereometrie  den  Erfolg  zu  gewähren, 
den  er.  bisher  entbehrte,  als  die  höheren  Teile  unserer  Wissenschaft 
auf  allen  Universitäten  zu  lehren,  wie  es  bisher  nur  auf  wenigen 
geschah. 


IL  Abschnitt. 

Punkt;  Gerade  nnd  Ebene  in  senkrechter  Projektion  anf  zwei  zu 

einander  senkrechte  Projektionsebenen. 

I.   Darstelliing  des  Punktes. 

67.  Nach  Nr.  3  erhält  man  die  senkrechte  Projektion  P'  eines 
Punktes  P  auf  eine  Projektionsebene  P  als  Fußpunkt  der  von  P  auf  P 
gefällten  Senkrechten;*)  die  Senkrechte  heißt  der  projicirende  StraJU 
oder  die  Projicirende.  Wir  werden  unter  „Projektion"  die  senkrechte 
verstehen,  wenn  nicht  das  Gegenteil  ausdrücklich  bemerkt  ist.  Es 
ergibt  sich  daraus: 

Ist  die  Projektionsebene  gegeben,  so  gehört  jedem  Punkte  P 
nur  eine  Projektion  P'  an,  dagegen  kann  ein  Punkt  P'  in  P  die 
Projektion  jedes  Punktes  sein,  der  in  dem  durch  P'  gehenden  pro- 
jicirenden  Strahle  liegt. 

Weil  nun  die  Lage  eines  Punktes  im  Räume  durch  eine  Pro- 
jektion desselben  noch  nicht  bestimmt  ist,  so  wendet  man,  um  sie 
zu  bestimmen,  verschiedene  Mittel  an.  1)  Man  schreibt  jeder  senk- 
rechten Projektion  die  Länge  der  Projicirenden  oder  der  Höhe,  als 
Höhenzahl  oder  Kote  bei  und  gelangt  zu  den  bezififerten  oder  kotirten 
Projektionen,  die  bei  topographischen  Karten  angewendet  werden.  Ein 
Punkt  ist  dann  durch  seine  Projektion  und  seine  Kote  bestim'mt. 
2)  Man  bildet  noch  eine  zweite  andersartige  Projektion  des  Gegen- 
standes auf  dieselbe  Ebene,  also  eine  schiefe  Parallelprojektion  oder 
eine  Centralprojektion,  die  auch  als  Schatten  des  Gegenstandes  dar- 
gestellt werden  kann.  3)  Man  wählt  zwei  nicht  untereinander  pa- 
rallele Projektionsebenen,  projicirt  den  Punkt  auf  jede  dieser  Ebenen, 
so  ist  er  durch  seine  zwei  Projektionen  bestimmt.  Weil  nur  eine 
Zeichenfläche  benutzt  werden  soll,  legt  man  dann  die  eine  Projek- 
tionsebene in  die  andere  um.  Dieses  Verfahren  ist  das  gewöhnlich 
angewendete.     4)  Man  wählt  zwei  parallele  Spur-  und  Projektions- 

*)  Es  sollen  stets  Punkte  durch  große  lateinische,  Flächen  durch  fette 
große  lateinische,  Linien  durch  kleine  lateinische,  Winkel  durch  kleine  griechische 
ßnchstaben  bezeichnet  werden. 
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ebenen,  schneidet  mit  ihnen  eine  abzubildende  Gerade^  projicirt  diese 
Schnittpunkte  oder  Spuren  auf  eine  der  beiden  Ebenen,  so  ist  durch 
diese  Projektionen  und  den  Abstand  der  Ebenen  die  Lage  der  Gre- 
raden  bestimmt.  Diese  Darstellungsweise  wird  sich  für  Aufgaben 
über  Ebenen  und  Flächen,  die  durch  gerade  Linien  gebildet  werden, 
zweckmäßig  erweisen.  5)  Man  bestimmt  nach  dem  cyMoffraphischcn 
VerfaJiren  des  Herrn  Fiedler^)  (35)  einen  Punkt  P  durch  seine  senk- 
rechte Projektion  P'  und  einen  Kreis,  der  in  der  Projektionsebene 
um  P'  mit  dem  Halbmesser  F'  F  gezogen  wird;  und  eine  Linie 
durch  die  Einhüllende  der  Kreisprojektionen  ihrer  Punkte;  beides 
in  zweideutiger  Weise.  Eine  solche  Abbildung  unterscheidet  sich 
von  den  anderen  dadurch,  daß  sie  auf  das  Auge  nicht  einen  ähn- 
lichen Eindruck  macht,  wie  der  Gegenstand  selbst. 

58.  Indem  wir  zunächst  und  meist  das  dritte  Verfahren  in 
seiner  Form  als  Grund-  und  Äufrißverfahren  anwenden,  bezeichnen 
wir  die  beiden  Projektionsebenen  mit  P^  und  P^,  und  die  Projek- 
tionen eines  Punktes  P  auf  jede  derselben  mit  P'  bezw.  P";  diese 
Punkte  bestimmen  zwei  Projicirende,  deren  Schnitt  den  Punkt  P 
angibt.  Damit  die  Projicirenden  nicht  ineinander  fallen,  dürfen  die 
Projektionsebenen  nicht  parallel  zu  einander  gewählt  werden;  man 
stellt  sie  gewohnlich  senkrecht  auf  einander  und  meist  die  eine  horizon- 
tal, die  andere  vertikal.  Man  gebraucht. dann  die  Benennungen:  erste 
oder  HorizontcUprojektionsebene,  auch  Horieontalehenef  erste  Tafely  Grund- 
rißebene, P^;  und  zweite  oder  Vertikalprojektionsd)ene,  auch  Vertikalebene, 
gweite  Tafel,  Aufrißebene,  P^;  sodann  erste  oder  horizontal-Prqjicirendc 
(JL  P,);  zweite  oder  verttkcU-Projicirende  (J_  Pg);  erste  oder  Horizontal- 
Projektion^  Grundriß,  P'  (auf  Pj);  zweite  oder  Vertikalprojektion,  Aufriß, 
P"  (auf  Pg).  Die  Schnittlinie  x  beider  Pro-  Fig.  i. 

jektionsebenen   heißt   die  Prcjektionsaxe 
oder  Axe,  Grundlinie  oder  Grundschnitt. 

In  Fig.  1  sind  begrenzte  Teile  der 
sonst  unbegrenzt  zu  denkenden  Projek- 
tionsebenen P^  und  P2  und  der  Axe  x 
dargestellt;  von  dem  Punkte  P  im  Räume 
sind  PP'  die  erste,  PP"  die  zweite  Pro- 
jicirende, P'  die  erste,  P"  die  zweite  Pro- 
jektion. Man  lege  durch  beide  Projicirende  eine  Ebene  P' P  P'\ 
welche  daher  senkrecht  auf  beiden  Projektionsebenen  und  auf  der 


Fi«. 


*)  W.  Fiedler,  ein  neuer  Weg  zur  Theorie  der  Kegelschnitte  (Vereinsechr. 
d.  naturf.  Ges.  in  Zürich,  B.  25,  1880);  zur  Geschichte  und  Theorie  der  elemen- 
taren Abbildnngsmethoden  (das.  B.  27,  1882);  Cyklographie  oder  Constmction 
der  Aufgaben  über  Kreise  und  Kugeln,  1882. 
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Axe  X  steht  und  diese  Ebenen  in  Geraden  P'  P®,  P"  P^  schneidet^ 
welche  J_  x  sind,  und  in  dem  einen  der  Axe  und  der  Ebene  P PF" 
gemeinsamen  Punkte  P^  zusammentreffen.  Daraus  und  aus  der  recht- 
winkligen Gestalt  des  Vierecks  FF'  P®  P"  folgt: 

1)  die  beiden  von  den  Projektionen  eines  Punktes  auf  die  Axe 
gefällten  Senkrechten  treffen  sich  auf  dieser; 

2)  der  Abstand  eines  Punktes  von  P^  oder  sein  erster  Abstand 
ist  gleich  dem  Abstände  seiner  zweiten  Projektion  von  x,  d.  i. 
PP^F^  P' •, 

3)  ebenso  ist  der  stweite  Abstand  P"  P  =  P^  F\ 

Man  denkt  nach  der  ursprünglichen  Anschauung  der  Projektion 
das  Auge  auf  einer  bestimmten  Seite  der  Projektionsebene,  und  zwar 
über  Pi,  bezw.  vor  Pg,  und  nennt  die  Abstände  positiv  oder  negativ, 
je  nachdem  sie  von  ihrem  Fußpunkte  an  sich  gegen  das  Auge  hin 
oder  von  ihm  weg  erstrecken,  also  positiv  nach  oben,  bezw.  vorn, 
negativ  nach  unten,  bezw.  hinten.  Entsprechend  nennt  man  auch 
den  durch  x  begrenzten  vorderen  und  oberen  Teil  von  P^  und  P^ 
positiv   (+ Pi,  +  Pg);   den   hinteren   und   unteren   negativ   ( — Pj, 

59.  Durch  die  Projektion  auf  zwei  Ebenen  ist  nun  der  Zweck 
der  Bestimmung  jedes  Punktes  eines  Raumgebildes,  also  des  ganzen 
Gebildes  erreicht;  um  aber  die  Zeichnung,  welche  sich  dabei  auf 
zwei  Ebenen  verteilt,  auf  eine  einzige  zu  beschränken,  legt  man  die 
eine  Frqjektionsd)ene  in  die  andere  um,  d.  h.  man  dreht  sie  so  lange 
um  die  Durchschnittslinie  x  beider,  bis  sie  mit  der  anderen  zu- 
sammenfällt. Man  dreht  entweder  Pg  in  P^  oder  P^  in  P^,  aber 
übereinkunftsmäßig  immer  so,  daß  +  Pg  deckend  auf  —  Pj  und 
+  Pi  auf  —  Pg  zu  liegen  kommt»  Dabei  gelangen  F^P'  und  P^p' 
in  eine  einzige  zu  x  senkrechte  Gerade,  so  daß  gilt: 

JHe  Projektionen  eines  Punktes  auf  gwei.  Ebenen  befinden  sich  na>ch 
dercft   Umlegung  in  einander  in  einer  zur  Axe  senkrechten  Geraden, 


Fig.  2. 


Fig.  2. 


der  sogen.  Ordinatenlinie,  oder  es  ist  P  P"  J_  x;  um- 
gekehrt,  wenn  P  P"  J_  a;,  so  stellen  P'  und  P"  einen^ 
Funkt  P  im  Baume  dar,  weil  sich  dann,  und  nur 
unter  dieser  Bedingung,  in  der  ursprünglichen  Lage 
der  Ebenen  die  Projicirenden  treffen.  Diese  Sätze 
gelten  auch  bei  geneigter  Lage  von  P^  gegen  Pg. 
Fig.  2  zeigt  die  zur  -Deckung  gebrachten  Pro- 
jektionsebenen in  der  Fläche  des  Papiers.  Bei  den 
Konstruktionen  dürfen  abgesehen  von  den  Ordinaten- 
linien,  nur  gleichnamige  Projektionen  mit  einander  verbunden  wer- 
den, d.  i.  erste  mit  ersten  und  zweite  mit  zweiten.    Zur  Vorstellung 
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der  Raumgebilde  denkt  man  sich  die  Projektionsebenen  wieder  in 
ihre  ursprüngliche  gegenseitige  Lage  zurückgeführt. 

60.  Die   beiden   Projektionsebenen   teilen   den  Baum   in   vier 
Quadranten^  wodurch  zunächst  vier  verschiedene  Lagen  eines  Punktes 
anterschieden  sind.    In  Fig.  3  ist  A  Fig.  3.  ^ig-  s. 
ein  Punkt  des  Quadranten  +  P^  +  Pg,    ♦Tft 
£,  C,  D,    bezw.   des    +  Pg  —  ^i? 

Liegt  ein  Punkt  in  P^,  so  be- 
findet sich  offenbar  P"  auf  rr,  liegt 
P  in  Pj,  so  ist  P'  auf  a?;  und  um- 
gekehrt, befindet  sich  P'  oder  P" 

auf  Xy  so  liegt  P  in  Pg,  bezw.  in  P^.  Demgemäß  liegt  i?  in  +  Pj, 
2^  in  —  Pj,  G  endlich  liegt  auf  x  und  fallt  mit  seinen  beiden  Pro- 
jektionen zusammen. 

61.  Weiter  versteht  man  unter  den  Hälbirungsebenen  diejenigen 
durch  die  Axe  gehenden  Ebenen,  welche  die  Winkel  der  Projektions- 
ebenen halbiren;  die  erste  Halbirungsebene  H^  ist  diejenige,  welche 
die  Scheitelwinkel  +  ^i  +  ^2  ^^^^  —  ^i  —  ^2>  ^i®  zweite  Hj  die- 
jenige, welche  die  Winkel -f^P«  — ^i  ^^^  — ^2  H"  ^i  halbirt.  Die 
beiden  Abstände  eines  jeden  Punktes  der  H^  sind  einander  an  Größe 
und  Vorzeichen  gleich,  diejenigen  eines  Punktes  der  Hg  an  Große 
gleich  und  an  Vorzeichen  entgegengesetzt.  Nach  der  Umlegung  der 
Projektionsebenen  in  einander  liegen  daher  die  Projektionen  eines 
Punktes  H  der  H^  symmetrisch  in  Bezug  auf  x,  diejenigen  eines 
Punktes  J  der  Hg  fallen  zusammen.  Umgekehrt:  Liegen  die  beiden 
Projektionen  eines  Punktes  symmetrisch  in  Bezug  auf  x,  oder  fallen 
sie  zusammen,  so  liegt  der  Punkt  in  H^,  bezw.  in  Hg. 

62.  Häufig  ist  es  vorteilhaft,  neue  ProjekHonsAenen  Pg,  P^ . . . 
anzunehmen.     Man  legt  sie  meist  senkrecht  auf  eine  der  früheren 


Tafeln,  oder  wenn   es  notwendig  ist,  sie  schief  Fig.  4. 

ZQ  legen,  benutzt  man  eine  Hilfstafel,  welche  zu- 
gleich auf  einer  der  früheren  und  auf  der  neuen 
senkrecht  steht.  Steht  eine  vierte  Tafel  P4  (die 
dritte  soll  nachher  anders  verwendet  werden) 
etwa  auf  P|  senkrecht,  so  bildet  ihre  Schnitt- 
linie eine  Projektionsaxe,  die  mit  x^^  bezeichnet 
sei.  Man  legt  dann  P4  in  Pj  um,  wobei  die  Pro- 
jektion eines  Punktes  P  auf  P^,  d.  i.  die  vierte 
Projektion  P^^,  so  zu  liegen  kommt,  daß  P'P^ 
_La;i4  und  daß  der  Abstand  des  P^^  von  x^^  gleich  dem  ersten 
Abstände  des  P  ist,  also   gleich   dem   Abstände   des  P"  von  der 

Wiener,  Lehrbuch  der  daratellenden  Geometrie.  5 


Fig.  4. 
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Fig.  5. 


ursprünglichen  Axe,  die  jetzt  mit  a;,^  bezeichnet  sei  Durch  den 
Sinn,  in  welchem  man  diesen  Abstand  von  x^^  aus  aufträgt.^  ist  der 
Drehungssinn  beim  Umlegen  von  IP4  in  Pj  angegeben.  —  Steht  die 
weitere  Tafel  F5  auf  Pj  setikrecht  und  wird  dann  auch  in  letztere 
umgelegt,  so  ist  P"  P^  _L  x^^  und  der  Abstand  des  P^  von  x^^ 
gleich  demjenigen  des  P'  von  x^^. 

Am  häufigsten  wird  eine  weitere  Tafel  senkrecht  auf  die  beiden 
ersten,  also  auch  ±.  aj^g  gestellt.  Sie  heißt  dann  die  drüte  Projek- 
tionsebene, die  Kreuzriß-  oder  Seitenebene  P3.  Man  kann  sie  in  Pj 
oder  in  Pg  umlegen;  in  der  Figur  ist  das  erstere  durch  Drehung 
um  a;|3  geschehen.  P"'  ist  dann  die  dritte  oder  Seitenprojektion  oder 
der  Kreuzriß  des  Punktes. 

63.  Die  Anordnung  der  drei  auf  einander  senkrechten  Projek- 
tionsebenen führt  zur  Festlegung  eines  Punktes  P  im  Räume  durch 
.    Pj     g  Koordinaten,  Die  drei  Tafeln  (die 

aber  auch  gegen  einander  geneigt 
sein    dürfen)    heißen    dann    die 
Koordinatenebenen,   ihre    Schnitt- 
linien   die^  Koordinatenax^ ,   ihr 
gemeinschaftlicher  Punkt   0  der 
Ursprung  der  Koordinaten.  Die  Ajce 
P,  Pj  sei  mit  OX  oder a;, die P^Pj  mit 
0  Y  oder  y,  die  Pgj  mit  OZ  oder  z 
bezeichnet;  Pi,  Pg,  P^  sind  daher 
bezw.  die  Ebenen  XOY  oder  xy 
XOZ  oder  xz,  YOZ  oder  yz. 
Um  von  einem  gegebenen   Punkte  P  die  Koordinaten  zu  be- 
stimmen^ lege  man  durch  P  drei  mit  den  Eoordinatenebenen  parallele 
Ebenen.  Diese  sechs  Ebenen  schließen  ein  in  unserem  Falle  recht- 
winkliges Parallelepipedum  ein,   welches   drei  mal  vier  unter   ein- 
ander parallele  und  gleiche  Kanten  besitzt.  Die  mit  x,  y,  z  parallelen 
heißen  bezw.  die  x-,  die  y-  und  die  ;?- Koordinate  von  P.    Man  be- 
merkt, daß  zwei  gegenüberliegende  Eckpunkte  des  Parallelepipedums 
0  und  P  sind,  drei  andere  Eckpunkte  die  Projektionen  P',  P",  P'"^ 
und  die  drei  letzten   die  Punkte  auf  den  Axen,  P,,  Py,  P.,  deren 
erster  früher  mit  P®  bezeichnet  wurde.    Es  ist  daher 
x^=  OPx  =  P'^P'^  dem  dritten  Abstände, 
y  ^=  0  Py  ^==^  P"  P  =  dem  zweiten  Abstände, 
z  ^  OPz  =  P' P  =  dem  ersten  Abstände. 
Auf  jeder  Axe  unterscheidet  man  von  0  aus  den  positiven  und 
den  negativen  Sinn.     Es  wurde   schon  angenommen  +  z  und  —  e 
nach  oben,  bezw.  unten,  +  y  und   —  y  nach  vorn,  bezw.  hinten. 
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Fig.  6. 


P'"r 


// 


X 


/». 


o 


r— TP' 


■'y  V 


ST 


Tf}     ->' 


und  wir  fügen  noch  hinzu,  +  x  und  —  x  nach  rechts,  bezw.  links. 
-^  Man  sieht,  daß  ein  Punkt  durch  seine  drei  Koordinaten  bestimmt 
ist,  weil  dies  für  jenes  Parallelepipedum  gilt. 

Zur  Darstellung  legt  man  in  die  erste  oder  zweite  Tafel  die 
beiden  andern  um.  In  Fig.  6  ist  erst  F3,  dann  P^  ^^  ^2  umgelegt  fjs- c 
Die  X-  und  die  z  Axe  der  P^  treten  dann 
nur  einmal  auf,  die  y  Axe  legt  sich  mit 
F3  in  die  x  Axe  als  y'\  und  mit  F^  in 
die  z  Axe  als  y,  was  mit  den  verschie- 
denen yorzeichen  in  der  Figur  angege- 
ben ist.  Der  Zusammenhang  von  P', 
P",  P"'  ist  ebenfalls  ausgedrückt. 

Gebraucht  man  diese  drei  Projek- 
tionsebenen, so   treten  drei  Paare  von 
Halbirungsebenen  auf,  welche  bezw.  durch 
Xy  y,  z  gehen  und  entsprechend  wie  in  Nr.  61   mit  H 
Hy2,  H«|,  Hx2  bezeichnet  werden  können.  Die  beiden  ersten  stimmen 
mit  Hj  und  H^  der  Nr.  61  überein.    Diejenigen  unter  ihnen  liefern 
die  frühere  Beziehung,  um  deren  Axe  eine  Umlegung  geschah,  also 
in  imserem  Falle  H,  und  H,.    Liegt  P  in  Hy^  oder  in  H^,,  so  hal- 
birt  OP"  den  Winkel  +  XO  +  Z,  bezw.  —  XO  +  Z. 

64.  Übungsaufgaben.  Die  drei  Projektionen  der  Punkte  Ä,  B .,, 
zu  zeichnen,  deren  Koordinaten  x,  y,  z  nach  einem  passenden  Maß- 
stabe sind  für: 

-4(+l,  +3,  -f  4),    jB(+2,  +5,  -3),    C(-f  3,  -6,  -3), 

2)(H.4,  -5,  +5),    ^(-2,-3,0),         F(_4,0,  -6). 


'i; 


^«2,   "Biyit 


n.   Darstellung  der  Geraden. 

65.  Die  Projektion  einer  Linie  ist  die  Gesamtheit  der  Pro- 
jektionen ihrer  Punkte.  Die  projicirenden  Strahlen  der  Punkte  irgend 
einer  Linie  sind  als  Senkrechte  zur  Projektionsebene  F  unter  ein- 
ander parallel,  bilden  daher  einen  Cylinder,  den  prcjicirenden  CyUn- 
der^  dessen  Schnitt  mit  der  F  die  Projektion  der  Linie  bildet.  Ist 
die  Linie  eine  Gerade  g,  so  wird  jener  Cylinder,  außer  wenn  9  J.  F 
steht^  zu  einer  Ebene,  der  projicirenden  EbenCy  deren  Schnitt  mit  F 
die  Projektion  g  von  g  ist  und  eine  Gerade  bildet.  Daher  ist  die 
Projektion  einer  Geraden  g  im  allgemeinen  wieder  eine  Gerade  g\ 
nur  in  jenem  Falle,  daß  ^  J-  F,  enthält  die  g  alle  Projicirenden  und 
g'  wird  ein  Punkt.  —  Offenbar  ist  auch  umgekehrt  jeder  Punkt  der 
Projektion  einer  Linie  die  Projektion  eines  Punktes  der  Linie. 

Jede  Gerade  g  hat  eine  einzige  Uerade  g'  zur  Projektion  auf 
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eine  gegebene  Ebene  F,  aber  eine  Gerade  ^'  in  F  ist  die  Projektion 
jeder  Geraden  g^  die  in  der  durch  g  senkrecht  zu  F  gelegten  Ebene  (der 
projicirenden)  liegt,  nur  darf  nicht g  A-'B  sein.  Eine  Gerade g  ist  daher 
durch  ihre  Projektion  g'  nicht  bestimmt,  so  lange  g'  eine  Gerade  ist; 
wird  die  Projektion  ein  Punkt,  so  ist  durch  ihn  die  g  bestimmt.  Um 
daher  eine  Gerade  g  in  einer  allgemeinen  Lage  zu  bestimmen,  gibt  man 
ihre  Projektionen  g'  und  g'  auf  zwei  unter  einander  nicht  parallele, 
PI     ^  in  unserem  Falle  auf  einander  senkrechte 

Projektionsebenen  F^,  bezw.  Fj  an;  ^'  und  g" 
bestimmen  dann  die  g  als  die  SchnitÜinie 
der  beiden  projicirenden  Ebenen  im  allge- 
meinen, und  nur  nicht  in  dem  besonderen 
Fig.  7.  ^^,,  Ä  /  y^  !         Falle,  in  welchem  diese  Ebenen  zusammen- 

fallen; dies  tritt  aber  ein,  wenn  beide  pro- 
jicirende  Ebenen  J_  x  stehen,  wenn  also  g 
in  einer  zu  x  senkrechten  Ebene  liegt,  g'  und 
g"  daher  ebenfalls  J_  x  stehen  und  sich  in  x 
/■'''  treffen.  Wir  werden  hierauf  zurückkommen. 

'    *  Die  Projektionen  einer  durch  zwei  Punkte 

P    und    Q    gelegten    Geraden    g    sind    offenbar    g   =»  P'  (^    und 

66.  Der  Schnittpunkt  einer  Geraden  g  mit  einer  Projektions- 
ebene heißt  ihre  Sptir,  ihr  Durchgang,  ihre  Trace;  der  Schnittpunkt 
mit  F^  und  F^,  bezw.  die  erste  und  zweite  Spur  G^  und  G^,  G^  ist 
auch  der  Schnitt  von  g  mit  g\  G^  von  g  mit  g", 

Äufg,  Von  einer  durch  ihre  beiden  Projektionen  g'  und  g'  ge- 
gä^enen  Geraden  g  die  beiden  Spuren  G^  und  G^  und  ihre  Schnitt- 
punkte G^  und  G^  mit  den  Halbirungsebeneti  Hj^  und  ^  zu  be- 
stimmen. 
Fig.  7.  Aufl.  Von  G^  muß  die  zweite  Projektion  G/'  auf  g"  (65) 
und  auf  x  (60)  liegen;  daher  ist  G^"  der  Schnittpunkt  von  g" 
und  X]  Gl  liegt  auf  g'  und  mit  Gj"  auf  einer  Ordinatenlinie,  ist 
daher  ebenfalls  bestimmt.  Ebenso  ist  G2  der  Schnittpunkt  von  g' 
und  X,  G^  der  Schnittpunkt  von  g"  mit  der  Ordinatenlinie  durch 
G^'.  —  Der  Schnittpunkt  G3  von  g  mit  Hj  muß  zwei  zu  x*  symme- 
trische Projektionen  G^^G^'  haben,  so  daß  G^  G^'  von  ^  in  X 
halbirt  wird,  X  liegt  daher  auch  auf  der  (nicht  gezeichneten)  Ver- 
bindungslinie der  Mitten  von  G^  G/'  und  G^  Gg"  und  daher  auch 
auf  der  Geraden  G^' G^'*  Ist  daher  G^  G^'  ||  x,  so  ist  g  ||  Hj.  G^ 
ist  durch  den  Schnittpunkt  von  g  und  g'  dargestellt,  in  welchem 
G/  und  Cr/'  vereinigt  sind.     Ist  daher  g'  ||  g\  so  ist  g  ||  H^. 

Die  umgekehrte  Aufgabe^   aus  den   gegebenen  Spuren  6/  und 
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Gj"  einer  Geraden  ihre  Projektionen  zu  bestimmen,  löst  man 
dadurch  y  daß  man  auf  x  vermittelst  Ordinatenlinien  die  Punkte 
Gj"  aus  (?/  und  G^  aus  G^'  bestimmt;  dann  ist  G^  G^  =  g\ 
G^'  G^'  «=  g\ 

67.  Die  Begd  des  Ausisiehens  der  Linien,  Um  die  Figur  an- 
schaulich zu  machen ;  unterscheidet  man  verschiedene  Arten  von 
Linien,  die  man  im  Zeichnen  verschieden  behandelt.  Hauptlinien 
sind  solche,  die  d^ch  die  Aufgabe  gegeben  oder  gefordert  sind; 
alle  anderen  sind  Hilfslinien,  Die  Hauptlinien  werden  durch  einen 
vollen  Strich  ausgesogen,  wenn  sie  sichtbar,  punktirt,  wenn  sie  durch 
Flächen,  die  zwischen  ihnen  und  dem  Auge  liegen,  verdeckt  sind. 
Hilfslinien  werden,  ob  sichtbar  oder  verdeckt,  gestrichelt  und  zwar 
mit  abgebrochenen  kleinen  Strichen,  die  feiner  als  die  Hauptlinien 
sind;  oder  auch  strichpunktirt,  wenn  sie  hervorgehoben  werden  sollen. 
Steht  eine  Farbe  zu  Gebot,  so  werden  sie  auch  mit  dieser  (z.  B.  mit 
einer  Mischung  von  Karmin,  und  Zinnober  oder  mit  Blau)  in  vollem 
Strich  aber  fein  ausgezogen,  wodurch  gegen  das  Stricheln  Zeit  er- 
spart wird,  wenn  nicht  sogen.  Punktirfedern*)  oder  Punktirlineale**) 
zur  Verfügung  stehen. 

Hauptlinien  können  durch  die  Tafeln  zugedeckt  werden.  Des- 
wegen sind  Gl  G^^  als  unter  P^  gelegen,  und  g'  von  6r/'  aus  gegen  *'*8-7- 
rechts,  als  von  P^  verdeckt,  punktirt.  Der  auf  —  Pjj  liegende  Teil 
von  /'  (nämlich  G^G^')  stellt  einen  vor  P^  liegenden  Teil  der  g 
dar,  ist  also  bei  der  ursprünglichen  Stellung  der  Tafeln  sichtbar; 
beim  Umlegen  wird  er  aber  samt  der  ganzen  —  P^  von  -f-  P^  zu- 
gedeckt. Das  Entsprechende  gilt  von  dem  auf  —  P^  (rechts  von 
G2')  liegenden  Teile  von  g\  Daher  kommt  es,  daß  von  einer 
Geraden  g  nur  dasjenige  Stück  in  jeder 
der  beiden  Projektionen  ausgezogen  wird,  ^, 
welches  in  dem  Quadranten  +  Pi  +  P» 
liegt. 

68.  Die  verschiedenen  Lagen  der  Ge- 
raden. Ist  g  gegen  beide  Tafeln  geneigt, 
so  kann  die  Strecke  zwischen  ihren  Spuren 
in  jedem  der  vier  Quadranten  liegen;  in 

Fig.  8  liegt  sie  in  demjenigen  —  P,  -|-  Pg.  "^    ^^-  ^' 

Schneidet  ^  die  o;,  so  treffen  sich  g'  und 
g"  auf  X, 


*)  Von  E.  0.  Richter  in  Chemnitz. 
**)  Von  Wißmann  und  Wallegg  in  Frankfurt  a.  M. 
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Fig.  11. 


Fig.  9.  Flg.  9.  *  lg-  !"•  Ist  (/  J  P, ,  80  ist  die  zweite  pro- 

jicirende  JEbene  ||  P, ,  (f  ||  a;,  die 
Spur  Gl  unendlich  fern  und  g  ||  g, 
Ist  umgekehrt  g'  ||  a?,  so  ist  g  \  Pj. 
Für  g  II  P2  ist  g'  \  x^  G^  unendlich 
fern,  if  \  g,  Ist r/  |1  x, so \%ig  ||  g'  \  x, 
Fig.  10.  \  !         ^A  nf     Gl  und  G2  sind  unendlich  fern.   Ist 

^  J_  P,,  so  ist  g'  ein  Punkt,  g"JLX\ 
ist  r/  JL  P^,  so  ist  g'  ein  Punkt  und 
g  ±x. 
^i?.  11  Ä?^  Liegt  eine  Gerade  in  einer  zur  Axe  senk- 

rechten Ebene,  so   liegen  beide  Projektionen 
g'  und  (/"  in  einer  zu  x  senkrechten 
Geraden  und  bestimmen  die  g  nicht 
(65).     Dieselbe   wird   aber   stets  be- 
stimmt durch  die  Projektionen  zweier 
ihrer  Punkte  P  und  Q,  aus  welchen 
man  dann  auch  in  bekannter  Weise 
die  dritte  Projektion  g"  =  P"'  Q'"  alj- 
leiten  kann.   Aus  dieser  ergeben  sich 
die  Spuren  G^  fi^  und  die  Punkte  ^3,  (r^ . 
Umgekehrt:  Steht  die  eine  Pro- 
jektion  einer   Geraden   auf  der  Axe 
senkrecht,  so  gilt  dies  auch  von  der 
Geraden  selbst  und  von  der  anderen 
Projektion,  oder  es  ist  diese  ein  Punkt, 
Nach  dem  Umlegen  der  Projektions- 
ebenen fallt  eine  Projektion  in  die  andere 
Weiter    ergibt    sich:    Zwei    beliebige   Gerade    in    den  in   ein- 
ander umgelegten  Tafeln  können  als  die  beiden  Projektionen  einer 
Geraden  angesehen  werden,  außer  wenn  die  eine  senkrecht  auf  der 
Axe  oder  ein  Punkt  ist. 
69.   Übungsaufgaben, 

1)  Gegeben  zwei  Punkte  P(l,  —  2,  —  4)  und  Q  (5,  3,  —  1); 
gesucht  die  drei  Projektionen  und  die  drei  Spuren  der  durch  sie 
gelegten  Geraden  g. 

2)  Gegeben  von  einer  Geraden  g  die  Koordinaten  der  Spuren 
(tj  (0,  —  5,  0),  (tj  (ß,  0,  —  2);  gesucht  die  Projektionen  g\  g\ 

3)  Gegeben  von  einer  zu  Pj  parallelen  Geraden  g  die  Koordi- 
naten eines  Punktes  P(2,  5,  —  3)  und  von  ihrer  zweiten  Spur  G^ 
die  a;  =  6;  gesucht  die  Projektionen  g\g\ 

4)  Gegeben  von  einer  zu  Pg  senkrechten  Geraden  g  die  Koor- 
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dinateo    der   zweiten   Spur   Gj  (0,   0,   —  3);    gesucht   die   Projek- 
tionen ^,  g". 

5}    Gegeben    von   einer   in    der   Halbirungsebene   Hj   oder   H, 
liegenden  Geraden  g  die  eine  Projektion  ij,  gesucht  die  andere  g". 

ni.   DarsteUnug  der  Ebene. 
70.   Eine  Ehene  kann   man   im   allgemeinen   nicht  durch  ihre 
Projektion,  d.  i.  durch  die  Projektionen  aller  ihrer  Punkte  darstellen, 
weil  diese  im  allgemeinen  die  ganze  Projektionsebene  erfüllen.    Man  ' 
stellt  aie  durch  die  Projektionen  dreier  ihrer  Punkte  oder  zweier  in 
ihr  liegenden  Geraden  dar,  welche  sich  im  Endlichen  schneiden  oder 
parallel    sind.     Als    diese  Geraden   wählt   man    gewöhnlich  in   ein- 
facher Weise  ihre  Spuren,  das  sind   ihre  Schnittlinien  mit  den  Pro- 
jektionsebenen.  Der  Schnitt  e,  der  Ebene  E  mit  P,  heißt  ihre  erste  Fig.  u 
oder  Horieontalspur ,  ihr  Fig.  12 

Schnitt  ^  mit  Fg  ihre 
ztoeite  oder  Verttkal^^r. 
Beide  Spuren  schneiden 
aich  in  dem  Punkte  E^  der 
Axe,  in  welchem  B  die 
X  trifft.  In  Fig.  b)  ist 
die  schiefe  Projektion  der 
Ebene  E,  begrenzt  durch 
Linien  parallel  zu  e,  ,bezw. 
«2,  Terzeitfhnet.  Die  Maße 

sind  Ton  Fig.  a)  mittelst  der  Strecken  E^A,  AB 
und  Ä  C  übertragen. 

Verschiedene  Lagen  der  Ebene.  Man  sieht  leicht 
ein,  daß  wenn  B  auf  F,  senkrecht  steht,  ihre 
e^  A-X  ist,  und  umgekehrt.  In  diesem  Falle  ist 
die  erste  Spur  e,  zugleich  die  erste  Projektion  der 
ganzen  Ebene.  Entsprechend,  wenn  E  _L  F^,  ist 
e,  J_  x\  und  wenn  E  J^  a;,  sind  e,  und  e^Xx. 

Ist  E  II  Fl,  so   ist  Cg  II  X   und   e^   im   Unend- 
lichen; ist  E  H  Fg,  so  ist  gj  II  X  und  e^  im  Un- 
endlichen; und  wenn  E  ||  x,  so  sind  c,  und  e^  \  x.     „, 

Geht  E  durch  x,  so  fallen  beide  Spuren  in 
X  zusammen  und  genügen  nicht  zur  Bestimmung 
der  E.  Man  gibt  dann  noch  einen  Punkt  E  der    xe 
E  durch  E',  E"  an;  die  dritte  Spur  ^  =»  OE'"      ~ 
findet  man  dann  dqrch  die  dritte  Spur  Odera:  und 


der  parallel  zu  x  durch  E  gelegten  Geraden,  E'"-. 


Ä-'l- 
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Ist  endlich  E  parallel  zu  einer  Halbirungsebene^  so  sind  beide 
Spuren  ||  x ;  nach  dem  Umlegen  der  einen  Projektionsebene  in  die 
andere  findet  statt^  daß  wenn  E  ||  H^  ist,  ^^  und  e^  in  einander  fallen, 
und  wenn  ES  ||  H,  ist,  e^  und  e^  symmetrisch  in  Bezug  auf  x  liegen. 

71.  Übungsaufgaben. 

1)  Die  drei  Spuren  der  in  Fig.  12  und  13  dargestellten  Ebenen 
zu  verzeichnen. 

2)  Die  drei  Spuren  einer  zu  x  parallelen  Ebene  zu  bestimmen, 
welche  a)  durch  die  Punkte  (0,  —  5,  0)  und  (0,  0,  —  5),  oder 
b)  durch  die  Punkte  (0,  —  5,  0)  und  (0,  0,  +  5)  geht. 

rv.    Gerade  durch  gegebene  Funkte  und  Ebenen  durch  gegebene 

Punkte  und  Gerade  zu  legen. 

72.  Um  im  Folgenden  nicht  bestandig  für  parallele  Lagen  von 
Geraden  und  Ebenen  Ausnahmen  aussprechen  zu  müssen,  wollen 
wir  den  Begriff  des  unendticti  Großen,  insbesondere  des  unendlich 
fernen  Punktes  und  der  unendlich  fernen  Geraden  einführen. 

Man  sagt,  eine  Größe  wadise  ins  Unendlidie,  wenn  sie  größer 
wird,  als  jede  durch  eine  bestimmte  Zahl  angebbare  Größe.  Wir 
wollen  zur  näheren  Unterscheidung  sagen,  eine  solche  Größe  wachse 
ins  unbestimmt  Unendliche,  oder  sie  werde  unbestimmt  unendlich  groß. 
Wenn  dagegen  von  einer  Große  x  eine  andere  y  abhängt,  welche, 
während  x  von  einem  gewissen  endlichen  Werte  an  ins  unbestimmt 
Unendliche  wächst,  sich  einem  gewissen  endlichen  Werte,  ihrem 
Grenzwerte,  beständig  und  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  annähert, 
derart,  daß  der  Unterschied  von  beiden  kleiner  als  jede  noch  so  kleine 
angebbare  Zahl  wird,  so  schreibt  man  auch  diesem  Grenzwerte 
von  y  einen  Wert  von  x  als  zugehörig  zu,  den  wir  den  bestimmt 
wnendlich  großen  Wert  (oo)  nennen  wollen,  weil  ihm  ein  bestimmter 
Wert  von  y  zugehört,  man  also  mit  ihm  wie  mit  einem  bestimmten 
endlichen  Werte  rechnen  kann. 

73.  Sind  eine  Gerade  g  und  ein  nicht  auf  ihr  liegender  Punkt  P 
gegeben,  ist  B  der  Fußpunkt  der  von  P  auf  g.  gefällten  Seiikrechten, 
und  läßt  man  einen  Punkt  Q  sich  von  ü  aus  auf  g  in  dem  einen 
oder  dem  andern  der  beiden  möglichen  Sinne  hinbewegen  und  un- 
bestimmt unendlich  große  Entfernungen  annehmen,  so  nähert 'sich 
der  Winkel  der  beweglichen  Geraden  PQ  mit  der  PJB  beständig  einem 
Grenzwerte,  nämlich  90*^,  und  die  Gerade  PQ  einer  Gren^lage,  nämlich 
der  zu  g  parallelen  Geraden.  Den  zu  jenem  Grenzwerte  gehörigen  Ab- 
stand II Q  nennt  man   nach  der  vorigen   Nr.   bestimmt   unendlich 

.  groß,  und  den  zur  Grenzlage  von  PQ  gehörigen  Punltt  Q  den  be- 
stimmt unendlich  fernen  oder  kurzweg  den  unendlicfi  fernen  Punkt' 
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der  Geraden  g.  Läßt  man  sich  Q  in  entgegengesetztem  Sinne  auf 
g  unbestimmt  ins  Unendliche  bewegen,  so  nähert  sich  PQ  wieder 
einer  Grenzlage.  Weil  aber  beide  Grenzlagen  in  der  einzigen  Ge- 
raden zusammenfallen,  welche  durch  P  parallel  zu  g  gelegt  werden 
kann,  so  schreibt  man  der  Geraden  g  nur  einen  einjsigen  (bestimmt) 
unendlich  fernen  Punkt  zu,  ohne  damit  auszusagen,  daß  zwei  Punkte, 
welche  Anfangs  zusammenfallend,  sich  dann  in  entgegengesetztem 
Sinne  auf  g  hinbewegen,  im  Unendlichen  wieder  zusammentreffen. 
Im  Gegenteil  wächst  ihr  Abstand  ins  Unendliche.  Man  nennt  den 
unendlich  fernen  Punkt  einen  uneigentlichen ^  weil  er  nicht,  wie 
andere  Punkte,  durch  einen  angebbaren  Abstand  bestimmt  oder 
durch  eine  Eörperecke  bezeichnet  werden  kann.  Da  die  bewegliche 
Gerade  PQ  durch  den  beweglichen  Punkt  Q  der  g  geht,  und  der 
(parallelen)  Grenzlage  der  unendlich  ferne  Punkt  der  g  als  ent- 
sprechend zugewiesen  wird,  so  sdhreibt  man  zum  parallelen  Geraden 
einen  gemeinschaftlichen  unendlich  fernen  Punkt  zu.  Man  sagt  auch, 
daß  beide  Gerade  dieseU)€  Biditung  besitzen.  Würde  man  im  Ge- 
genteile zwei  parallelen  Geraden  zwei  unendlich  ferne  gemeinschaft- 
liche Punkte,  ei^en  auf  jeder  Seite,  zuschreiben,  so  würden  hier  zwei 
Gerade  nicht  zusammenfallen,  obgleich  sie  zwei  Punkte  gemein  haben.*) 
74.  Sind  eine  Ebene  E  und  ein  nicht  in  ihr  liegender  Punkt  P 
gegeben,  und  man  zieht  durch  P  eine  Parallele  g  mit  einer  be- 
liebigen Gerade^  h  der  E,  legt  die  Ebene  gh  und  läßt  die  h  durch 
Parallelverschiebung  in  der  £  im  einen  oder  andern  Sinne  sich  ins 
unbestimmt  Unendliche  entfernen,  so  nähert  sich  die  Ebene  gh  einer 
Grenzlage,  nämlich  der  durch  P  gehenden  zu  E  parallelen  Ebene, 
und   man  schreibt  dieser  Grenzlage  die  bestimmt  unendlich  ferne 

*)  Im  Gegensatze  zur  Geometrie  der  Ebene  besteht  eine  Geometrie  auf 
krummen  Flächen,  aus  der  hier  ein  Ergebnis  für  die  sattelförmig  gestaltete 
Fläche  mit  konstanstem,  negativem  Krümmungsmaße  wegen  seines  Gegensatzes 
za  dem  obigen  Ergebnisse  angeführt  werden  soll.  Die  kürzeste  Linie  auf  dieser 
Fläche  zwischen  zwei  Punkten  derselben,  welche  auch  über  diese  Punkte  hin- 
aus ins  Unendliche  fortgesetzt  werden  kann,  heißt  die  geodätische  Linie;  sie 
ist  durch  zwei  Punkte  der  Fläche  bestimmt,  und  wurde  wegen  dieser  über- 
einstimmenden Eigenschaft  mit  der  Geraden  einer  Ebene,  auch  eine  gerade 
oder  geradeste  Linie  jener  Fläche  genannt.  Nun  nimmt  in  der  bezeichneten 
Fläche  eine  geodätische  Linie,  welche  einen  Punkt  P  mit  einem  beweglichen 
Punkte  Q  einer  nicht  durch  P  gehenden  geodätischen  Linie  g  verbindet,  zweier- 
lei Grenzlagen  an,  je  nachdem  man  Q  in  dem  einen  oder  in  dem  anderen 
Sinne  auf  p  hin  ins  Unendliche  rücken  läßt;  und  deswegen  schreibt  man  jeder 
geodätischen  Linie,  im  Gegensatz  zu  der  Geraden,  ^wei  bestimmt  unendlich 
ferne  Punkte  zu.  Vene  zwei  Grenzlagen  der  P  Q  nennt  man  die  beiden  durch 
P  gehenden  Parallelen  zu  ^;  sie  trennen  die  durch  P  gehenden  geodätischen 
Linie'ni  welche  die  g  schneiden,  von  denen,  welche  sie  nicht  schneiden. 


74    n,  74—77.   Pankt,  Gerade  und  Ebene  in  Benkrecbter  Projektion  etc. 


Lage  der  h  als  zugehörig  zu.  •  Da  aber  bei  jeder  Richtung  der  h 
in  E  die  Grenzlage  der  Ebene  gh  ein  und  dieselbe  ist,  nämlich  die 
einzige  durch  P  parallel  zu  E  gehende  Ebene,  so  schreibt  man  einer 
Ebene  E  nur  eine  einige  unendlich  ferne  Gerade  m,  die  der  Schaar 
der  Parallelen  mit  einer  jeden  Geraden  der  E  angehört,  oder  deren 
Richtung  in  E  unbestimmt  ist.  Die  unendlich  ferne  Gerade  einer 
Ebene  ist  eine  uneigentliche  Gerade  und  wird  auch  als  die  gemein- 
schaftliche Gerade  zweier  parallelen  Ebenen  bezeichnet.  Man  schreibt 
parallelen  Ebenen  auch  dieselbe  Stellung  zu. 

76«  Wir  bedürfen  für  das  Folgende  einiger  Sätze. 

1)  Parallele  Gerade  haben  m  gleichnamigen  Projektionen  im  all- 
gemeinen parallele  Gerade,  weil  ihre  gleichnamigen  projicirenden 
Ebenen  parallel  sind.  Im  Besonderen  können  die  gleichnamigen 
Projektionen  Punkte  sein. 

2)  Umgekehrt:  Sind  die  beiderlei  gleichnamigen  Projektionen  von 
Geraden  parallel,  so  sind  auch  die  Geraden  parallel,  ausgenommen, 
wenn  die  Projektionen  senkrecht  auf  der  Axe  stehen.  Dann  müssen 
noch  die  dritten  Projektionen  parallel  sein,  damit  es  die  Geraden  sind. 

3)  Parallele  Ebenen  haben  die  gleichnamigen  Spuren  parallel. 

4)  Umgekehrt:  Sind  zweierlei  gleichnamige  Spuren  yon  Ebenen 
parallel,  so  sind  auch  die  Ebenen  parallel,  ausgenommen,  wenn  die 
Spuren  mit  der  Axe  parallel  sind.  In  diesem  Falle  müssen  noch  die 
dritten  Spuren  unter  einander  parallel  sein,  damit  es  die  Ebenen  sind. 

5)  Die  Spur  einer  Ebene  geht  durch  die  gleichnamige  Spur 
jeder  Geraden,  die  in  ihr  liegt. 

76.  Aufg.  Die  Projektionen  einer  Geraden  g  zu  zeichnen,  welche 
durch  zwei  gegebene  Punkte  P  (P',  P")  und  Q  (Qf,  Q")  geht. 


Fig.  15. 


Fig.  15. 


Aufl.  Es  i8tg  =  P'  Q[y  g"  =  P"  ©". 

Ist  der  eine  Punkt  Q  ein  unend- 
lich ferner  Q^  durch  die  Gerade  q  ge- 
gebener, so  heißt  die  Aufgabe  auch  so: 
durch  P  eine  Parallele  zu  q  zu  ziehen. 

Es  ist  dann  g=P'Q'Jqy==^P''Q'Jq'^ 
77.  Äufg,  Die  Spuren  einer  Ebenem 
zu  bestimmcHy  welche  durch  drei  gegebene 
Punkte  PfQfR,  oder  durch  einen  Punkt 
und  eine  .nicht  durch  denselben  gehende 
Gerade,  oder  durch  zwei  sic/i  schneidende 
Gerade  geht 

Aufl»  Für  den  ersten  Fall  liegen 
die  Geraden  QB=p,  RP^q,  PQ  =  r  in  E,  folglich  bestimmen 
deren  erste  Spuren  Pi,Qi,  Ri  drei  Punkte  der  ersten  Spur  e^  der  B, 
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die  zweiten  Pg,  Q^,  B^  drei  Punkte  der  c^,  wozu  noch  die  weitere 
Probe  kommt,  daß  e^  und  e^  sich  in  Eq  auf  x  treflFen  müssen.  Man 
kann  von  jenen  sechs  Spurpunkten  drei  entbehren.  —  Die  beiden 
anderen  Fälle  sind  in  dem  ersten  enthalten. 

Besonderer  FaU.  Liegt  einer  der  Punkte  im  Unendlichen,  etwa 
ü^,  oder  noch  ein  zweiter  Q^y  so  erleidet  die  Art  der  Auflösung 
keine  Änderung.  Den  letzteren  Fall  kann  man  auch  so  ausdrücken: 
durch  P  parallel  zu  q  und  r  eine  Ebene  E  zu  legen;  von  dem 
Dreiecke  PQR  fällt  dann  die  Seite  QR  ins  Unendliche,  ist  aber 
auch  entbehrlich. 

78.  Aufg.    Durch   einen  gegebenen   Punkt  P  parallel  m  einer  vig.  la. 
gegebenen  Ebene  P  eine  Ebene  E   m  legen  und  ihre  Spuren  m  be- 
stimmen. Fig.  16. 

Aufl.   Da  die  Spuren  von  B  mit  den 
gleichnamigen  von  F  parallel  sein  müssen, 
so   ist  noch  ein  im  Endlichen  liegender 
Punkt  einer  Spur  von  E   zu  bestimmen, 
was  durch  eine  Gerade  geschieht,  welche 
man  durch  P  parallel   zu  einer  Geraden 
der  F  legt.'^  Man  wählt  als  letztere  zweck- 
mäßig eine  Spur,  etwa /j,  deren  zweite  Pro- 
jektion die  Axe  x  ist,  zieht  P'  F'  ||  /i,  P'  F"  ||  o?,  bestimmt  die  zweite 
Spur  F"   dieser  Geraden,  zieht  durch   F"  die  ^2  |)  /i  bis  zu  x,  von 
da  die  «^  ||  /^j,  so  ist  die  Aufgabe  gelost.     Man  hätte  auch  Pfl  ||  /^ 
ziehen  können.  —  Fallen  F  und  H  über  die  Grenzen  der  Zeichen- 
fläche hinaus,  so  wählt  man  eine  passende  andere  Gerade  der  F. 

79.  Ubungsaufgaben. 

1)  Durch  die  Punkte  P  (0,  —  2,  6)  und  Q  (4,  5,  —  3)  eine  Ge- 
rade g  zu  legen,  ihre  Spuren  zu  bestimmen  und  die  Projektionen 
nach  der  Regel  auszuziehen  und  zu  punktiren. 

2)  Zu  der  Geraden  PQ  [P(0,  -  3,  -  4),  ^  (0,  3,  7)]  eine 
Parallele  g  durch  B  (3,  —  4,  2)  zu  legen  und  ihre  Spuren  zu  be- 
stimmen (mittelst  einer  dritten  Projektion). 

3)  Die  Spuren  einer  Ebene  P^P  =  B  zu  bestimmen,  wenn 
P(0,  ~3,  -4),  (2(4,  5,  1),  22(7,  -4,  4),  oder  P(0,  6,  4), 
Q  (2,  -  5,  -  2),  i2  =  X^  (auf  x). 

4)  Die  Spuren  einer  Ebene  zu  bestimmen,  welche  durch  zwei 
sich  in  einem  Punkte  der  Axe  schneidende  (oder  zur  Axe  parallele) 
Gerade  geht. 

5)  Eine  Ebene  '^{e^e.^  parallel  einer  gegebenen,  zur  Axe  paral- 
lelen Ebene  'F{f\f^)  durch  einen  gegebenen  Punkt  zu  legen. 

6)  Von  einem  Punkte  P  und  einer  Geraden  g,  welche  in  einer 
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gegebenen  Ebene  B  liegeiij  die  zweiten  Projektionen  P",g"  zu  finden, 
wenn  die  ersten  P",  g   gegeben  sind.^ 

7)  Zu  entscheiden,  ob  eine  gegebene  Gerade  gig'g")  mit  einer 
gegebenen  Ebene  £  (e,  c^)  parallel  läuft. 

8)  Die  Gesamtlieit  der  StrEihlen,  welche  durch  einen  Funkt,  den 
Mittelpunkt,  gehen  und  in  einer  Ebene  liegen,  nennt  man  ein  Strahlen- 
büsckel.  Ea  sind  die  beiden  Projektionen  einiger  Strahlen  a,  b,  c... 
des  BUscbels  zu  verzeichnen,  das  in  der  gegebenen  Ebene  E  liegt 
und  von  dessen  Mittelpunkt  F  die  zweite  Projektion  P"  gegeben  ist. 

9)  Die  Gesamtheit  der  Ebenen,  welche  durch  eine  Gerade 
gehen,  nennt  man  ein  Ehenetibüschd  und  die  Gerade  seine  Äxe.  Es 
sind  die  beiden  Spuren  einiger  Ebenen  A,  B,  0 . . .  des  Büschels  zu 
verzeichnen,  dessen  Axe  g{g'^'^  gegeben  ist. 

Y.   DurohBobnitte  von  Ebenen  nnd  Geraden. 
80,    Aufy.    Die  SchnUtgerade  g  zweier  Ebenen  E  und  P  zk  finden, 
welche  durch  Hire  Spuren  gegd>en  sind. 
FiR.  iJ.  Aufl.    Die  erste  Spur  G,  der  g  muß  auf  Cj  und  f\  liegen  (75,  ö), 

Fig.  17.  also  ihr  Schnittpunkt  sein;  ebenso  ist(rj™<Cg/j, 

wodurch  g  bestimmt  ist. 

Besondere  Fälle.  1)  Sind  ewei  gleidmamigc 
Spuren  der  Ebenen  unter  tnnander  pareUlel,  z.  B. 
Cj  D  /"n  so  ist  auch  g  \\  Cj  und  s'  H  e,,  g"  ||  x. 

2)  Sind  beide  Ebenen  zur  Axe  parallel,  so 

sind  es  auch  ihre  Spuren  sowie   die  g,   von 

der  noch  ein  Punkt  im  Endlichen  bestimmt 

werden  muß;  aber  das  allgemeine  Verfahren 

Man   wendet  dann  die  dritte  Projektionsebene  an, 

bestimmt   die   Spuren  r,  und  f^, 

deren  Schnittpunkt  P  ein  Punkt 

von  g  ist.     Oder  man   legt  eine 

— 1-^      ^^,  andere    passende    Hilfsebene   K, 

■y-   ff"  p"\  "^.X      \        bestimmt  ihre  Schnittlinie  A  mit 

— ^^; ' — i-T — f—     E  und  (  mit  F;  der  Schnittpunkt 

y     I      ^''i   ./'"'•'         Q  ™"  ^  ""''  '  gehört  der  g  an. 

\      !^'      \-^'      '  Beide     Veriahren     beanspruchen 

\'^'l  I  /fj  nahezu  gleich  viel  Zeit;  das  erste 

^        /  erfordert   neun  Zeichnungsopera 


*,■       '  '■*  tioneu,   diis  zweite   deren  zwölf; 

das  erat«  macht  aber  noch  viermn.1  den  Wpthael  der  Werkzeuge, 
des  Lineals  und  Bleistifts  mit  dem  Zirki'l,  notwendig,  was  etwa 
noch  zwei  ZeiduiuDgsopcrationeu  gleich  zu  aetzea  ist. 
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77 


Fig.  19. 


3)  Treffen  sich  die  gleichnamigen  Spuren  heider  Ebenen  nicht  mehr  Fig.  i». 
innerhalb  der  Grenzen  der  Zeichenfl'äche,  so 
lege  man  eine  Hilfsebene  E,  zweckmäßig 
parallel  zu  einer  F,  etwa  zuP^,  deren  zweite 
Spur  Tc^  II  X  man  zieht.  Man  bestimmt  in 
beiden  Projektionen  die  Schnittlinien  der  E 
mit  der  E  und  F,  deren  Schnittpunkt  K\  K" 
der  g  angehört.  Eine  zweite  Hilfsebene  L 
liefert  einen  zweiten  Punkt  L  der  g, 

4)  Dieses  Verfahren  führt  nicht  mehr 
zum  Zfele,  wenn  kein  Punkt  K  der  g  durch 
seine  beiden  Projektionen  auf  der  begrenzten 
Zeichenfläche  dargestellt  werden  kann,  wenn 
vielmehr  ganz  verschiedene  Stücke  der  g  in  der  P^  und  der  Pg  erschei- 


nen. Dann  kann  man  andere,  nicht  auf 
einer  P  senkrechte  Hilfsebenen  an- 
wenden; die  wenigsten  Operationen 
dürfte  folgendes  Verfahren  verlangen. 
Man  lege  eine  zu  F  parallele  Hilfs- 
ebene K,  deren  Schnittlinie  Ä*)  mit 
S  unmittelbar  erhalten  werden  kann. 
Man  lege  eine  weitere  Hilfsebene 
durch  die  Axe  und  durch  einen  in  der 
ersten  Projektion  gewählten  Punkt 
A!'  der  ä';  diese  Ebene  schneidet 
bei  der  Grundrißdarstellung  die  E 
in  E^ÄyAie  K  in  Kf^Ä  und  die  F  in 
der  mit  K^Ä  parallelen  F^B'\  der  Schnitt  S  von 
E^Ä  und  J'^qJS' gehört  der  g  an,  die  zu  A'  parallel 
ist  Eine  weitere  Hilfsebene  durch  x  und  einen 
passenden  Punkt  C"  von  ä"  liefert  den  Punkt  D" 
der  g\ 

81,  Aufg.  Den  Schnittpunkt  P  einer  Geraden 
g  mü  einer  Ebene  E  zu  bestimmen^  welclw  durch 
ihre  Spuren  e^^  e^  gegä>en  ist. 

Aufl.  Man  lege  durch  g  eine  Hilfsebene,  be- 
stimme ihre  S^Hmiitgerade  mit  E,  so  liegt  diese 
mit  g  in  der8elb8^^ Ebene,  und  der  Schnittpunkt 
beider  Geraden  ist  j\  Am  zweckmäßigsten  ist  in 
der  Regel  eine  projicitende  Ebene  von  g  als  Hilfs- 


Fig.  20. 


Vig.  20. 


Fig.  21. 


Fig.  81. 


X       ..       ^ 


*)  h\  A"  sind  in  der  Fignr  nicht  bezeichnet. 


4 


78    n,  81—84.    PuDkiy  Gerade  und  Ebene  in  senkrechter  Projektion  etc. 


ebene;  die  erste  projicirende  schneidet  B  in  a^  a"  und  g'  bestimmen 
P",  woraus  P'  auf  g  folgt.    Die  zweite  projicirende  Ebene  sckneidet 

Pig.  22.  p-     o9  ^  ^^  ^^  woraus  P'  und  dann  P"  folgt. 

Sind  die  Schnittlinien  der  B  mit  den  pro- 
jicirenden  Ebenen  nicht  unmittelbar  zu  erhalten, 
vielleicht  auch  die  Spuren  der  g  nicht  erreich- 
bar^ so  schneide  man  die  eine  projicirende  Ebene 
der  g  mit  anderen  Linien  der  B,  als  mit  ihren 
Spuren.    In  Fig.  22  ist  die  zweite  projicirende 
Ebene  von  g  mit  e^  in  £  und  mit  einer  in  B 
parallel  zu  e^  gezogenen  Geraden  Ä  in  iT  ge- 
>^.        schnitten;   H' H'    bestimmt    dann   auf  g'   den 
^     Punkt  P'. 
82.   Zkjoei  Gerade  g  und  l^  schneiden  sich,  wenn  die  Schnittpunkte 
gleichnamiger  Projektionen  P'  =  g'h'  und  P"  =  ^"A",  in  einer  Ordi- 
natenlinie  liegen.     P  =  (P',  P")  ist  dann  der  Schnittpunkt. 
A3.     Übungsaufgaben. 

1)  Den  Durchschnitt  zweier  Ebenen  zu  bestimmen;  welche 
durch  denselben  Punkt  der  Axe  gehen. 

2)  Mit  Beachtung  der  notwendigen  Punktirung  den  DuBchschnitt 
zweier  Ebenen  zu  verzeichnen,  deren  erste  Spuren  sich  in  —  Pj 
und    deren    zweite    sich    in    — Pg    treflfen    (oder    in    +Pi>  — P^; 

3)  Den  gemeinschaftlichen  Punkt  dreier  durch  ihre  Spuren  ge- 
gebenen Ebenen  zu  bestimmen. 

4)  Eine  Ebene  B  mit  einer  Geraden  g  zu  schneiden ,  wenn 
^)  ff^^f  ^)  S'J-^i?  c)  g±X'^  und  gegeben  durch  die  Projektionen 
eines  bezw.  zweier  ihrer  Punkte. 

5)  Den  Schnitt  einer  Ebene  und  einer  Geraden  mit  den  Hal- 
birungsebenen  H^  und  Hg  zu  bestimmen  (s.  66). 

6)  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Gerade  parallel  zu  zwei 
gegebene^  Ebenen  zu  ziehen. 

7)  Durch  einen  gegebenen  Punkt. P  eine  Gerade  g  zu  legen, 
welche  zwei  gegebene  Gerade  schneidet  und  zwar  wenn  a)  P  im 
Endlichen,  b)  im  Unendlichen  liegt  (P^   auf  j),  g  ||^;), 

VX    Verschieben  tmd  Bntbehren  der  Projektionsaxe. 
Fig.  23.  84.    Verschiebt  man  die  Projektionsaxe  x  parallel  mit  sich  selbst 

um  die  Strecke  a  nach  Xy  z.  B.  abwärts  und  vorwärts,  während  mau 
die  Projektionen  von  Punkten  und  Geraden  ungeändert  läßt  so 
vermehrt  man  den  erst#  Abstand  eines  jeden  Punktes  P  um  a  'und 
vermindert  den  zweiten  Abstand  um  a,  man  verschiebt  also  P    um 


II,  84—85.    Verschieben  and  Entbehren  der  Projektionsazo. 


79 


a  abwärts,  P^  um  a  vorwärts,   so    daß  Fig-  23. 

sich  die  Axe  in  der  Halbirungsebene  H^ 
bewegt.  Kehrt  die  Verschiebung  von  x 
in  der  Zeichnung  ihren  Sinn  um,  so  kehrt 
auch  die  räumliche  Verschiebung  von  x 
in  H,  ihren  Sinn  um.  Die  gegqnseitige 
Lage  der  Punkte  und  aller  durch  Projek- 
tionen gegebenen  Gebilde  bleibt  bei  dieser 
Verschiebung  ungeändert,  so  daß  auch  die 
Axe  ganz  weggelassen  werden  kann,  wenn 
nur  ihre  Richtung  oder  die  darauf  senkrechte  Richtung  der  Ordi- 
natenlinien  angegeben  ist,  was  schon  durch  die  Angabe  der  beiden 
Projektionen  eines  Punktes,  nicht  aber  derjenigen  einer  Geraden 
geleistet  wird.  ^ 

Anders  ist  es  mit  den  Spuren  von  Geraden,  welche  aber  nach  der 
Verschiebung  von  x  leicht  aus  ihren  Projektionen  bestimmt  werden,  so- 
wie mit  den  Spuren  Cj ,  Cg  einer  Ebene  B.  Um  die  neuen  Spuren  e/  und  e^ 
zu  bestimmen,  beachte  mau,  daß  ß^  zur  ersten  Projektion  e^,  zur 
zweiten  x  hat,  welche  Projektionen  sich  bei  der  Verschiebung  der 
Ajce  nach  x'  nicht  ändern.  Die  neue  zweite  Spur  von  e^  in  Bezug 
auf  X  ergibt  sieh  als  E^  auf  Xj  wodurch  die  neue  zweite  Spur  e^ 
der  Ebene  ||  e^  gezogen  werden  kann;  dadurch  ist  denn  auch  Eq 
und  ß/  II  e^  bestimmt.  Entsprechend  hätte  man  zuerst  die  erste 
Spur  El  der  e^  bestimmen  und  dadurch  e^  ziehen  können. 

Sobald  die  Frcjektionsaxe  entbehrt  werden  soll,  stellt  man  eine 
JBbene  nicht  mehr  durch  ihre  Spuren,  die  unbestimmt  werden,  son- 
dern durch  die  beiden  Projektionen  zweier  in  ihr  liegenden,  also 
sich  schneidenden  Geraden  dar. 

85.  Aufg.  1)  Den  Schnittpunkt  G  einer  Geraden  g  mit  einer 
Ebene  E  (-B,  a  6),  2)  die  Schnittgerade  g  zioeier  Ebenen  E  {E,  a  b)  und 


F  {F,  cd)  zu  bestimmen,  wenn  jede  der  Ebenen 
durch  die  Projektionen  zweier  sich  schneidenden 
Geraden  a,  6,  bezw.  c,  d  gegeben  ist. 

•AufL  1)  Man  lege  eine  projicirende  Ebene 
durch  gy  in  der  Figur  die  erste,  bestimme  ihre 
Schnittpunkte  A  und  B  bezw.  mit  a  und  b  in  der 
ersten  und  daraus  in  der  zweiten  Projektion,  so 
ist  AB  ihr  Schnitt  mit  der  Ebene  E,  also  der 
Schnittpunkt  g,  AB  der  gesuchte  Punkt  G.  — 
Da  man  hier  zweckmäßig  die  projici]:enden 
Ebenen  als  Hilfsebenen  nicht  vermeiden  kann, 
so  legt  man,  wenn  diese  in  keiner  Projektion 


Fig.  24. 


Ffg.  84. 


80    II,  8B— 86.    Punkt,  Gerade  aod  Ebeoe  io  «eukrechter  Projektion  ute. 

beide  Geraden  a  und  b  treffen,  eine  oder  zwei  neue  Gerade  in  der 
Ebene  06.  —  Daß  J^G'  ausgezogen  werden  rauß  und  ÄG'  punktirt, 
zeigt  die  Ordinatenlinie  aus  B'  in  der  anderen  Projektion,  welche 
ergibt,   daß  in  ihr  g  Ober 


Fig.  25. 


liegt. 
2)  Man  suche  die  Schnitt- 
punkte Ä  und  B  der  a  bezw. 
i  mit  cd,  und  die  Schnitt- 
punkte C  und  9  der  c  bezw. 
d  mit  mh,  bo  mQBsen  die 
vier  Punkte  A,Jt,  C,3  auf 
einer  Geraden,  der  g,  liegen. 
Schneiden  sich  die  gleich- 
namigen Pr*jekti*nea  der 
vier  Geraden,  wie  in  der 
Figur  die  zweiten,  in  er- 
reichbaren Punkten,  so 
kommt  man  mit  den  wenig- 
sten Linien  zum  Ziel. 


^^.   Abstände  swisohea  FnmhteQ,  G«iaden  und  Bbenen. 

86.    Wir  bedürfen  zunächst  einiger  Satze  und  BegrifiFe. 

\)  Sfrfd  eine  Germle  g  auf  einer  Ebene  E  senkrecht,  so  stelU  die 
senkrechte  Projektion  der  g  auf  irgend  eine  Ebene  P  senkrecht  auf  der 
Spur  e  der  E  mit  P,  also  g' J^e^,  g" A.e^.  Denn  weil  gJ-E,  so  ist 
auch  j7_Le  (in  E),  und  weil  die  proji cir ende  Gerade  j>_LP,  so  ist 
auch  pJ-ß  (in  P);  die  projicirende  Ebene  von  g  oder  gp  ist  daher 
.Lfi,  daher  auch  die  Projektion  von  g  (in  gp)  J_e. 

2)  Ist  ein  Sehenlcel  a  eines  rechten  Winkels  ab  parallel  eu  einer 
ProjektionsiAene  P,  so  ist  auch  die  Prtyjektion  a'b'  des  Winkeis  ein 
rccfUer.  Denn  ea  ist  bl.a'  (  a),  und  die  Projicirende  p(XP)_La', 
also  die  projicirende  Ebene  bp  von  6  _L  a',  daher  auch  die  in  ihr 
liegende  6'  X  a'. 

ümgekclirt,  ist  «'6' ^90"  und  a  ||  P,  so  ist  auch  06  =™  90"-, 
denn  dann  liegt  b  in  einer  auf  a  senkrechten   projioirenden  Ebene. 

3)  Liegt  e'au-  geradr  oder  krummlinige  Figur  in  einer  zu  einer  Ebene 
p  jiaraUeJeii  Ebene,  so  ist  ihre  Parallelprojekiion  auf  p  mit  dar  Figur 
selbst  kongruent.  Dena  beide  Figuren  sind  parallele  ebene  Schnitte 
mit  derselben  proji  ei  reu  den  prismatischen  oder  cylindrischen  Fläche. 

4)  Ztcei  parallele  Sirecken  aundb  verltaUen  sich  wie  ihre  Birallel- 
proiemcmen  a  und  V  auf  eine  Ebene  P,  bei  ^selben  Mic/tiung  der 
Projicirende».     Denn  zieht  man  vom   einen  Endpunkte   von    a    die 


II,  86—89.    Abstände  zwischen  Pankien,  Geraden  und  Ebenen. 

Projicirende,  vom  andern  die  Parallele  zur  Projektion  d  bis  zu  jener 
Projicirenden,  welche  also  =  d  ist,  und  bildet  in  gleicher  Weise 
ein  Dreieck  über  6,  so  sind  beide  ähnlich,  woraus  folgt  a  :  6  =  a  :  J'. 
Daher  wird  die  Gleichteilung  einer  Strecke  durch  die  Gleichteilung 
ihrer  Projektion  dargestellt. 

87.  Man  nennt  die  in  einer  Ebene  E  zu   einer  Projektions-  Fin.  26. 
ebene  P  und  daher  auch  zur  Spur  e  der  Ebene  parallel  laufenden 
Geraden   die   Hauptlinien    h   der  Ebene    und  Fig.  26. 
unterscheidet  erste  ä^  ('!  ej  und  zweite  Äg  (i!  ßg) 
Hauptlinien.     Die  Senkrechten  in  der  Ebene 
za  jhrer  Spur  oder  ihren  Hauptlinien  nennt 
man  FalUinien  f,  weil  sie  unter  allen  Linien 
der  Ebene  die  größte  Neigung  oder  den  größten 
Fall  gegen  P  besitzen.    Die  Projektionen  von 
f  sind  nach  der  vorhergehenden  Niimmer  eben- 
falls  senkrecht   auf  der   Spur.     Man   unter- 
scheidet wieder  erste  f^  (_L  e^)  und  ztoeite  f^  ( J_  e^ 
PalUinien.    Es  ist  Ä/  ||  e^,  7i/'  ||  x^  h^  ||  a;,  ä/'  He^,  /i' J-^u  ^2"  J-^2* 

88.  Äufg.   DuircJi  einen  gegdtenen  Funkt  P  eine  Ebene  E  senk-  Fig.  27. 
redit  zu  einer  gegd)enen  Geraden  g  zu   legen, 

Aufl.  Man  ziehe  durch  P  eine  erste  und 
eine  zweite  Hauptlinie  der  Ebene,  welche, 
da  sie  mit  den  gleichnamigen  Spuren  parallel 
laufen,  senkrecht  auf  den  gleichnamigen  Pro- 
jektionen von  g  stehen  müssen  (A/'  ||  h^  ||  rr, 
h^  ±.g\  h^"  J^g").  Die  Spuren  e^^i^A-g')  und 
€2  (J-/')  der  S  gehen  durch  die  Spuren  jener 
Hauptlinien,  deren  eine  zu  ihrer  Vorzeich- 
nung  genügt. 

89.  Unter  Drehung  eines  Raumgebildes 
um  eine  Gerade  als  Drehaooe  a  versteht  man 

eine  Bewegung  desselben,  bei  welcher  jeder  Punkt  der  Axe  an  seiner 
Stelle  bleibt  und  das  Gebilde  starr  mit  ihr  verbunden  ist.  Es  be- 
hauptet daher  jeder  Punkt  P  des  Gebildes  seinen  Abstand  von 
jedem  Punkte  der  Axe  a  und  eine  von  P  auf  a  geföllte  Senkrechte 
behauptet  diese  senkrechte  Stellung,  ihren  Fußpunkt  M  und  ihre 
Große  r.  Die  Senkrechte  beschreibt  daher  eine  zu  a  senkrechte 
Ebene,  und  P  in  ihr  einen  Kreis  um  M  mit  dem  Halbmesser  r. 
—  Ist  a  senkrecht  auf  einer  Prqjekti(msd>ene  P,  so  ist  die  Ebene 
des  beschriebenen  Kreises  ||  P  und  desse\  Projektion  ein  mit  ihm 
kongruenter  Kreis  (86,  3),  dessen  Mittelpunkt  die  Spur  der  Axe  und 
zugleich  die  Projektion  M'  von  M,  Ist  a  paralkl  zu  einer  P,  also  d  \\  a, 

Wiener,  Lehrbtioh  der  darstellonrlou  Geomotrio.  6  jf^^ 


Fig.  27. 


82 


10.    Punkt,  Gerade  und  EbcDe  in  seDkrecbter  Projektiou  etc. 


so  int  die  Ebene  des  beschriebenen  Kreises  _La,  und  ihre  Spur  und  zu- 
gleich die  Projektion  des  Kreises  eine  zu  a  und  zu  a  senkrechte  Gerade. 
Unter  der  Vmlegung  (Umklappong,  dem  Herabschla^en)  einer 
Ebene  in  eine  andere  versteht  man  (59)  die  Drehung  der  einen  um 
die  Schnittlinie  beider,  bis  sie  mit  der  anderen  zusammenfallt.  Die 
wieder  zurSckfübrende  Bewegung  heißt  das  Aufrichten  (das  ZurQck- 
schlagen).  Gewöhnlich  wird  die  Umlegung  in  eine  Projektionsebene 
TOrgenomuiea.  In  ihr  liegt  dann  die  Drehase;  und  die  Projektionen 
der  Kreise,  welche  die  mit  der  gedrehten  Ebene  fest  verbundenen 
Punkte  beschreiben,  sind  auf  der  Drehaxe  senkrechte  Gerade. 

90.    Aufg.    Den  Abstand  ztceier  durch  ihre  Projektionen  geg^tenen 
Pitnlfe  P  und  Q  zu  bestimmen. 

Aufl.  1.  Nur  wenn  die  Strecke  PQ  mit 
einer  P  parallel  läuft,  ist  sie  gleich  ihrer  l*ro- 
jektion  auf  P.  Andernlalls  lege  man  das  pro- 
,  jicireude Paralleltrapez, etwadaaersteP^^i'' 
in  die  P,  um,  indem  man  beachtet,  daß  bei 
P,  Q'  rechte  Winkel  liegen,  und  indem  man 
P-P'"  =  pop;  qq-  ^  q^g-  macht-,  ea  ist 
dann  P'"  q"*  der  wahre  Abstand  PQ. 

Aufl.  2.     Man   drehe   das   projicirende 

Paralleltrapez  PP'qQ  um  die  Projicirende 

Qq  des  einen  Punktes  Q,  bis  ea   |  p,  wird. 

Dabei  beschreibt  P  einen  mit  P,  parallelen 

Kreisbogen,  PF"  (Mittelpunkt g'),P"P"('a;), 

bis  qP"'\x  ist,  und  ziehe  P"'P"'j_x;   es 

■  ist  dann  P'^q'  die  wahre  Länge  PQ.     Man 

kann   auch  das   zweite  projicirende   l^arallel- 

trapez   PQq' P"   um    eine  Projicirende   QQ' 

drehen,  bis  es  Q  P,  geworden;  man  erhält  dann 

pyq  =  PQ. 

Aufl.  3.  Die  einfachere  Anschauung  dea 
vorigen  Verfahrens  ist  die,  daß  man  Ton 
dem  einen  Endpunkte  P  eine  Senkrechte  PA  auf  die  Projicirende, 
z.  B.  die  erste  Qq,  dea  andern  Endpunktes  fällt.  In  dem  reciil- 
winkligen  Dreieck  PAQ  ist  dann  PA  =  P'q,  AQ  =  Ä'q',  so  daß 
man  die  wahre  Lange  einer  Strecke  PQ  als  die  Hypotenuse  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks  erhält,  dessen  eine  Kathete  gleich  ihrer 
Projektion  auf  P,  die  andre  gleich  dem  Unterschiede  der  AbsUinilo 
ihwY  ün^lpunktc  von  P  ist.  Für  P,  ist  P"A"q'  die  wahre  (»r- 
stalt  diese,';  Dreiecks,  filr  P^  dagegen  P'''if  ^';  es  ist  dann  PQ  =. 
P'^Q-^P^'q. 


p-L 
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Der  Unterschied  der  Tafelabstände  zweier  Punkte  ist  älgebrniseh 
zu  nehmen^  so  daß  er  zu  einer  Summe  zweier  Längen  wird^  wenn 
die  Punkte  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  P  liegen.  Oder  er  ist 
der  Abstand  der  durch  die  beiden  Punkte  parallel  zu  F  gelegten 
Ebenen. 

Es  ergibt  sich,  daß  die  senkrechte  Projektion  einer  Strecke 
kleiner  oder  höchstens  gleich  der  Strecke  ist,  und  zwar  sind  die 
beiden  Projektionen  • 

P'Ö'  =  Pe.cosy„    P'Q"  =  PQ.QOHY^, 
wenn  y^  und  y^  die  Neigungen  der  Geraden  bezw.  gegen  Pi  uHtf  Pg. 

91*  Aufg.  Den  Aistand  eines  gegdkmen  Punktes  P  von  einer 
gegehenen  Ebene  £  m  finden, 

Aufl,  Da  man  unter  dem  Abstände  den  kürzesten  oder  senk- 
rechten^ versteht,  so  falle  man  von  P  eine  Senkrechte  auf  B,  be- 
stimme ihren  Schnittpunkt  Q  mit  E  und  dann  die  wahre  Länge 
von  PQ. 

1)  Ist  E  durch  ihre  Spuren  e^,  e^  gegeben,  so  ist  P'^' J_  Ci,Fig.  so. 
P"  Q''  ±  e^  (86),  ihr  Schnittpunkt  Q  mit  E  wird  Fig.  30 

nach  Nr.  81  und  die  wahre  Länge  PQ  =  P'Q'^' 
nach  Nr.  90  bestimmt. 

2)  Steht  E  senkrecht   auf  einer  P,  so  ist 
PQ  parallel  zu  dieser  P  und  unmittelbar  in  der 
Projektion  auf  P  zu  erhalten.    Man  kann  diesen 
Fall  stets  herstellen,  indem  man  eine  P3  senk- 
recht auf  e^  oder  e^  annimmt;  es  ist  dies  aber 
im  allgemeinen  nicht  vorteilhaft,  weil  mehr  Ver- 
richtungen,  wie   bei   1)  notig   werden.    —    Für 
£  II  ^12  ^^^A,  die  1.  Auflösung  unbrauchbar;  dann 
benutzt  man  die  auf  x^^  senkrechte  P3,  welche 
man   am    besten   durch  P  legt,  bestimmt  die 
dritte  Spur  Cj,  die  dritte  Projektion  P"'  und 
fällt  P^'e"'  J.  63,   so  ist  P'"e'"  =  PQ-,  P'  Q' 
und  P"  Q"  ergeben  sich  daraus. 

3)  Ist   B  =  a6   durch   zwei   sich  schnei- 
dende  Gerade    gegeben,    so    ersetzt   man    die  x^r  ] 
Spuren  durch  die  mit  ihnen  parallelen  Haupt- 
linien %i  und  h^  der  ab,  indem  man  beachtet, 
daß  /*/'  II  Äg'  II  X.    Dann  kann  man  P'  Q'  _L  Ä/, 
P"e"_LÄ/  fällen,   den   Schnittpunkt    Q   von   Jp/ 
PQ   mit  ab   (85,  1)   und   die   wahre  Länge   ^FQ^^^PQ  be- 
stimmen.  —   Bei   dieser  Aufgabe   sind    die   gegebenen  Spure^  der 
Ebene  vort<}ilhaft. 


T'm.  aj. 


Fig.  31. 
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Fig.  38. 


Fig.  33. 
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92«    Aufg.  ^  Den  Abstand  eines  gegebenen  Punktes  P  von  einer 
gegebenen  Geraden  g  zu  bestimmen. 

pjg  32^  Aufl.   Die  von  P  auf  g  gefällte  Senkrechte 

p„  j^  PQ  ist  der  kürzeste  Abstand.    Da  aber  ein  rech- 

^  ter  Winkel  PQ^g  nicht  auch  einen  solchen  zur 

Projektion  hat;  so  erhält  man  den  Fußpunkt  Q 
nicht  unmittelbar,  wohl  aber  in  einer  JL^  durch 
P  gelegten  Ebene  (88).  Dieselbe  stellt  man  am 
einfachsten  durch  zwei  durch  P  gelegte  Haupt- 
^  linien  h^  und  ^2  ^^^«  ^^^  schneidet  dann  die 
Ebene  ä^ä^  mit  g  mQ  und  bestimmt  PQ^^^P^  Q"\ 
Eine  zweite  Auflösung  ist  in  derjenigen 
der  folgenden  Aufgabe  enthalten. 

93.  Aufg.  Auf.  einer  gegebenen  Geraden  g 
einen  Punkt  B  zu  bestimmen^  der  von  einem 
gegebenen  Punkte  P  den  gegAenen  Abstand 
a  besitzt. 

Aufl.  Da  PR  in  der  Ebene  Pg  liegt, 
so  bringe  man  diese  Ebene  zunächst  durch 
Drehung  um  eine  Hauptlinie  in  eine  mit 
der  zugehörigen  P  parallele  Lage.  Dreht 
man  z.  B.  um  die  erste  Hauptlinie  PA 
(A  auf  ^r,  P"Ä'  parallel  der  gedachten  A«e 
X  oder  _L  P"P^,  so  beschreibt  jeder  Punkt  B 
der.  g  einen  Kreis ,  dessen  erste  Projektion 
B'JB"'J.>il'  steht  (CJB^»%=BOJB',^JB"  = 
B'^'B").  (Wählt  man  JS  so,  daß  P'JS' I  fl?, 
so  ist  P"J3"  gleich  der  wahren  Länge  PB, 
und  es  wird  ^"  durch  P'K"  =  P"J5"  be- 
stimmt.) Die  Umlegung  von  g  ist  dann 
</"'  =  ÄB"\  Ein  in  der  umgelegten  Ebene 
Pg  aus  P'  mit  dem  Halbmesser  a  beschrie- 
bener Kreis  schneidet  nun  die  g"  in  den  zwei  Punkten  B"\  S'\ 
welche  nach  der  Wiederaufrichtung  nach  i?,  S'  auf  g'  gelangen 
{R"R  und  S"'S'  J_  P'-4.'),  aus  denen  sich  K\  S"  auf  g''  ergeben. 
B  und  S  sind  dann  die  beiden  Lagen  des  gesuchten  Punktes. 

Auch  den  senkrechten  Abstand  des  P  von  g  würde  man  als 
Abstand  P'  ^"  (J^  g'")  des  P'  von  g'\  und  daraus  Q\  Qf'  erhalten. 
PRS  i»t  ein  gleichschenkliges  Dreieck,  PQ  seine  Höhenlinie. 

94.  Aufg.  Den  Mrzesten  Abstand  zweier  geriebenen  Geraden  g 
und  h  zu  bestimmen, 

Aufl.  \.     Schneiden    sich    die    Geraden,    so    ist   ihr    kürzester 
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Abstand  Null^  sind  sie  parallel^  so  kann  er  von  jedem  Punkt  einer 
jeden  der  Geraden  aus  gemessen  werden;  im  allgemeinen  Falle ,  in 
welchem  die  Geraden  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  wird  ihr  kür- 
zester Abstand  sich  als  der  auf  beiden  Geraden  senkrechte  ergeben. 
Um  ihn  zu  bestimmen ,  lege  man  durch  einen  Punkt^  etwa  G^j  der  Fig.  34. 


Fig.  34. 


g  eine  Parallele  G2Ä  zu  Ä,  bestimme 
die  Spuren  Cj,  e^  der  durch  y  und  G^A 
gehenden  Ebene  E,  so  ist  h  mit  E 
parallel,  hat  also  von  ihr  einen 
gleichförmigen  senkrechten  Abstand, 
welcher  als  Bü  erhalten  wird,  wenn 
man  von  einem  Punkte  B  der  h 
eine  Senkrechte  BG  auf  S  fallt  und 
ihren  Schnittpunkt  C  mit  E  be- 
stimmt. Die  Parallele  CD  zu  h  ist 
dann  die  senkrechte  Projektion  von 
h  auf  £.  Man  schneide  CD  mit  g  in 
D  und  ziehe  DE  ||  CB  {±  B),  welche 
die  h  in  einem  Punkte  E  schnei- 
den muß.  Es  ist  dann  DE  ^=  CB, 
mit  der  wahren  Länge  E^D^^y  der  auf  g  und  h  senkrechte  Ab- 
stand von  g  und  Ä,  und  der  kürzeste,  weil  kein  Punkt  von  h  einen 
kürzeren  Abstand  von  einem  Punkte  der  E,  also  auch  nicht  von 
einem  Punkte  der  in  E  liegenden  g  haben  kann.  (22  Operationen, 
welche  man  noch  um  zwei  vermindern  kann,  wenn  man  den  Schnitt- 
punkt D  der  g  mit  der  Ebene  h,  BC  nach  Nr.  85,  1)  bestimmt.) 


Fig.  35. 
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Aufl.  2.  Man  kann  zuerst  die 
Richtung  der  auf  g  und  h  senkrech- 
ten Geraden  erhalten  als  Schnitt- 
linie 6"  jyveier  auf  g,  bezw.  h  senk- 
rechten Ebenen  g^g^ ,  h^ \.  Dann  legt 
man  durch  einen  Punkt  B  der  h  eine 
Parallele  ^  zu  $,  schneidet  die  Ebene 
ht  (ohne  Benutzung  der  Spuren, 
85,  1)  mit  g  in  D,  so  ist  die  von  A 
begrenzte  DE  ||  8  der  gesuchte  kür- 
zeste Abstand.     (20  Operationen.) 

95.    Übungsaufgaben, 

1)  Den  Abstand  zweier  Punkte 
zu  bestimmen,  wenn  a)  der  eine  in  dem  Quadranten  -j"  ^i  ~~  ^ 
der  andere  in   —  P^  +  Pj,    b)  beide  in   derselben  zur  Axe  [senk- 
rechten Ebene  liegen. 


Flg.  »5. 
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2)  Eine  durch  ihre  Projektionen  gegebene  Strecke  in  drei  gleiche 
Teile  zu  teilen. 

3)  Auf  einer  durch  ihre  Projektionen  gegebenen  Geraden  vua 
einem  gegebenen  Punkte  derselben  eine  gegebene  Strecke  abzuüchuc'- 
den.     (Zwei  Aufl.) 

4)  Den  Abstand  eines  Punktes  von  einer  zur  Axe  paralleleu 
£bene  zu  finden. 

5)  Den  Abstand  zweier  paralleler  Ebenen  zu  bestimmen. 

6)  Eine  Ebene  parallel  zu  einer  gegebenen  Ebene  in  einem 
gegebenen  Abstände  zu  legen.     (Zwei  Aufl.) 

7)  Die  zweite  Projektion  eines  Punktes  zu  finden,  dessen  erste 
Projektion  gegeben  ist^  und  welcher  von  einer  gegebenen  Ebene 
einen  gegebenen  Abstand  besitzt.     (Zwei  Aufl.) 

8)  Den  Punkt  auf  einer  gegebenen  Ebene  zu  finden,  welcher 
von  ^1,^8  bezw.  die  gegebenen  Abstände  a^^  a^  besitzt.    (Vier  Aafl.) 

9)  Den  Punkt  einer  gegebenen  Ebene  zu  bestimmen,  welcher 
von  .dreien  willkürlich  im  Baume  gegebenen  Punkten  gleich  weit 
absteht. 

10)  Den  Abstand  eines  Punktes  von  der  Axe  zu  bestimmen. 

11)  Den  Abstand  eines  Punktes  der  Pj  von  einer  Geraden  der 
T^  zu  bestimmen. 

12)  Den  Abstand  zweier  parallelen  Geraden  zu  ermitteln. 

13)  Eine  Gerade  zu  verzeichnen,  welche  mit  einer  gegebenen 
Geraden  in  einem  gegebenen  Abstände  parallel  läuft,  und  deren  erste 
Projektion  durch  einen  gegebenen  Punkt  der  Pj  geht.    (Zwei  Aufl.) 

14)  Eine  Gerade  parallel  zu  zweien  unter  einander  paralleleu 
Geraden  in  gegebenen  Abständen  von  denselben  zu  legen,  (Ver- 
mittelst einer  auf  den  Geraden  senkrechten  Hilfsebene.    Zwei  Aufl.) 

15)  Eine  Gerade  parallel  zu  dreien  unter  einander  parallelen 
gegebenen  Geraden  in  gleichen  Abständen  zu  legen. 

16)  In  einer  gegebenen  Ebene  eine  Gerade  zu  legen,  welche 
von  zweien  willkürlich  im  Räume  gegebenen  Punkten  gegebene  Ab- 
stände besitzt.  (Mit  Benutzung  des  geometrischen  Ortes  der  Ge- 
raden in  einer  Ebene,  die  von  einem  außerhalb  dieser  Ebene  gegebenen 
Punkte  einen  gegebenen  Abstand  besitzt,  und  mit  ümlegung  der 
Ebene  in  eine  P.     Vier  Aufl.) 

17)  Den  kürzesten  Abstand  einer  Geraden  von  der  Axe  zu  be- 
stimmen. 

18)  Zwischen  zwei  nicht  in  derselben  Ebene  liegende  gegebene 
Gerade  und  parallel  einer  gegebenen  Ebene  eine  gegebene  Strecke 
zu  legen.     (Zwei  Aufl.)  . 

19)  Gegeben:  die  beiden  Projektionen  einer  Geraden  g^  die  erste 
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II,  95—97.    Wiiikfl  Kwiacbcn  Gurudi-n  uud  Ebenen.  §7 

Prujektiuii  h'  einer  deriulen  h,  uud  von  dem  kürsesteu  Abstünde 
DE  beider  die  ersten  Projektionen  der  Endpunkte,  2/  auf  ij,  E' 
auf  h';  gesucht:  die  zweite  Projektion  V  von  h. 

20)  Gegeben  (s,  19)  <j,  g",  K,  TJ,  die  wahre  Große  vuu  DE, 
gebucht  A".    (Zwei  Aufl.)  . 

21)  Durch  einen  gegebenen  Puukt  f  eine  Gerade  h  zij  legen, 
welche  von  einer  gegebenen  Geraden  y  den  gegebenen  Abstund  a  be- 
eitxt  diid  in  einer  zu  g  senkrechten  Ebene  liegt.    (Zwei  Aufl.) 

vm.    Winkel  swisehen  Geraden  nnd  Ebenen. 

9(i.  Unter  dem  Wir^d  szvc'ier  Gerade,  welche  sich  nicht  schnei- 
den, versteht  mau  den  Winkel  zweier  sich  schneidenden,  mit  jenen 
parallelen  Geraden.  Wir  brauchen  daher  nur  den  letzteren  Fall  zu 
betrachten, 

Attfg.  Den  Winkel  zweier  sich  schneidenden,  durch  ihre  ProjcJi- 
tioticn  geg^men  Geraden  g  und  h  zu  bestimmen.  .,,_^ 

Aufl.    Ä  sei  der  gemeinschaftliche  Punkt  "  pi 

von  g  und  A.     Man  schneide  g  und  h  durch  /^v"    ' 

eine  mit  einer  P  (etwa  P,)   parallele   Ebene     _  y    i  \/^./ 

in  G,  und  iT,,  lege  das  Dreieck  GiAHi  um  /  i        \ 

tr,ff^,    in    diese    Ebene    nach    G^Ä"Hi    um        /         J         _\ 

{A"-Äiy  j_  G.fli,  A^s"  =-  A:ir,  ita"  =    ^  '""'    '■''"  ,;^ 

li"'A"),   so   ist   dies    die   wahre  Gestalt  des        i  ''"r'  ///   ' 

Dreiecks   G^HIT,    und   GiA'",   H^A"'   bilden      -I,  ■   >     7  I 

bei  Ä"  die  vier  Winkel  der  g  und  h.  "'        ■■■/'  -[/,    ' 

1)7.    Sülze.    Daraus,  daß  die  Projektion  -•';■   / 

eines  rechten  Winkels,  dessen  einer  Schenkel  f^/~M"' 

der  Projektionsebene  P  parallel  läuft,  wieder  /L>\ 

ein  Rechter  ist  (86,  2),  folgt: 

1)  Ein  spitzer  Winkel  ha  =  a,  dessen  einer  Schenkel  h  jiarallel 
der  Projektionsebene  P  läuft,  hat  zur  Projektion  eiuen  Winkel 
h'a  =  a,  der  kleiner  oder  höchstens  gleich  a  ist  (-^  h'a  <  ^  /ta)_ 
^  h'a  =  -^  Aß  gilt,  wenn  auch  a  ß  P.  Kndet  dies  nicht  statt,  so 
bilde  man  aus  dem  Winkel  Ao  durch  eine  Senkrechte  f  zu  A  ein  recht- 
winkliges Dreieck  hfa,  dessen  Projektion  h'fa  ist.  In  beiden  Drei- 
ecken sind  zwei  Winkel  und  zwei  Seiten  gleich  (-^  h'f  =  ^  A/'=  90" 
uud  h'  =  b);  dagegen  ist  f  <f,  woraus  folgt,  daß  dem  /'  ein 
kleinerer  Winkel  als  dem  f  gegenübersteht,  oder  daß  -^  Ka  <  -^  A«. 
h  ist  dann  eine  Hawpilinie  und  f  eine  Falllinic  der  Ebene  dm  \yinkel». 

Aus  denselben  rechtwinkligen  Dreiecken  folgt  -^/Vi  >  *^/'<r'; 
oder  ein  spitzer  Winkel  fa,  dessen  einer  Schenkel  /'  eine  Ealllinie 
seiner  Ebene  ist,  hat  zur  Projektion~einen  Winkel  /'«',  der  >  -^  fa  ist. 


88    II,  97—99.    Piiiikt,  Uuradt!  und  Ebcnu  in  eeukrucbter  rrojukUua  etc. 

2)  Jn  der  Kbeuc  eiues  Wiakels  kauu  durch  desäen  Scheitel 
eiue  Haupt-  uud  eine  Falüiuie  gezogen  werden.  Ein  Winkel  ab  nun, 
der  die  Hauptlinie  zur  Hälfte  einschließt,  die  FalUiuie  aber  aus- 
schließt, hat  eine  verkleinerte  Projektion  ab'  (■^  ab'  <  ^a6).  Schließt 
er  umgekekrt  die  T1iniirLie"'zur  Hälfte  ein  und  die  Hauptlinie  ans, 
so  ist  ^a'b'  >  -^  ai.  Dies  folgt  durch  Zerlegung  in  spitze  Winkel 
vermittelst  der  eingeschlossenen  Linie. 
/  3)  Bcbließt  ein  Winkel  ab  die  halbe  Haupt-  und  die  halbb  FalU 
J  linie  beide  aus  oder  beide  ein,  so  kann  seine  Projektion  größer, 
I  gleich  oder  kleiner  als  er  selbst  sein,  oder  es  ist  ^a'&'      -^afr. 

9S.   Unter  den  umgekehrten  Aufgaben,  Geraden  unter  gewissen 
Wiukelbedingungen   gegen   andere   Gerade   zu   legen,  mf^   folgende 
gelöst  werden. 
31.  Äufy.    In  P,  eine  Gerade  k  zu  legen,  welcite  die  yegiibene  Gerade 

y  unier  dem  r/effebenen    Winkel  a  schn&det. 

Aufi.    h  muß  durch  die  erste  Spur  G  der 
'  (j  gehen.    Fällt  man  aus  einem  willkürlichen 
Punkte  A  der  <j   eine  Senkrechte   auf  /«  mit 
dem  Fußpunkte  B,  so  ist  AliG  ein  Dreieck, 
dessen  Gestalt  man  angeben  kann,   da  seine 
Seite  AG  gleich    der   wahren  Länge  Ä'G'" 
'    dieser    Strecke    ist    {A„G"'  =  A'G'),    dessen 
■^G  =  a,  dessen  -^  ö  =  90"  ist    Aus  diesen 
Angaben  verzeichne  man  das  Dreieck  A"G"'B"'. 
In  seiner  ersten  Projektion  A'G'JB'  ist  G'A' 
gegefen,  Q'B'  =  G"'B"',  ^B  =  90".    Mit- 
telst des  aus  G'  mit  dem  Halbmesser  G"  S" 
■•-.  beschriebenen  Kreises  und  seiner  beiden  Tan- 

genten aus  Ä  kann  man  zwei  solche  Dreiecke 
zeichut'ii  iiQÜ  i'ihiilt  daher  die  zwei  Auflösungen  G'Ü ,  G' B*'.    Die- 
selben werden   reell,  wenn  G' B'  <  G'Ä,  d.  i.  auch  G"'B"'  <  G"'A„ 
lind  dann  ■^.a  <,-^  A"  0'" An  =  -^  AGÄ,  d,  i.  -^  a  <  -^  gij   ist 
HO.    i;  buiujsavfgaben. 

1)  Den  Winkel  z-weier  Geraden  zu  bestimmen,  deren  eine  mit 
P,   {larallel  ist. 

2)  Den  Winkel  der  beiden  Spuren  einer  Ebene  zu  bestimmen. 

3)  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Gerade  zu  legen,  welche  eine 
gegebene  Gerade  unter  einem  gegebenen  Winkel  schneidet.  (Zwei  Aufl.) 

4)  In  einpr  gegcbcneu  Ebene  E  eine  Gerade  h  zu  legen,  welche 
eine  nicht  in  E  liegende  Gerade  ij  unter  dem  gegebenen  Winkel  a 
^neidet.     (Zwei  Aufl.)  —   Man  fülle  aus   einem  Punkte  A  der  /y 
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eine  Senkrechte  auf  E,  bestimme  deren  Fußpunkt  und  den  Schnitt- 
punkt der  g  mit  E^  lege  dann  E  sammt  diesen  beiden  Punkten  in 
eine  P  um  und  verfahre  weiter  nach  Nr.  98. 

5)  Eine  Gerade  h  soll  eine  gegebene  Gerade  g  unter  dem  ge- 
gebenen Wiukel  a  schneiden;  h"  zu  finden ,  wenn  noch  1i  gegeben 
ist.  (Zwei  Aufl.)  —  Die  erste  projicirende  Ebene  von  h  ersetzt  die 
Ebene  E  der  vorigen  Aufg. 

6)  Die  Projektionen  der  Halbirungslinie  eines  durch  seine  Pro- 
jektionen gegebenen  Winkels  zu  verzeichnen. 

7)  Von  einem  Winkel  gh  ist  die  zweite  Projektion  g"li'  und 
die  erste  Projektion  g'  des  einen -Schenkels  gegeben;  Ji  so  zu  be- 
stimmen, daß  -^f/A  =  <^^"Ä".    (Zwei  Aufl.) 

100.  Unter  dem  Winkel  einer  Geraden  g  mit  einer,  Ebeniß  £ 
versteht  man  den  kleinsten  Winkel,  welchen  g  mit  einer  Geraden 
der  £  bildet,  und  man  weiß,  daß  dieä  derjenige  der  g  mit  ihrer 
Projektion  auf  E  ist 

Aufg.  Den  Winkel  a  'einer  gegd>enen  Geraden  g  mit  eigner  ge- 
ffd)enefi  Ebene  E  m  bestimmen. 

Aufl.  Der  Winkel  der  g  mit  ihrer  Projektion  auf  £  ist  offen- 
bar-das  Komplement  des  Winkels  der  g  mit  einer  zu  £  senkrechten 


Geraden  s.  Ist  nun  £  durch  seine  Spuren  e^ ,  e^ 
gegeben,  so  ist  die  s  bestimmt  durch  "^  .L  ßj; 
'  s"  _L  e^.  Ist  £  durch  einen  Punkt  E  und  eine 
Gerade  e  gegeben,  so  lege  mah  in  £  durch  E 
eine  erste  Hauptlinie  \  und  [eine  zweite  Ag? 
w^mach  s  _L ä^',  s'  JL li^'  gezogen  werden  kann. 
D^nn  ermittele^  man  den  Winkel  gs^^g^s" 
(96),  worauf  man  dessen  K(^plemeut  a  durch 
eine  Senkrechte  zu  s"'  erhält. 

101.  Unter  Taf'elneigung  y  einer  Geraden 
#/  versteht  man  ihren  Winkel  mit  der  Tafel  P, 
d.  i.  ihren  Winkel  mit  ihrer  Projektion 
auf  P;  man  unterscheidet  erste  Tafel- 
neigu$ig  oder  erste  Neigung  y^  =  '^gg'y 
mit  Pj,  zweite  Neigung  y2  =  ^gg'\ 
mit  Pj  u.  s.  w. 

Aufg.    Die   beiden   Tafelneigungen 
^^^^v^^  einer  gegebenen  Geraden g  m  be- 

Aufl.  Man  lege  die  erste  projici- 
rende Ebene  gg\  welche  y^  enthält,  um 
ihre  zweite  Spur  G^G^'  in  Pg  um,  so 


Fig.  38.. 


Fig.  38. 


Fig.  39. 


Fig.  39 
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gelangt  G/  nach  G^*'  auf  o;,  und  es  ist  ^  G^G^^'G^'  =  y,.   Durch 
Umlegung    der    zweiten    projicirenden    Ebene    in    Pj    erhält    jaiau 

^  G^' G^'"  Gl  =  y^' 

102«  Sat0  1.  Die  Summe  der'  beiden  Tafelneigungen  einer  Ge- 
raden g  ist  kleiner  oder  gleich  einem  Rechten,  d.  i.  yj  +  ^2  5>  ^^. 
Fig.  39.  Denn  das  rechtwinklige  Dreieck  6r/'  G^''  G2  zeigt,  daß  y^-^  ^  G<^'=  dif-^ 
^  G2  ist  aber  der  Winkel,  den  r/  mit  der  GJ'  G.^  in  Pg  bildet,  so 
daß  (100)  ^G^'y^y^'t  woraus  der  Satz  folgt.  Die  Gleichheit  gilt, 
wenn  G^'  G^  mit  g'  zusammenfällt,  d.  h.  wenn  g  ±.x. 

Satz  2.  Bezeichnet  man  die  Strecke  G^G^  und  ihre  Projek- 
tionen bezw.  mit  g^  g\  g\  so  zeigeil  die  rechtwinkligen  Dreiecke 
mit  den  Winkeln  y^  und  y^ 


J  =  <^ö«  Y^> 


—  cos  yg, 


Fig.  40. 


wobei  Gr,  und  G^  offenbar  durch  willkürliche  Punkte  der-^Geraden 
ersetzt  werden  dürfen.  Das  Verhältnis  der  Projektion  einer  Strecke 
zu  der  Strecke  selbst  hefßt  ihr  VerhürzungsverMHnis  und  ist  gleich 
dem  Cosinus  der  Tafelneigung  der  Geradeh. 

103.  Auj^.  Durch  einen  gegebenen  PimM  F  eine, Gerade  g  unter 
gegd}enen  Tafelneigungen  yj,  y^  su  legen.  Bedingung:  yi  +  yjj  ^  90^. 
Aufl.  Legt  man  durch  P  eine  Gerade  .P-4,  welche  mit  der 
ersten  Projicirenden  FF'  den  Winkel  90°  -^  y^,  also  mit  P^  deu 
*^yi  bildet  und  läßt  dieselbe  sich  um  FF'  drehen,  so  erzeugt  sie 
einen  geraden  Freiskegel,  dessen  Erzeugende  die  Gesammtheit  der 
aus  F  mit  der  ersten  Tafelneigung  y^  gelegten  Geraden  sind,  zu 
Fig.  40.  denen    daher  g    gehören   muß.     Legt 

man  ebenso  um  FF"  als  Axe  einen 
zweiten  Kegel,  dessen  Erzeugende 
(z.  B.  FB)  gegen  Po  die  Neigung 
i~yf''  y^  besitzen,  so  muß  g  auch  eine 
Erzeugende  dieses  Kegels  sein.  Um  ^ 
die  gemeinsamen  Erzeugenden  beider 
Kegel  mit  der  gemeinschaftlichen  Spitze 
F  zu  finden,*  begrenze  man  beide  durch 
Kreise,  welche  von  F  gleiche  Abstände 
"2^  r   I        Fä  =  FB   besitzen    und   sich   daher» 

treffen,    dann    sind    die    Verbindungs- 

linien  ihrer   Schnittpunkte  mit  F  die 

gesuchten  Geraden  g.  —  Zur  Ausfüh- 

"'"""""'  rung    ziehe    man  FA  |)  Pg,  also  F'A' 

parallel    zu    der    gedachten    x,    F"Ä'    derart,    daß    ^  F F" A' 

=  90°  —  y,,   so    beschreibt   ein   willkürlicher   Punkt   A   derselben 


11,  103—104.    Wiukd  zniauhun  Gisiailou  and  EbuDcn.  Ol 

eiuäu  mit  P,  panilleleD  Kreis,  dessea  ertte  l'rujektiou  d^r  i^us  P" 
durch  A'  gelegte  Kreis,  dessen  zweite  die  zu  x  parallele  Ä' V . 
Ebeiiao  ziehe  mau  PK  K  Pj,  also  'P"lS'\x,  F H  derart,  daß- 
^  yp'S  =  90°  —  y^,  mache  P' B'  =  F"Ä',  so  beschreibt 
B  den  Kreis  B'  C  I>\  Zf"  C"  V.  Die  gleichiiamigeu  Projektionnn 
beider  Kreise  schneiden  sich  in  C,  D*  und  C",  I)" ,  wobei  C  C"  nud 
D'  IJf'  X  X,  also  räumliche  Schnittpunkte  C,  D  darstellen.  Die  räum- 
lichen Kreise  (die  auf  derselben  Kugel  liegen)  müssen  sich  räum- 
lich schneiden,  weil  beido  mit  allen  ihren  Punkten  gleich  weit  von 
F  abstehen  {PA  •=  PB);  daher  müssen  die  Schnittpunkte  des  einen 
mit  der  Ebene  des  anderen  auf  diesem  anderen  Kreise  liegen,  du 
dieser  die  Gesamtheit  der  Punkte  seiner  Ebene  enthält,  welche 
von  P  jenen  Abstand  besitzen.  —  Trugt  man  P'if  iu  Gedanken 
auf  der  entgegengesetzten  Seite,  wie  vorhin,  von  P"  aus  auf,  so 
erhält  mun  einen  dem  zweiten  gegenüberstehenden  Kegel,  welcher 
uoch  die  Punkte  E,  F  bestimmt.  Daher  sind  die  Geraden  PC,  PD, 
PE,  PF  die  vier  Auflösungen  der  Aufgabe;  die  Geraden  fallen  in 
jeder  Projektion  zu  zwei  in  einander.  ' 

104.  Übtmgsaufgahen. 

1)   Den  Winkel  einer  gegebenen  Ebene  mit  der  Axe  zu  be- 


.    2)   Voa  einer  Geraden  g  die  y"  zu  finden,  wenn  g,  G^  und 
a)  j'i,  oder  b)  y^  gegeben  sind.  (Zwei  Aufl) 

3)  In  einer  gegebeneu  Ebene  durch  einen  gegebeucu  Punkt  der- 
selben eine  Gerade  unter  gegebener  erster  Tafelneigung  y^  zu  legen. 
(Zwei  Auäi) 

4)  In  einer  gegebenen  Ebene'  £  durch  einen  gegebenen  Punkt 
derselben  eine  Gerade  zu  legen,  welche  einen  gegebenen  Winkel  a 
mit  einer  gegebenen  Ebene  F  bildet.   (Zwei  Auä.) 

.5)  Durch  einen  gegebenen  Punkt  P  eine  Gerade  zu  legen, 
welche  mit  einer  gegebenen  Ebene  S  einen  gegebenen  Winkel  e.. 
uod  mit  einer  F  einen  tp  bildet  (vier  Aufl.).  Durch  Umlegung  der 
B  in  F  und  dann  nach  Nr.  103  zu  lösen,  unter  weiterer  Benutzung 
einer  zur  Schnittlinie  der  B  und  r  senkrechten  Priijik(iyusc.lK'ii(; 
zur  Erfuittlung  der  Schnittlime  der  Ebenen  jener  beidiri   Kreitif. 

6)  Durch  einen  gegebenen  Funkt  eine  Ebene  zu  leyt-'ii,  wulcbo 
die  Axe  iu  einem  gegebenen  Punkte  und  unter  eineiu  g^i^cbeucu 
Winkel  schneidet.    (Zwei  Aufl.) 

7)  Durch  einen  gegebenen .  Punkt  eine  Ebene  zu  h'goii,  weicht 
eine  gegebene  Gerade  in  einem  gegebeneu  Punkte  unter  einem  ge- 
gebenen Winkel  schneidet.    (Zwei  Aufl.) 


B-ig.  *1. 
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S)  Durch  eiue  gegebeiie  Gerade  y  eine  Ebene  zu  legen,  welche 
eine  gegebene  Gerade  h  unter  einem  gegebenen  Winkel  schneidet. 
(Zwei  Aufl.,  vei^l.  7).) 

-   105.    Aufg.     Den   Wii^kd  a  etccier  gegdienm  Ebenen  E  und  T 
sa  hesUrnnKtt. 
1-  Anfl  1.     Die  Ebene  des   Winkels  a   steht   senkrecht   auf  der 

tMihuittlinie  AB  beider  Ebenen  und  schneidet  die  Ebeuen  in  den 
Schenkeln  von  a.  Sind  A  und  B  die  erste 
und  zweite  Spur  der  Schnittlinie,  so 
lege  man  die  erste  Spur  KF"  der  Win- 
kelebene _L  Ä]¥,  schneide  diese  Ebene 
{E'F")  mit  c,  in  E'  mit  /i  in  F"  und 
mit  AB  in  C,  so  enthält  das  Dreieck 
KCl"  bei  C  den  Winkel  a.  Um  die 
von  C  ausgehende  Höhenlinie  dieses 
Dreieck»  zu  ermitteln,  beachte  man, 
daß  ihr  Fußpunkt  V  der  Schnitt- 
punkt von  AB"  und  E' F  ist, 
lege  AB  mit  ihrer  ersten  projicirenden  Ebene  nach  A'S"  um 
{ÄB:B"  =  90",  B^S"  =  B^B")  und  ziehe  KC"  _L  AB^"  als  um- 
gelegte Höhenlinie.  Trägt  man  dann  in  B^Ä'  die  UC"'  ^^TtG'" 
auf,  so  ist  E'C'F'  die  wahre  Gestalt  des  ^E'CF'  und  zeigt  bei 
C"  den  Winkel  a  als  einen  der  vier  Winkel  der  beiden  Ebenen. 
(9  Operationen). 

Aufl.  2.  Man  lege  aus  einem  Punkte  eine  Senkrechte  zu  jeder 
Ebene,  bestimme  deren  Winkel,  so  sind  sie  dieselbeii,  wie  die  der 
beiden  Ebenen.  Bei  diesem  Verfahren  sind  14  Operationen  gegen 
9  bei  dem  ersten  notwendig.  Wenn  beide  Ebenen  durch  die  Pro- 
jektionen je  zweier  Geraden  gegeben  sind,  so  muß  man  zuerst  die 
Spuren  oder  die  Hauptlinien  von  beiden  bestimmen. 

106,  Avfg.  Die  beiden  Tafdneigungcn  «, 
und  B^  einer  geff^)eneH  Ebene  E  zu  bestimmen, 
das  sind  die  kleineren  der  Winkel,  welcbe 
E  mit  P,,  bezw.  F,  bildet. 

Aufl.  Als  die  Ebene  des  Winkels  «,  (J_c,) 
nehme  man  B'AIX'  (A  auf  x,  B'A  _L  Cj,  AD" 
Xx)  an;  ihre  Schnitte  mit  P,,  P^  und  TU  bil- 
den ein  rechtwinkliges  Dreieck,  das  in  seiner 
y.  Umlegung  um  D"A  in  die  P,,  vermittelst 
äciner  zweiten  Kathete  AB"'  ^  AB"  ge- 
zeichnet ,     den     -^  A  B'"  J>"   =   j^     liefert. 
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Ebenso  ergibt  die  auf  e,  senkrechte  Ebene  C"AF'  den  Winkel 
AC"F'  =  e^. 

Säte.  Die  Summe  der  Tafebieigungen  einer  Ebene  ist  größer 
oder  gleich  einem  rechten  Winkel,  oder  e,  +  «^  >  W,  Denn  die 
beiden  Dreiecke  Aff"D"  und  AC" F'  geben  e,  +  -^  /)"  =  90", 
AC"  <  AK',  AF"  ^  AB",  woraus  t^  >  D"  und  £,  +  £.,  >  90". 
Die  Gleichheit  findet  s^tt,  wenn  AC"  mit  AB"  und  Al>  mit  AF' 
zusammenfällt,  also  e,  |  e,  Q  x  ist. 

107.  Avfg.  Durch  einen  geg^enen  Punkt  eine  Ebene  E  itniei- 
gegd}enen  Tafelneigutigen  £,,  e^  «*  legen.  Es  muß  e,  <  90",  t^  <  90", 
£,  +  £,  ^  90". 

Aufi.  Den  gegebenen  Punkt  D  wollen  wir  als  7'"  in  P,  an-  y 
nehmen,  wodurch  die  Figur  etwas  Übersichtlicher  wird;  andernfalls 
kann  man  vermittelst  einer 
durch  den  Punkt  parallel  Pg 
gelegten  Hilfsebene  in  der- 
selben Weise  verfahren.  Unter 
Anschluß  an  die  vorherge- 
hende Aufgabe  legen  wir 
durch  D  eine  Ebene  von  der 
ersten  Gmndneigung  Ci,  so 
ist  das  Winkeldreieck  nach 
seiner  Umiegung  in  P^  ver- 
mittelst ly'A,  90"  und  fi 
als  VA'B"  zu  verzeichnen. 
Daraus  folgt  fDr  die  Spur 
e, ,    daß     ihr    Abstand    von 

A  =  AB"'  sein,  oder  daß  e,  den  aus  A  duich  Ji"'  gelegten 
Kreis  berOhreu  muß.  Von  dem  durch  denselben  I'iiukt  A  der  Äxc 
geführten  und  in  P,  umgelegten  Winkeldreieck  mit  dem  Winkel  i^ 
ist  uns  nur  der  rechte  Winkel  F' AC"  oder  F*' AC"'  und  der 
Winkel  bei  C"  =  e^,  aber  keine  Seite  bekannt.  Beide  durch  A 
gebende  Winkelebenen  stehen  aber  auf  E  senkrecht,  enthalten  also 
den  kOrzest«n  Abstand  des  Punktes  A  von  B,  als  Abstund  des  A 
von  der  Hypotenuse  des  Wiukeldreiecke.  Daher  messen  beide 
Hypotenusen  der  nmgelegten  Dreiecke  denselben  iiiis  A  beschrie- 
benen Kreis  berühren,  woraus  nun  die  zwei  Dreiecke  F' AV"  und 
F*'ÄC'"  bestimmt  sind.  Aus  ihnen  folgt,  daß  m,  durch  7^  oder 
F''  gehen  und  daß  e^  den  aus  A  durch  C"  gelegten  Kreis  benlliren 
maß.  Daher  ist  in  Verbindung  mit  den  vorhin  erhaltenen  Tie- 
dingungen  E  überschüssig  bestimmt  Man  erhält  vier  Auflösungen : 
dieEbenon  F" E^B',  VE*iy',  F*'E*jy,  F*'E„D";  sie  bild.ij 


94    n,  107  —  109.    Punkte  Gerade  und  Ebene  in  senkrechter  Projektion  etc. 

eine  Pyramide  mit  der  rhombischen  Grundfigur  F'EqF*'E*  und 
der  Spitze  2). 

108.  Übungsaufgaben. 

1)  Gesucht  wird  von  einer  Ebene  E  die  e^,  wenn  gegeben  sind 
a)  e^  und  Si,  b)  e^  und  e^.   (Zwei  Aufl.) 

2)  Durch  eine  gegebene  Gerade  eine  Ebene  unter  gegebener 
erster  Neigung  s^  zu  legen.   (Zwei  Aufl.) 

3)  Eine  Ebene  zu  legen,  welche  eine  gegebene  Ebene  in  einer 
gegebenen  Geraden  derselben  unter  einem  gegebenen  Winkel  schnei- 
det.  (Zwei  Aufl.) 

4)  Durch  eine  gegebene  Gerade  eine  Ebene  zu  legen,  welche 
a)  die  beiden  F,  b)  zwei  gegebene  Ebenen  E  und  F  unter  gleichen 
Winkeln  schneidet.   (Zwei  Aufl.) 

5)  Durch  eine  gegebene  Gerade  eine  Ebene  zu  legen,  welche 
eine  gegebene  Ebene  E  unter  einem  gegebenen  Winkel  schneidet. 
(Zwei  Aufl.) 

6)  Von  zwei  Ebenen  B,  F,  die  sich  unter  einem  gegebenen 
Winkel  schneiden  sollen,  sind  c^,  /i  und  die  erste  Projektion  eines 
außerhalb  F^  liegenden  Punktes  ihrer  Schnittlinie  gegeben,  man 
soll  ^2  und  ^2  bestimmen.   (Vier  Aufl.) 

7)  Einen  Winkel  auf  den  Horizont  zu  reduciren,  d.  h.  die  Hori- 
zontalprojektion eines  gegebenen  Winkels  y  zu  bestimmen,  für 
welchen  die  ersten  Neigungen  a  und  ß  der  Schenkel  gegeben  sind. 
Man  nehme  den  Scheitel  C  in  Fg  außerhalb  x  an,  lege  in  F^  durch 
C  zwei  Linien  CA,  CB  unter  den  Winkeln  a  und  ß  gegen  rr,  be- 
trachte CA  als  den  einen  Schenkel  von  y,  und  drehe  CB  um  die 
Vertikale  des  C,  bis  <^  ACB  =  y  ist.  . 

IX.   Änderung  der  Frojektionsebenen. 

109,  Die  meisten  Aufgaben  der  darstellenden  Geometrie  lassen 
sich  bei  besonderen  Lagen  der  gegebenen  Raumgebilde  gegen  die 
Projektionsebenen  besonders  leicht  losen,  urid  um  diese  vorteilhaf- 
teren Lagen  herzustellen,  waren  wir  bisher  öfter  zur  Annalime 
neuer  Projektionsebenen  F  veranlaßt.  Der  Übergang  zu  einer  neuen 
F  ist  leicht,  wenn  diese  senkrecht  auf  einer  früheren  steht,  und  des- 
wegen wählt  man  sie^  in  dieser  Weise  und  reicht  damit  gewöhnlich 
aus.  Doch  wollen  wir  jetzt  noch  den  allgemeinen  Fall  betrachten, 
und  auf  zwei  neue  auf  einander  senkrechte,  sonst  aber  beliebige  F 
übergehen. 

Fiir.  44.         Aufg.    Von  einem  Punkte  P  sind  die  Projektionen  jP'.  P"  auf 
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^1?  ^2  gegeben  y  man  soU  seine  Projektionen  P^^,  P^  auf  zwei 
neue  auf  einander  senkrechte  Ebenen  P4,  Pg  bestimmen,  u?ovon  P4 
durch  ihre  Spuren  A'  BqC"  und  die  Axe  x^  durch  ihre  eine  Pro- 
jektion A'C  gegeben  ist;,  man  soll  dabei  P4  und  P5  in  P^  (oder  Pj») 
umlegen, 

Aufl,  Man  nehme  eine  auf  P,  und  P^,  also  auf  ihrer  Schnitt- 
linie Ä Bq  senkrechte  Zwischenebene  P3  an,  die  man  durch  die 
zweite  Spur  C  der  AC  lege; 
sie  ist  Pf  C  C'\  (D'  C'±  Ä  5o), 
und    D'  C  =  iC|3    bildet    die 

Axe  zwischen  Pj  und  P3.  Von  I    y^       \  ^\ 

der  Kette   der   fünf  Ebenen  y^  '         -^^      ^^ 

P2  Pi  P3  P4  P5,  wovon  je 
■wei  auf  einander  folgende 
auf  einander  senkrecht  stehen, 
lege  man  P3,  unter  gedachter  -r-i     -si       .   .     -.  =^   v» 

Mitbewegung  von  P^  und  P^,  «^ \'  %r    Ks^ 

in  Pj,  dann  P4,  unter  Mitbe- 
wegung von  Pg,  in  die  ver- 
einigten P3  und  Pj,  und  zu- 
letzt Pg  in  die-  vereinigten 
P4,  P3  und  Pj  um.  Bei  der  Umlegung  der  P3  in  P^  erhält  man  P'", 
indem  man  P'  P"'  J_  x^^  zieht  und  in  einem  beliebigen  Sinne  den 
Abstand  P^'a^jg  =  Abst.  P"  x^.^  auftnagt.  P  ist  nun  auch  durch 
F",  P"'  bestimmt.  Der  Schnitt  P3  P^  oder  DC  legt  sich  mit  P3 
nach  iXO'"  um,  wenn  D '  C  C"  =  90«,  C'C"'  =  C'C".  Hierbei 
müssen  C  C"  und  Absi  P'"  x^^  gleichen  oder  entgegengesetzten 
Sinn  von  x^^  aus  haben,  je  nachdem  dies  für  CG"  und  Abst 
P"  rCij  von  X12  aus  der  Fall  ist.  Es  ist  nun  D'  C"  die  umgelegte 
Axe  x^,  durch  welche  die  auf  Pg,  oder  nach  deren  ümlegung  in 
P,;  die  auf  P^  senkrechte  P^  geht.  Legt  man  jetzt  P4  um  x^  in 
P3  (und  Pi)  um,  so  erhält  man  P'^  durch  F"  P^^  ±x^^  und  Abst. 
P'^ x^  =  Abst.  P'  a?43.  Die  Axe  ar^g  oder  AC  legt  Mch  mit  P^  um; 
C  bleibt  in  C"\  DA,  welches  in  P4  senkrecht  auf  BC  steht, 
kommt  nach  PI  Ä"  {l^If  G"'  und  =D'Ä),  also  x^  nach  C"Ä". 
Legt  man  nun  Pg  um  Xj^  in  P^  (und  Pj)  um,  so  erhält  man  P^' 
durch  P^^ P^  A.  x^  und  Abst.  P^^4g  =  Abst.  P'"  x^^,  wobei  wieder 
die  Lagen  von  Ä"  und  P^^  gegen  x^j^  gleich-  oder  verschiedenartig 
sind,  je  nachdem  dies  mit  Ä  und  P'  gegen  x^^  der  Fall  ist  Somit 
sind  P^^'P^'  mit  der  Axe  .%,  die  gesuchten  Projektionen  auf  die  in 
Pi  umgelegten  Ebenen  P4,  Pg.  —  Man  hätte  auch  P4  unmittelbar 
um  Ä Bf^   in  P^    umlegen    und    Pg  mitnehmen   können,   allein   der 
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gewählte  Gang  empfiehlt  sich  durch  die  Wiederholung  eines  and 
desselben  Verfahrene,  schätzt  also  besser  vor  Irrtum  und  ist  noch 
dazn  Dm  zwei  Operationen  kürzer.*) 

110.  Wenden  wir  dies  Verfahren  an  auf  die 
AMfg.    Den  käreeäen  J3)stand  etceter  gegebenen  Geraden  AB  und 
CD  gu  bestimmen. 

Alf/!.  Die  Aufgabe  ist  leicht  zu  lösen,  wenn  die  eine  P  parallel 
zu  beiden  Geraden  liegt;  dann  sind  die  Projektionen  der  Geraden  auf 
die  andere  P  unter  einander  parallel  und  geben  nnmittelbar  den  ge- 
suchten Äbatand,  während  die  ersten  Projektionen  in  ihrem  Schnitt- 
punkte den  Ort  dieses  Abstandes  bezeichnen.  Indem  wir  aber  hierbei 
fast  zu  derselben  Anscfaaunng  wie  in  Nr.  94, 1)  gelangen,  wollen  wir 
vielmehr  beachten,  daß  eine  andere  vorteilhafte  Lage  der  P  die  auf 
einer  der  beiden  Geraden  senkrechte  ist  Diese  Gerade  erscheint 
hier  als  Punkt,  dessen  Abstand  von  der  Projektion  der  andern  Ge- 
raden der  gesuchte  ist;  in  einer  auf  dieser  P  senkrechten  änderet! 
P  erscheint  der  Abstand  parallel  mit  der  Axe  und  sein  Ort  kann 
leicht  ermittelt  werden. 
ng  4S.  Man  nshme  als  P^  eine  auf  AB  senkrechte  Ebene,  und  als  F, 

eine  auf  F,  und  F4   senkrechte,  also   mit  der  ersten   projicirenden 


Fig.  46. 


•1  Dieapa  Verfahren  rübrt  in  seil 
descrittiva,  1851,  S.  49)  her  und  int  ( 
8.  96)  vepvollitändigt  worden. 


Ebene  der  AB  paral- 
lele Ebene,  etwa  diese 
selbst  an.  Dann  ist 
A'B'  ^  a:,j  und  man  er- 
hält in  bekannter  Weise 
nach  der  Umlegung  die 
dritte  Projektion  der 
gegebenen  Geraden  in 
A'B"',  C'"iy".  Legt 
man  nun  eine  Senk- 
rechte zu  A'B"'  als 
x^^,  so  erhält  man  als 
vierte  Projektion  von 
^B  den  Punkte;''' und 
von  CD  die  C"' D"; 
wobei  z.B.  Abst-C'a^^ 

iXC"'D'*')    ist   dann  ~ 


o  OrnndBOgen  von  BtllavÜü  (geometria 
a  Ouylrr  (degcript.  Geom.,  2.  Apfl.,  1857, 
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die  wahre  Länge  des  gesuchten  kürzesten  Abstandes^  woraus  F"'  E'" 
(J.  ÄS"\  daraus  F'E'  und  hieraus  F'E"  folgt.  (26  Operationen 
gegen  20  bis  22  in  Nr.  94.) 

Man  bemerkt,  daß  hier,  verglichen  mit  dem  allgemeinen  Falle, 
eine  F  erspart  wird,  indem  nur  eine  neue  P,  die  F4,  eine  bestimmte 
Stellung,  JL  ulJS,  einnehmen  soll,  so  daß  F3  schon  die  Stelle  der  F5 
vertreten  kann. 

111.  Übungsaufgabe,  Eine  gegebene  Strecke  a  parallel  mit 
einer  gegebenen  Ebene  £  zwischen  zwei  gegebene  Gerade  g  und  h 
einzuschalten  (so  daß  ihr  einer  Endpunkt  auf  </,  ihr  anderer  auf  h 
liegt).   (Zwei  Aufl.) 


Wiener,  Lehrbuch  der  darstpllenden  Gcomt^trir. 


in.  Abschnitt 
BeBtttiuiig  einer  emzigen  ProjektionsebeBe. 

L   Zwei  parallele  Spnrebenen. 

113.  Zwei  parallele  Sparebenen  und  ihre  Projektion  auf  eine 
derselben  sind  nützlich  bei  Aufgaben  über  geradlinige  Flächen  ^  so 
auch  bei  der  Bestimmung  der  Schnitte  der  Vielflache, ^)  weswegen 
hier  einige  Grundaufgaben  mittelst  derselben   gelost  werden -sollen. 

Darst^lang  von  Gerade,  Ebene,  RinkL  Benutzt  man  eine  Ebene 
Pi  als  einzige  PtojektionS'  und  erste  Spurebene,  und  eine  mit  ihr 
parallel  im  Abstände  a  gelegte  Ebene  P^  als  snceite  SpurtSbene,  so 
ist  eine  Gerade  g  durch  ihre  erste  Spur  G^  und  die  senkrechte  Pro- 
jektion G^  ihreY  zweiten  Spur  {G^  bestimmt;  ihre  Projektion  ist 
q'^G^G^.  Für  ^J.P,  fiUt  G^  in  G^,  für  <^^,  P,  =  45*^  ist 
G^  G^  «B  er.  —  Eine  Ebene  S  wird  durch  ihre  erste  Spur  6|  und 
die  Projektion  e^  ihrer  zweiten  Spur  (e^)  dargestellt,  wobei  €«1^1. 
Für  Ä  J.  Pi  fallt  e^  In  e,y  för  ^ BP^  =  4o*  ist  Abstand  e^e^^a. 

Ein  Punkt  P  wird  durch  die  Projektionen  P|,  P^  der  Spuren 
einer  durch  ihn  ^henden  Hilfsgeraden  p,  des  Trägers  des  Punktes, 
und  durch  seine  auf  1\  P^  liegende  Projektion  P^  dargestellt  Man 
darf  nicht  |>  A  P^  stellen;  fiir  -^jj  P^  —  45*  ist  P^  P^  =  a  und  JP'P,, 
P*  P^  siu%)  bezw,  gleich  den  Abstanden  des  P  Ton  P|  und  P,. 

Kiuo  mit  P|  |uiraUele  Gerade  </  wird  durdi  ihre  Projektion  g' 
und  einen  auf  ihr  lieg\mdeu  l\iukt  (r  ^mittelst  G'  und  eines  Tragers 
//,  H^  k\^  Ct\  eine  mit  P|  |>araUele  Ebene  S  durch  einen  in  ihr 
liegenden  l\uikt  K  ^mittebi  K  h\  E^)  dargestellt. 

*^  I^UN^^  IWiuiUun^  )^^9vKAh  von  di^ai  Vt^H^b^oeer  in  seinen  TortrSgen  seit 
«nuM"  Hi^ih««  \v^n  JaUvim^  H<mt  F^Ur  t^^iUe  ttnterd««9(n  in  einem  AnfsatEe 
,»N«M«* ^Wmt'wtAW  rivjoKUowMw^flhvvW»?**  v^'rt^chr. d.  Züikker iMtoifonch. Ges., 
I^7>^  H  ^4'  «nu  A\l|^'m<^)Ut^l>>«  Nor^hren  mit«  Ja»  tv^i  beliebige  Ebenen  and 
\h%''  iVuU«^\|a\v)oKtuM\  «u^ivmlol,  und  \<»»  lh<\^T««iä«.-^  iateceosaDt,  wenn  auch 
ft\r  vi»*»  p^wAWWI^^u  AuwvwUui^^u  >«ouv»^^r  J^><i^et  ist  —  Andererseits  hat 
H^v  iN'H  >>«\^U,  xir^v  «oh\m  lu  Nv  40  )Mv^^*^^HH  vmrde«  behii&  Lösung  der 
OrunvU^^tk^Wt»  \t«i^M\IU'\»l  »V  Uu'tV^  IN\vvM;\>a  vW»$^!Sftt  iiniadgedanken  «weier 
l^ralWW»  Si^uv^m'ui^a  «^iii^'xv^mvWl    ySa^K  %)    W^^n^  Akad^  1S77^. 
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Pig.  47. 


Fig.  48. 


113.  1)  Aufg,    Die  Schnittlinie  g  zweier  gegebenen  Ebenen  E,  F  Fig.  46. 
zu  bestimmen, 

Aufl,     Es    ist    6?!  =  e^  /i     der    Schnitt-  pig.  46. 

punkt  von  Cj  und  /J,  G^  "=  ^/i;  9  =  ^i  G^2- 

2)  At4fg.  Den  Schnittpunkt  P  einer  gegebenen 
Ebene  E  mit  einer  gegebenen  Geraden  g  zu  be- 

m 

stimmen. 

Aufl.  Man  lege  durch  g  die  Hilfsebene  H^ 
also  \  durch  (tj,  Äj  ||  \  durch  Gg,  so  trifft 
die  Schnittlinie  i  Yon  B  und  H  die  g  in  P. 

3)  JZtm  Gerade  g  und  h  schneiden  pj^  4^ 
^ecft,  «7mn  sie  in  einer  Ebene  liegen,  d.  i. 
%ßenn  G^U^  ||  G^H^, 

114.  -4w/^.   Den  Abstand  eines  ge- 
gä>enen  Punktes  P  von   einer  gegebenen 

Ebene  zu  bestimmen, 

» 

Aufl,  1.   Es  sei  P  durch  einen  be- 
liebigen Träger  p  '^  P^P^  gegeben.  Die 
von  P  auf  £  gefällte  Senkrechte   pro- 
jicirt  sich   in  P'  (?'  J_  c^ ,  welche  die  e^ 
in   Elf  die  e^  in  E^  schneidet.    Legt 
man  die  projicirende  Ebene  von  P'  Q' 
in   F|   um ,   so   gelangt   E^  (E^)   nach 
E^E^'y  wenn  -Bg'  ^^  ^  ^^^^^^  E^E^'^^a] 
die  Projektion  von  p  auf  dieselbe  pro-  ^;^^  — ./^?'^^k^ 
jicirende  Ebene  gelangt  nach  P^'P^'P",  "^^  ^     '' ' 

wenn  P^P^"  ±^iE^,  P/'  blvS  E^E^, 
P^P^' ±.  E^E^f  E^'P^'  II  E^E^,  P'P' 
±E,E„  P"  auf  P,''Pi\P"  ist  dabei 
die  Umlegung  von  P.  In  der  Umlegung 
ist  dann  P"(^'  der  gesuchte  Abstand^ 
wenn  P"  Q"  ±  E,E^'\  q'  auf  E^  ^/'j  die  Fig.  49. 

Projektion  des  Fußpunktes  ist  (^  auf -Ej-Bi,  ;5  _«,      ij        ^ 
v^rnn  g' Q' ±  E,E^.  "^    — ^^ 

^ii/I.  2.  Hat  man  den  Träger  j)  unter  \  ^X      y\      \    ^,    Fig.49. 

45^  gegen  P^  geneigt  angenommen ^  wo- 
durch P^P^  =  o,  so  wird  ¥¥'  =  P'P„ 
weil  P'P^  der  Abstand  P,  P^  ist.. 

115.  Aufg,  Den  Winkel  a  einer  ge- 
gebenen Geraden  g  mit  einer  gegebenen  Ebene 
B  zu  bestimmen, 

Aufl,   Man  bestimme  a  als  Komplement  des  Winkels ;  welchen  Fig.  m^ 

7*  omV'^ 
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ff  mit  einer  Senkrüchteo  zu  E  bildet  Zu  dem  Ende  lege  man  die 
"duroh  (f;,)  senkrecht  auf  e,  geföhrte  Ebene  in  P,  um,  wobei  ihr 
Schnitt  mit  P,,  nämlich  die  auf  c,  senk- 
rechte GiE,E^  Drebase  lat,  und  ihr  Schnitt 
mit  ?i  nach  E,"G^"  gelangt,  wenn  £,£/' 
iintl  ffgGj"  gleich  a  and  |  e,  Bind.  Zieht 
man  dann  die  6g" S,  X  EiE^",  und  achnei- 
det  sie  mit  EiE^  in  S,,  so  ist  S,  die  erste 
Spur  der  von  (G,)  auf  B  gefällten  Senk- 
rechten. Der  Winkel  dieser  Senkrechten 
mit  ier  g  wird  in  der  wahren  Gestalt  des 
Dreiecks  (.",(_(;,) S,  erhalten,  welche  man  durch  ümlegung  um  S,ü, 
in  P,  »la  ^^^0,"'S,  bestimmt,  wenn  man  G^GJ"  XSjG,  zieht  und 
N,  f I,'"  —  S,  (»,"  macht.  Zieht  man  dann  G^'"  A'X  G/"-S,,  so  ist 
4^  (i,  (i,~  .Y  ^  B  der  gesuchte  Winkel 

n.  Kotirta  Projoktioaut. 
IIH^  IVi  diesem  aus  dem  Terraiiueichnen  herrührenden  Ver- 
fabrNi  wtTx]  «in  I\ihI-I  durih  <«ine  Projektion  auf  eine  horizontale 
KIh*iw  »md  durth  die  dpr  IVojektioa  beigesetzte  Zahl  bestimmt, 
wvlche  svittv  IlC>ht>  Aber  jeuer  Ebene  angibt  Die  Ebene  heißt  die 
rrtyt'.>«i*.-**r»ic,  die  Htlheniahl  die  A'iJe:  sie  wird  för  Tiefen  negativ. 
K$  ittul.'  hi<-T.  vro  /ahloii  nur  Angabe  von  Läogui  dienen,  ein  MaU- 
atab  ■U)r<'R^!t  «crdeu.  dessen  Einheit  das  Meter  in  wabrer  oder 
<iMimter4«r  Ur^t.V  f«in  j^<IL 

f't^-   (•iVM.jc-  tiJ  h^:^-<mt  iiMiY*   .i/r  Pnjfktiom   tmd  die  Kote» 

tttvwr  Anr  IWlft.     t'iM*  ^ifr^>^it  j'-tttitirm  heiL't:  die  Projektionen 

l"^  )n.  ,ie^!*ni5i!W^l^^nk^*de^^dben  mit  ihren  Koten 

j     TerwliM).  fUr  wekhe   diese   ganae   Zahlen 

'.^  *      '      *     •    jJmL  IV«  Abstand  dw  Proj^tioneB  aweier 
^^^ ,  IVwitc  etaer  Vitrrade«.  d«t«ii  Kotm  am  Eins 

*»■  \,'  *eT*i.>ivdeö  sisi  a^trn  man  das  InttrvaU  i 

r\  .       ,      . 

„  ^  ii.*ift   ,(  ^;v\I',   ^    :^. -I"  fHtatde  Gerade 

U ''.    \      Mul    Vnee   £«    piojicirende 

^'  St  *         K>n>«  ^•,-«   .<;■■'   '.3;  eia*  kv^daoBtale,  etwa 

^*  >v\    t  l|^■^■,•«^W  K.-v«*  iM.  wobei  J  an 

äifcr"v  V:.;i4.   N  »-...N  N  V.-.ä.u  »^-^   KK  ^  jü  .»a  =39,4 

X,\ ;  •  -  ^  i  Mkcdt  .'^-  '.•  |p(««NVxv-«  Vi.  .vsitS*  «^üytta^en  ist    Be- 

WM  «Ml    4N  -fv  INMUh't^v  11    w«M>F  «w  US  die  Ab- 


v^ 
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stände  0, 3,  bezw.  3, 3  besitzen,  so  haben  die  zugehörigen  Funkte  C,D  der 
AB  offenbar  die  Koten  36,  39;  durch  Teilung  der  CD  in  drei  gleiche 
Teile  und  Weitertragen  der  Teile  wird  dann  die  Graduirang  ausgefabrL 
Auft.  2.  Man  berechnet,  nachdem  man  A  B  beispielsweise 
=^  4,  3  gemessen  hat,  das  Intervall 

i-H:-,^^,-l,ie,ÄC-0,S.l,W-0,3b. 

118.  Unter  dem  GefSUe  äner  Geraden  versteht  man  die  trigono- 
metrische Tangente  ihres  Neigungswinkels  y  gegen  die  Horizontal- 
ebene. Sie  ist  daher  das  Verhältnis  des  Höhenabstandes  zu  dem 
Horizontalabsiande  zweier  beliebigen  Punkte  der  Geraden  unter  ein- 
ander, und  es  gilt  auch  tg  /  ^  1 :  i,  so  daß  das  Gefälle  und  die 
Maßzahl  t  des  Int«rvalles  reciproke  Zahlen  sind;  die  Graduirang  einer 
Geraden  heißt  auch  ihr  GeßUemaßsUä). 

Übungsaufgaben  und  Sätze: 

1]  Auf  einer  gegebenen  Geraden  den  Punkt  von  einer  gegebenen 
Eote  zu  ermitteln. 

2)  Eine  Gerade  zu  graduirenj  von  welcher  die  Projektion,  das 
Gefalle  und  ein  Punkt  gegeben  sind.    (Zwei  Anfl.) 

3)  Zwei  Gerade  sind  parallel,  wenn  ihre  Projektionen  parallel 
und  die  Graduirungen  gleich  und  gleich  gerichtet  sind. 

4)  Zwei  Gerade  mit  parallelen  Projektionen  stehen  auf  einan- 
der senkrecht,  wenn  ihre  Intervalle  i  und  i  reciprok  (i  ■  t'  ^  1) 
und  ihre  Graduirungen  entgegengesetzt  gerichtet  sind.  Denn  dann 
ist  die  Summe  der  entgegengesetzt  gerichteten  Neigungswinkel  y 
und  y  =  90",  weil  tg  y  ■  tg  y'  =  1. 

5)  Die  Neigung  y  und  die  wahre  Länge  einer  durch  ihre  beiden 
Endpunkte  gegebenen  Strecke  zu  bestimmen.  fjg,  53, 

119.  £ine  Ebene  E  kann  man  durch  die  ^^ 
Projektionen  deijenigen  ihrer  Geraden  dar- 
stellen, von  denen  jede  in  allen  ihren  Punkten 
als  Eote  dieselbe  ganze  Zahl  besitzt,  welche 
also  parallel  zur  Horziontalspor  der  Ebene 
laufen  oder  Hauptlinien  derselben  sind. 

Es  genQgt  aber  zur  Darstellung  der  Ebene 
ihr  GefaUemaßslab ,  d.i.   eine   graduirte  Fall-      _  "^ 
linie  derselben,   welche   auf  den   Hauptlinien  1 

senkrecht  steht.    Man  bezeichnet  den  Oelalle-  ; 

maßstab   durch  eine  Doppellinie.  ß  ■  -jj^e 

Aafg.  1.  Den  Qefällemaßstah  einer  Ebene 
E  hergustellen,  welche  durch  drei  geg^jene  funkte  A,  B,  C  geht. 

Aufl.    Man  bestimmt  auf  AB  den  Punkt  D  von  der  Kote  des  Fig.  m. 
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Fig.  68. 


Cf  so  ist  CD  eine  Hauptlinie  und  die  auf  ihr  Seakrechte  AE  eine 
Falllinie  der  B^  deren  Fußpunkt  JE  die  Kote  yon  G  besitzt;  die  ver- 
mittekt  der  Koten  von  A  und  E  graduirte  AE  'ist  dann  ein  Ge- 
fallemaßstab der  E. 

Aufg.  2.    Durch  zwei  gegebene  Punkte  A  (37,  4)  und  B  (39,  9) 


Fig.  63. 


l 

'i 

i « 

37  '^ 


A  ^/rv 


eine  Ebene  von  gegebenem  Gefalle  tg  e 
(=  1,  3)  0u  legen. 

Aufl,  Beschreibt  man  aus  B  als 
Spitze  einen  Kegel,  dessen  Erzeugende 
das  gegebene  Gefalle  besitzen,  so  schnei- 
y  det  derselbe  die  horizontale  Ebene  des 
Punktes  A  in  einem  Kreise  k,  dessen 
^'  Halbmesser  =  (39,9  —  37,  4):  1,3 
=  1,  9  ist.  Die  beiden  aus  ^  an  jfc 
gezogenen  Tangenten  sind  dann  Hori- 
zontale der  beiden  der  Aufgabe  genü- 
genden Ebenen,  deren  Gefalllinien  senk- 
recht auf  den  Tangenten  stehen  und  vermittelst  der  Koten  yon  A 
und  B  graduirt  werden.  —  Die  Rechnungen  sind  mit  einem  logarith- 
mischen Rechenschieber  leicht  auszuführen,  lassen  sich  aber  auch 
durch  eine  Konstruktion  mittelst  Umlegung  der  projicirenden  Ebene 
von  AB  ersetzen. 

120.  Übungsaufgaben. 

1)  Die  Kote  eines  Punktes  zu  finden,  dessen  Projektion  gegeben 
ist  und  der  in  einer  gegebenen  Ebene  liegt 

2)  In  einer  gegebenen  Ebene  durch  einen  gegebenen  Punkt  der- 
selben eine  Gerade  von  gegebener  Neigung  zu  legen.  (Zwei  Aufl.) 

121.  1)   Aufg.    Die  Schnittlinie  0u?eier    gegd>enen   Ebenen   gu 
finden. 


VI«.  M. 


Fig.  64. 


S 


Aufl.  Die  Hauptlinien  beider  Ebenen  von 
gleichen  Koten  (senkrecht  auf  den  Gefallemaß- 
staben)  schneiden  sich  im  Räume  und  liefern 
Punkte  der  Schnittlinie  von  derselben  Kote; 
zwei  solche  Punkte  bestimmen  die  Schnittlinie. 
Treffen  sich  Hauptlinien  ganzzahliger  Koten 
nicht  auf  der  Zeichenfiäche,  so  bestimmt  man 
Punkte  von  geeigneten  gleichen  Bnichkoten, 
oder  man  wendet  zwei  Hilfsebenen  an.  Sind 
die  Gefallemaßstabe  parallel,  so  geht  die  zu  ihnen  senkrechte  Schnitt- 
linie durch  den  Schnittpunkt  der  Verbindungslinie  je  zweier  Punkte 
mit  gleichen  Koten. 


i 


\ 
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Aufg.    Dm  Sciiniiipunkl   einer  Ebene   mit  einer   Geraden  su 


Fig.  56. 


Aufl.    Uan  benutzt  eine   durch  die  Gerade  gelegte  Hilfaebene, 
wie  in  Nr.  113. 

3)  Zwei  Gerade  sehneiden  sicA,  wenn  die  Verbindungslinien  je 
zweier  Punkte  von  gleichen  Koten  parallel  sind, 

123.  Aufg.  Durch  eine»  gegebmen  Punkt 
P  eine  Senkrechte  eu  einer  gegdienen  Ebene  eti 
legen. 

Aufl.  Die  Projektion  der  Senkrechten  ist 
parallel  mit  dem  Gefüllemaßstabe  der  Ebene, 
weil  beide  auf  den  Hauptlinien  der  Ebene  senk- 
recht stehen.  Die  Intervalle  beider  Geraden  sind 
reciprok  und  ihre  Graduirungen  en^egengesetzt  gerichtet  [118,4)], 
wodurch  die  Gerade  bestimmt  ist. 

Aufgaben  über  Abstände  und  Winkel  werden  wie  bei  der  An- 
wendung zweier  parallelen  Spurebenen  (114,  115}  gelöst. 


IV.  Abschnitt. 

EbenflScbige  (iebilde. 

I.  Das  Dreikaut. 

123.  L&gt  man  durch  einen  Funkt  beliebig  viele  (n)  in  ihm 
einseitig  begrenzte  Gerade,  welche  man  in  einer  beliebigen  Reihen- 
folge mit  1,  2,  3,  .  .  .  I)  beziffert,  und  legt  durch  je  zwei  liufein- 
ander  folgende  Gerade,  sowie  durch  n  und  1  einen  der  beiden  durch 
sie  begrenzten,  eich  zu  360**  ergänzenden  Winkel,  so  bilden  diese 
eine  n-kantigc  körperliclie  Eche  (eine  Ecke  von  der  n'""  Ordnung)  oder 
ein  n-Kant.  Jener  Funkt  heißt  der  Sciieitel.  die  Geraden  heißen  Kank-n, 
die  n  von  ihnen  gebildeten  Winkel  die  Kantenwinkel  oder  Seiten. 
die  von  zwei  aufeinander  folgenden  Seiten  gebildeten  Winkel  die 
Flächen  Winkel  oder  Winkel;  von  den'  letzteren  kann  einer  willkür- 
lich unter  den  zweien  durch  zwei  .aufeinander  folgende  Seit«u  be- 
grenzten, sich  zu  360"  ergänzenden  Winkeln  gewählt  sein;  die  andern 
sind  aber  dann  so  bestimmt,  daU  jeder  mit  dem  benachbarten  auf 
derselben  Seite  des  zwischenliegendeu  Kantenwinkels  liegt. 

Pfir  H  ^  3  entsteht  das  Dreikant,  als  deaaea  Seiten  und  Winkel 
iiber  stets  die  kleineren  der  beiden  möglichen  genommen  werden, 
so  daß  jede  Seite  und  jeder  Winkel  <2E  ist.  Diese  Annahme 
Ober  die  Winkel  widerspricht  der  Bedingung  ober  ihren  Zusammen- 
hang nicht,  weil  eine  durch  einen  Punkt  jeder  der  Kanten  gelegte 
Ebene  das  Dreikant  in  einem  Dreiecke  schneidet,  in  welchem  bei 
jenem  Zusammenhange  ebenfalls  jeder  Winkel  <  2fl  ist. 

IS't.  Die  Verian gerungen  der  Kanten  über  den  Scheitel  hinaus 
bilden  ein  neues  "Dreikant,  das  Seheiteldri'ikant  des  ursprünglichen. 
Beide  Dreikaute  haben  gleiche  Seiten  und  Winkel,  ohne  mit  ein- 
ander zur  Deckung  gebracht  werden  zu  können,  weil  sie  ifymmelriscli, 
nicht  aber  kongi-uent  sind,  wie  sogleich  gezeigt  werden  soll.  Zwei 
Kanten  eines  Droikants  und  die  Verlängerung  der  dritten  über  den 
Scheite!  hinaus  liefern  ein  Nibentlreilant  des  ursprünglichen. 

12ö.  Man  kann  von  vornherein  drei  Arten  von  Spnnntine  unter- 
Bcheiden,   nÜmlich   solche   in   Bezug   auf  eine  Ebene,   eme   Heratii,  I 


IV,  126—126.    Daa  Dreikant.  105 

einen  Punkt  Zwei  Gebilde  sind  symmetrisch  in  Bezug  auf  eine 
Ebene;  wenn  man  sie  in  eine  solche  Lage  bringen  kann,  daß  jedem 
Punkte  des  einen  ein  derartiger  des  anderen  entspricht,  daß  ihre 
Verbindungsstrecke  von  ein  und  derselben  Ebene,  der  Symmetrie- 
ebene,  senkrecht  Kalbirt  wird;  sie  sind  es  in  Bezug  auf  eine  Gerade, 
wenn  dann  jene  Strecken  von  ein  und  derselben  Geraden,  der  Symme- 
trieaxej  senkrecht  geschnitten  und  halbirt  werden;  in  Bezug  auf  einen 
Punkt,  wenn  dann  jene  Strecken  durch  ein  und  denselben  Punkt,  den 
Symmetriepmikty  gehen  und  in  ihm  halbirt  werden.  Die  Symmetrie 
in  Bezug  auf  einen  Punkt  stimmt  mit  derjenigen  in  Bezug  auf  eine 
Ebene  überein;  denn  legt  man  durch  den  Symmetriepunkt  irgend 
eine  Gerade  und  dreht  um  sie  als  Drehaxe  das  eine  Gebilde  um 
180^,  so  geht  es  in  eine  zu  dem  andern  Gebilde  symmetrische  Lage 
in  Bezug  auf  diejenige  Ebene  über,  welche  durch  jenen  Symmetrie- 
punkt senkrecht  zur  Drehaxe  gelegt  wird,  wie  man  sich  an  irgend 
einem  Punktepaar  leicht  überzeugt.  Die  Symmetrie  in  Bezug  auf 
eine  Gerade  stimmt  dagegen  mit  der  Kongruenz  überein;  denn  dreht 
man  um  die  Symmetrieaxe  das  eine  Gebilde  um  180^,  so  kommt  es 
mit  dem  andern  zur  Deckung.  Die  drei  Arten  der  Symmetrie  lösen 
sich  daher  in  die  Symmetrie  ohne  weitere  Bezeichnung  und  in  die 
Kongmenz  auf. 

126,  Wir  wollen  mit  S  den  Scheitel  des  Dreikants  bezeichnen,  mit 
SA,  SBj  SC  die  Kanten,  mit  A,  B,  C  die  bezw.  an  jenen  Kanten 
liegenden  Winkel,  und  mit  a,  j3,  y  die  diesen  Winkeln  gegenüber 
liegenden  Seiten.  Fällt  man  von  einem  innerhalb  des  Dreikants  liegen- 
den Punkte  S'  senkrechte  S'A',  S'B',  S'ü\  bezw.  auf  die  Seiten 
IT,  ß,  y,  so  bilden  diese  Senkrechten  ein  neues  Dreikant,  das  Supple- 
mentär- oder  Polardreikant  des  ursprünglichen;  es  besitzt  die  Stücke 
a',  Pj  y V  -^V  ^ i  ^''*  ^^  ist  aber  der  von  S'  S  und  S'  C  gebildete 
Winkel  a  das  Supplement  des  von  ß  und  y  gebildeten  Winkels  A, 
weil  S'  B'  S.  ß  und  S'  C  _L  y.    Daher  gilt  für  «',  und  entsprechend 

für  /r,  /: 

2iJ  =  a'  +  J[  =  /T  +  B  —  /  -f  a 

Da  aber  auch  das  erste  Dreikant  S  das  Supplementardreikant  des 
zweiten  S'  bildet,  weil  /S-4_L  a'. . .,  so  ist  auch 

2R  =  a  +  Ä^ß-{-B  =  y-\'C\ 
Von  den  sechs  Stücken  eines  Dreikants  können  aus  drei  ge- 
gebenen  die  drei  übrigen   gefunden  werden.    Von  den  sechs  ent- 
stehenden Aufgaben,  in  denen  nämlich  gegeben  sind: 

aßy,  aßC,  aßB,  ABy,  ABß,  ABC, 
kna  man  vermittelst  des  Polardreikants  die  drei  letzten  auf  die  drei 
SRirückführen,  indem  dann  in  dem  Polardreikant  der  Reihe  nach 
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et  ßf  C,  a  p'  B',  ä  $  y  beetimmt  Bind.  Es  boIIcd  aber  in  allen  Fäileo 
unmittelbar«  LÖBungen  gegeben  werden. 

Schneidet  man  die  Seiten  eines  Dreikants  durch  eine  aus  seioem 
Scheitel  beschriebene  Kugel,  bo  entsteht  das  s^vtrisdnt  Breieck  und 
entsprechend  dos  Sphärische  Supplementär-  oder  Polardreieck.  Während 
far  dieses  die  sphärische  Trigonometrie  jene  Aufgaben  durch  ßech- 
Dung  löst,  löst  sie  die  darstellende  Geometrie  für  das  Dreikant  durch 
Konstruktion. 

'     127.   Au  fg.  Aus  drei  gegebenen  Stücken  eines  Dreikants  tue  übrige» 
HK  h&l^men. 

1)  Gegeben  die  drei  SeOen  a,  ß,  y. 
«  Aufl.    Eh  seien  die  drei  Seiten  aneinander  gereiht  gezeichnet,  wie 

&ie  sich  ergebea,  wenn  man  die  Seiten  ß  und  y  in  die  Ebene  der  o:, 
Fig.  66. 


/$:, 


bezw.  nach  CSA^  und  BSA^  umlegt  Man  stellt  dann  das  Drei- 
kant  wieder  her  durch  Zurückdrehen  jener  Seiten,  bis  die  Kanten 
SAj  und  SA^  in  SA  zusammentreffen,  wobei,  für  SA,  <=  SA^, 
auch  A^  und  A,  ia  A  ineinander  fallen.  Nehmen  wir  die  Ebene 
von  a  als  P, ,  so  sind  die  ersten  Projektionen  der  von  A,  und  A, 
beschriebenen  Kreise  die  Geraden  A,A'  und  A^A',  welche  bezw. 
auf  SC  und  SB  senkrecht  stehen.  Ihr  Schnittpunkt  A'  ist  die 
erate  Projektion  des  räumlichen  Schnittpunktes  A  der  Kreise.  Legt 
man  die  Ebenen  dieser  Kreise,  die  auch  die  Ebenen  der  Winkel  B 
und  C  sind,  in  Pj  um,  so  bilden  ihre  Ordinaten  A' A,"  {J.  A' Aj) 
und  Ä  Ag"  {X  A  A^)  übereinstimmend  (A'  AI'  =  A'  A^")  den  ersten 
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Abstand  von  A,  und  die  Dreiecke  Ä  CAC  und  Ä  BA^'  enthalten 
die  gesuchten  Winkel  C  und  JB,  Den  Winkel  A  erhält  man,  indem 
man  durch  A  senkrecht  auf  SA  eine  Ebene  legt;  ihr  Schnitt  mit 
den  drei  Seiten  des  Dreikants  bildet  ein  Dreieck,  das  bei  A  den 
gesuchten  Winkel  enthält.  Die  erste  Seite  ist  Ay^G^  A^SA^^  die 
zweite  A^^^  A.S A^,  die  dritte  B^C^j  woraus  über  B^C^  das  ge- 
suchte AB^Ä'^Ci  gezeichnet  ist.  Weil  die  Ebene  ABiC^  ±.  SA^ 
so  muß  S  Ä  Ä"  eine  auf  B^  C^  senkrechte  Gerade  sein. 

Indem  A  auf  der  einen  oder  der  anderen  Seite  von  a  liegen 
kann,  entstehen  jswei  symmetrische  Dreikante,  welche  zugleich  kon- 
gruent werden,  wenn  zwei  Seiten  einander  gleich  sind. 

Das  Beduciren  eines  Winkels  auf  den  Horizont  (108,  7)  ist  ein 
besonderer  Fall  unserer  Aufgabe.  ^^ 

128.  Damit  aus  cc,  ß,  y  ein  Dreikant  wirkHch  gebildet  werden 
kann,  müssen  die  Sehnen  Ay^  A^y  A^  A^  des  aus  S  durch  A^^  und  A^ 
gelegten  Kreises,  welche  die  Projektionen  der  von  A^  und  A^  bei 
der  Drehung  beschriebenen  Kreise  sind,  sich  treffen.  Hat  man  nun 
als  a  die  größte,  oder  bei  Gleichheit  mehrerer,  eine  der  größten 
Seiten  in  die  Mitte  gelegt,  so  liegen  A^  und  A^  nicht  über  den 
Grenzen  vou^a;  es  muß  aber,  damit  ein  Schnitt  erfolgt,  a</3-|-y 
sein.  Um  so  mehr  oder  ebenso  ist  dann  auch  /3<y  +  «f;  7^<a  +  /3.  — 
Ebenso  ist  für  das  Nebendreikant  mit  den  Seiten  a,  2iJ  —  /J,  2jB  -—  y\ 
a<{2R  —  ß)  +  (2Ii  —  y)  oder  a  +  /3  +  y  <  4Ä  Daher  der  Satz: 
In  einem  Dreikant  ist  a)  jede  Seite  kleiner  als  die  Summe  der  beiden 
anderny  h)  die  Summe  der  drei  Seiten  kleiner  cUs  vier  Beckte. 

/ 129.  2)  Gegeben  zwei  Seiten  a,  ß  und  der  von  ihnen  eingeschlossene 
Winkel  C. 

Aufl.   1.  Man  drehe  ß  um  SC,  l*'Jg.  ö7.  Fig. 67. 

bis   es    mit   a    den    gegebenen    <^  C 
bildet     Dabei   beschreibt   wieder  A^ 
einen  Kreis,  dessen  erste  Projektion 
A^  CA^  JL  SC,  und  dessen  Umlegung 
Ai  Ay'   ist,   so  daß  ^  A^CAy'  =»  C 
wird.    Daraus  folgt  die  Projektion  Ä 
von    A    durch    A^'  Ä  _L  -4^  G\     für 
^OR,  wie  in  der  Figur,  fällt  Ä   %, 
außerhalb  a.    Dreht  man  die  nun  be- 
stimmte Seite  BSA  um  SB,  so  beschreibt  Ä  die   auf  SB  Senk- 
rechte Ä  A,^,   bis  SA^=^  SAy.    Es  ist  dann  ^  B  S  A^  =»  y\  somit 
sind  drei  Seiten  bekannt,  aus  denen  die  andern  Stücke  folgen. 

Aufl.  2.   Die  folgende  Auflösung  ist  symmetrisch  in  Bezug  auf  Fig.  68. 
die  gegebenen  und  gesuchten  Stücke,  und  ebenso  kurz.  Man  stelle  dieP^ 


108 


IV,  129—180.   Ebenflächige  Gebilde. 


Fig.  58. 


^A""'    ^ 


senkrecht  auf  die  Kante  S  C,  so  enthält  sie  den  ^  C.  Legt  man  dann 
die  a  und  /J  in  die  P^  um,  so  geschieht  dies  in  die  bei  G  recht- 
winkligen Dreiecke 
GS^B^  und  GS^A^, 
in  welchen  GS^  ^^ 
GS^  von  willktlr- 
licher  Große,  '^  S^ 
=  «,  ^  S,  =  /J. 
Dann  liefert  das  Drei- 
eck A^SB^  oder 
A^  S"  B^  bei  S  oder 
S'"  die  Seite  y,  wo- 
bei A^  S'"  =^  A^S^f 
BjiSr"  =  J5,S,.  Man 
J9  erhält  auch  leicht  den 

<^  A^  indem  man  dessen  Ebene  A.SA  durch  G  legt  Sie  schneidet 
die  P^  in  GD  (.1  C^i),  die  umgelegte  ß  in  GA'  (J_  Sj^J,  die  y  in 
einer  Geraden,  welche  durch  D  (GD,  A^Bi)  und  durch  den  mit  ß 
aufgerichteten  Punkt  A'  geht  Legt  man  diese  Winkelebene  von  A 
um  GD  in  Pj  nieder,  macht  also  in  der  GAi  die  CjI  =  CA',  so 
ist  -i: CJi />  «=s  j4,  und  entsprechend  findet  man  ^GBE «^  B, 
Weil  die  Ebenen  der  Dreiecke  C AD  und  GBE  als  Winkelebenen 
in  ihrer  ursprünglichen  Lage  beide  senkrecht  auf  y  standen  und 
durch  C  gehen»  so  enthalten  sie  beide  als  Höhenlinien  aus  C  den 
wahren  Abstand  dieses  Punktes  von  /.  Daher  werden  die  Hypote- 
nusen A  D  und  B  E  beide  denselben  aus  G  gezogenen  Kreis  berühren. 
ISO»  S'i  üt'fhi^tH  rwri  SeitcH  «,  ß  umd  der  der  einen  gegenüber- 
/««yriK/t'   HVMJtW  B, 


rig  M  •^•♦•^^  1     N^luui*w  \>ir  \lu»  Kt^^u«"  3er  S<?ite  «,  welcher  der   ge- 

gt>Wuo   1   K  <4uU«'>it»  aU  r^«  U'|£xH\  Uurvh  ^'^K  die  Ebne  der  unbe- 


\ 
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kannten  Seite  y  unter  dem  ^H  mit  a^  und  drehen  dann  CSA^ 
=  /3  «=  CSA  um  SC,  bis  SA  in  die  Ebene  der  y  fällt,  so  ist  die 
Aufgabe  gelost.  Dabei  beschreibt  A^  einen  Kreis  in  der  zu  SC 
senkrechten  Ebene  A^^CB^,  welche  in  ihrer  Umlegung  in  P^  den 
Kreis  -ä^  -4,"  zeigt,  und  suchen  den  Schnitt  JB^  V  dieser  Kreisebene 
mit  der  Ebene  der  y.  Derselbe  ist  durch  den  Schnittpunkt  B^  ihrer 
Spuren  A^  C  und  SB  und  durch  einen  Punkt  If'  bestimmt,  in 
welchem  der  in  y  liegende  Schenkel  eines  Winkels  ay  =  B  die 
Kreisebene  trifft.  Er  wird  bestimmt  durch  eine  auf  aS  J8  senkrechte 
Winkelebene  DB,  deren  Umlegung  ^  DB  IX"  in  p^  (<^  5  =  dem 
gegebenen  B,  ^  D  =  ü),  und  durch  DD"  J_  A^ B^  und  =  DD"\ 
Die  beiden  Schnittpunkte  der  B^  D"  mit  dem  Kreise  A^  A('  sind 
die  Endpunkte  A",  A*"  der  Bahn^  ihre  erste  Projektionen  sind  Ä,  A*\ 
woraus  wieder  durch  Senkrechte  z\x  SB  auf  dem  aus  S  durch  A^ 
beschriebenen  Kreise  die  Punkte  A^,  A^^  und  dadurch  die  beiden 
möglichen  Größen  der  dritten  Seite  B  SA^  =  y,  BSA^"*  =  y*  ge- 
fanden werden. 

Man  bemerkt^  daß  zwei  Auflösungen  erhalten  werden  können, 
daß  also  zwei  verschiedene  Dreikante  (und  außerdem  noch  zu  jedem 
sein  symmetrisches  möglich  sind).  Man  erhält  nur  eine  oder  keine 
Auflösung,  je  nachdem  von  den  beiden  Schnittpunkten  -4./',  -4^*"  der 
eine  od^r<* beide  in  die  Verlängerung  von  ByD"  über  B^  hinaus 
fallen  y  oder  je  nachdem  sie  in  einem  Berährungspunkt  zusammen- 
fallen oder  aufhören  zu  bestehen.   (15  .Operationen.) 

Aufl.  2.   Man  lege   die   unbekannte   Seite  ^^  in  P^,   drehe   umFig.  6o. 
ihre  eine  anzunehmende  Kante  SB  die  B SCj^  =  a,  bis  sie  mit  y 
den  gegebenen  <^  B  bil-  Fig.  60. 

det;  Cj  gelangt  dann  nach 
G\  C"  (wie  in  Nr.  129, 1.). 
Dann  lege  man  an  die  fest- 
gdMellte  Kante  SC  die  Seite 
C^SAi  =  ß  an,  und  drehe 
sie  um  SC,  bis  SA  in  P^  .,(1  ^A^/iO 
ßlli Zieht  man  C^Ai±SA^,  "{"  " 
so  muß  A  von  C  einen  Ab- 
stand =  Cy^A^  besitzen; 
und  die  Gesamtheit  solcher 
Punkte  in  P^  bilden  einen 

Kreis  aus  C  mit  dem  Halbmesser  C  Ä^  wenn  in  dem  bei  C  recht- 
winkligen Dreiecke  C"  C  Ä  die  Hypotenuse  C"A'  =  CiAy  Zieht 
man  an  diesen  Kreis  die  beiden  Tangenten  aus  S,  und  sind  Ay  A* 
die  Berührungspunkte,  so  sind  die  beiden  Dreiecke  CSA,  CSA"^ 
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Fig.  61. 


Fig.  61. 


mit  C^S  Aj^  kongruent;  Probe  S  A  =  S  A*  '=^  S  A^.  Man  hat  dann 
die  beiden  Auflösungen  B SA  =  y,  BS A*  ^^  y*.  Es  gibt  eine 
oder  keine  Losung,  je  nachdem  eine  oder  beide  Tangenten  auf  der- 
selben Seite  von  SBy  wie  a,  liegen,  oder  je  nachdem  C^A^  gleich 
oder  kleiner  als  C"  C  ist.    (10  Operationen.) 

131.  4)  G€gä>en  eine  Seite  y  und  die  anliegenden  Winkel  A  und  B. 

Aufi.  Man  zeichne  y=ASB  in  Pj, 
lege  durch  SA  die  Ebene  von  ß  unter 
dem  -^  A  gegen  y,  durch  SB  die  von  a 
unter  dem  ^  B,  bestimme  die  Schnitt- 
linie SA  beider  Ebenen  mittelst  einer 
zu  y  parallelen  Hilfsebene,  so  ist  das 
Dreikant  gebildet.  Die  auf  SA  senk- 
rechte Winkelebene  AC^'  in  P,  um- 
gelegt, zeigt  den  -^A  ^=^C^'  A  C/'; 
ebenso  <^  5  =  C^  BCi']  jene  mit  y 
parallele  Hilfsebene  durchschneidet  die 
zweiten  Schenkel  jener  Winkel  in  C^'  und  C/',  so  daß  Abst.  Cg"  von 
AC2  =  Abst.  C/'  von  JBC,'.  Die  Hilfsebene  trifft  dann  die  Ebenen  a 
und  ß  in  den  Geraden  C^' C  ^SA  und  C/'C  ||  SB]  beide  schnei- 
den sich  in  C\    Legt  man  a  und  ß  in  Pj  um,  so  kommt  C  bezw. 


Fig.  62. 


Fig.  68. 


nach  Ci  und  C^,  und 
man  hat BSG^^^a^ 
^S[Ci=/J.  Das  Drei- 
kant  ist,  wie  bei  der 
zweiten  Aufgabe  stets 
möglich. 

132.  5)  GegAen 
eine  Seite  ß,  ein  der- 
selben   anliegender 
Winkel  A    itnd   ein 
gegenüberliegender  B. 
Aufl.  Man  lege 
die  Ebene  der  Seite 
"  '   ?!  welche  mit  ß  den 
•^  A  bildet,   in  P, , 
drehe  die  Seite  ASC^ 
«=  ^  um  SA,  bis  sie 
mit  y  den  ^  A  bil- 
det, was  vermittelst 
Umlegung   der    auf  SA   senkrechten   Ebene   des  ^  ^   in   P|   ge- 
schieht (Cg^CLÄ^,  ^CAC"=A,  AC'^AC^,  C'C'±AC'y 
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Durch  die  nnn  bestimmte  Kante  SC  lege  man  eine  Ebene  unter 
dem  ^£  gegen  P^,  indem  man  mit  CG'  (oder  in  der  ümlegung 
mit  C"  C)  als  einer  Kathete,  und  der  andern  in  P^  liegenden  Kathete 
C  B  ein  Dreieck  C"  C  JB  zeichnet,  dessen  -^  B  der  gegebene  ist. 
Dreht  man  dies  aufrechte  Dreieck  um  CC\  so  beschreibt  ^B  einen  Kreis 
um  C\  dessen  aus  S  gezogene  Tangenten  SB  und  SB*  mit  der 
Kante  SC  die  schließende  Seite  a  bestimmen,  welche  mit  P,  (und  y) 
den  ^  B  bildet.  Da  in  der  Figur  sich  die  SB*  nicht  in  der  durch 
Sä  begrenzten,  dem  ^  A  zukommenden  Halbebene  von  P^  befindet, 
so  muß  seine  Verlängerung  SB^*  Aber  S  hinaus  an  seine  Stelle 
treten.  Es  ist  daher  ASB  =  y,  ASB^  =  y*.  Die  ümlegungen 
von  BSC  und  B*SC  in  Pj,  d.i.  BSC^  und  B*SC*  sind  dann 
die  Größen  a  und  a*  der  dritten  Seite.  Dabei  ist  iSC  «=■  iSCg  = 
SC.^SC*,  DC,  =  BC\  D*C*  =  B*C\  C  C,  ±SB,  C  C,^ 
Jl.  SB*.  Man  hat  also  zwei  Auflösungen,  von  denen  aber,  wie  bei 
Aufgabe  3,  eine  als  unzulässig  wegfallen  kann,  oder  welche  in  eine 
zusammenfallen  oder  beide  imaginär  werden  können. 
183.   6)  Geffeben  die  drei  Winkel  A,  jB,  C. 

Aufl.  Man  lege  Fig.  68.  Fig.  es. 

die  9|  senkrecht  zu 
einer  Kante,  etwa  zu 
8Cy  durch  deren 
Punkt  Cj  die  in  SC 
zusammenstoßenden 
Seiten  a  und  ß  schnei- 
den dann  die  P^  in 
Geraden,  welche  den 
^ACB  =  C  ein- 
schließen.   Man  hat 

nun,  entsprechend 
wie  in  Nr.  107,  die  ^ 

Ebene  y  so  zu  legen,  daß  sie  mit  a  und  ß  bezw.  die  Winkel  B 
und  A  bildet  Entsprechend  dem  Verfahren  in  Nr.  107  legen  wir 
durch  C  die  auf  den  Kanten  SA,  SB  senkrechten  Ebenen  der 
Winkel  A  und  B.  Die  erstere  schneidet  die  drei  Ebenen  P^,  ß,  y 
in  den  Seiten  eines  bei  C  rechtwinkligen  Dreiecks,  das  an  seinem 
auf  fi^^  liegenden  Eckpunkte  den  ^A  enthält.  Die  Schnittlinie 
mit  Pj  ist  CD  (_L  CA)]  und  legt  man  jenes  Dreieck  um  CD  um, 
so  gelangt  es  nach  J9(7J,  worin  *^(7=90®,  <^^=a  dem  gegebenen, 
die  Größe  der  Seiten  aber  willkürlich  ist,  so  daß  CD  angenommen  wurde. 
Entsprechend  liefert  die  umgelegte  Winkelebene  von  B  ein  Dreieck 
ECB,  worin  -^(7=90^,  ^B  gleich  dem  gegebenen.    Beide  Drei- 


y  ^—       ^ 
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ecke  hängen  dadurch  zusammen;  daß  ihre  auf  die  Hypotenusen 
aufgestellten  Höhen  gleich  sind;  nämlich  gleich  dem  Abstände  des 
Punktes  G  von  der  Seite  y,  daß  also  nach  jener  Umlegung  beide 
Hypotenusen  denselben  aus  C  mit  einem  willkürlichen  Halbmesser 
beschriebenen  Kreis  berühren  müssen.  Dadurch  ist  aber  das  zweite 
Dreieck  BCE  durch  das  erste  AGB  bestimmt  Dreht  man  nun 
ACD  um  CD,  so  beschreibt  A  einen  Kreis  in  /3,  der  in  der  üm- 
legung  von  ß  um  GA  in  F^  aus  G  durch  A  als  AA'  gezogen  ist 
D  bleibt  dabei  an  der  Stelle  und  muß  daher  ein  Punkt  der  ersten 
Spur  von  y  sein,  während  ihre  Spur  in  ß  den  Kreis  AA  berühren  muß. 
Ebenso  liefert  das  Dreieck  BGE  den  Punkt  E  als  einen  der  ersten 
Spur  von  y  und  in  der  umgelegten  Seite  a  den  aus  G  durch  B 
gelegten  Kreis,  der  von  der  Spur  von  y  in  a  berührt  wird.  Durch 
beide  Bedingungen  hat  y  zur  ersten  Spur  die  DE^  schneidet  die  SA 
in  A^,  die  SB  in  B^^  und  hat  die  Tangente  A^A!  aus  Ay^  an  den 
Kreis  AA'y  und  diejenige  B^B^  aus  B^  an  den  BS  gelegt,  zu  Spuren 
mit  ß  und  a.  Die  Kante  CS  legte  sich  aber  mit  den  Seiten  ß  und 
a  bezw.  nach  GS^  (J_  GA)  und  GSy^  (J_  GB)  um,  wodurch  a  =  By^S^C, 
ß=^AyS^G  bestimmt  sind,  y  ^^  B^S*'' A^^  wird  aus  den  Seiten  des 
Dreiecks  B^SA^  erhalten  {B,S'"  =  B,Sy,  A,S'"  =  A^S^).  Mm  hat 
diß  Proben  GS,  =  CÄ„  S'''G±A,B,. 

134:.  Für  das  Polardreikant  gilt,  wenn  man  a' =  2i? — A, 
ß  =  ...  setzt,  (128) 

{2R  —  A)<  {2R  -  B)  +  {2R  -  G) 

und  (2 JR  —  A)  +  {2R  -  B)  +  (2R  -  (7)  <  4B, 

woraus  folgt: 

B  +  G<2R  +  A,    A  +  B  +  G>2R, 

d.  h.:  In  einem  Dreikante  ist  die  Summe  der  drei  Winkel  größer  als 
zwei  Rechte,  und  die  Summe  zweier  Winkel  kleiner  als  der  jum  zwei 
Rechte  vermehrte  dritte. 

Sind  diese  Bedingungen  durch  die  gegebenen  Winkel  nicht  er- 
füllt, so  ergibt  auch  die  Konstruktion,  daß  das  Dreikant  nicht 
gebildet  werden  kann. 

135.  Übungsaufgaben:  1)  Durch  einen  gegebenen  Punkt  P  eine 
Ebene  £  zu  legen,  welche  mit  zwei  gegebenen  Ebenen  F  und  G 
bezw.  die  gegebenen  Winkel  g?  und  y  bildet    (Vier  Aufl.) 

2)  Gegeben  zwei  Ebenen  E  und  P  und  eine  Gerade  </  in  E- 
gesucht  eine  Gerade  7^  in  P,  welche  die  g  unter  dem  gegebenen 
Winkel  y  schneidet.    (Vier  Aufl.) 

136.  Es  soll  noch  gezeigt  werden,*)  wie  leicht  sich  die  Grund- 

*)  Nach  Bellavitis,  geometria  descrittiva,  1851,  S.  43. 
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yldchungen  der  sphärischen  Trigonometrie  aus  der  Konstruktionsfigur  Fig  64. 
der  Winkel  aus  den  Seiten  des  Dreikants  ablesen  lassen. 

Fig.  64. 


/ 


/ 


S 


/ 


\ 


N 


S. 


Setzt  man  SA^  =  SA^  =  1;  so  ist  CA^^  =  (7-4/  =  sin  /3, 
SA^  =  BA^'  =  sin  y ,  ÄA^'  =  CA^'  sin  C  =  sin  /3  sin  C,  A'A^'  = 
SA^'  sin  5  ==  sin  y  sin  B^  daher  wegen  Ä  A^'  =  Ä  A^'  auch 

sin  /3  sin  C  =  sin  y  sin  B.  (1) 

Ferner  sei  CT)  J_  SB,  A'E±  CD,  daher  SB=^SD  +  EÄ,  und  da 
SB  =  cos  y,  SD  =  äC  cos  a  =  cos  ß  cos  a,  EA'  =»  C^'  sin  a  = 
CA^'  cos  C  sin  a  =  sin  ß  cos  (7  sin  «,  so  ist 

cos  y  =  cos  «  cos  /3  +  sin  a  sin  ß  cos  C  (2) 

Ferner  ist  DC  =  BÄ  -{-EC,  und  da  DC=S(7sina  =  co8/3  sin«, 
HÄ  =^  BA^'  cos  5  =  sin  y  cos  JB,  ^(7  =  CA  cos  a  =  sin  /3  cos  C 
cos  a,  so  ist 

cos  /3  sin  a  =  sin  /3  cos  a  cos  C  +  sin  y  cos  J5.  (3) 

Teilt  man  durch  sin  ß  und  führt  aus  (1)  sin  y  :  sin  /3  =  sin  (7 :  sin  £ 
ein,  so  wird 

cot  /3  sin  a  =  cos  a  cos  (7  +  sin  (7  cot  B,  (4) 

Die  Gleichungen  für  das  rechtwinklige  Dreikant  lassen  sich 
noch  leichter  für  C  =  90°  aus  derselben  Figur,  in  der  dann  das 
Dreieck  CA'E  verschwindet,  ablesen,  oder  aus  den  obigen  Gleichungen 
ableiten. 


Wiener  I  Lehrbuch  der  darstellentlen  Goometrie. 
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114  IV,  137—138.    Ebenflächige  Gebilde. 

n.   Ebene  Vielecke. 

137.  Unter  einem  einfacJien  ebenen  Vielecke  der  n***  Ordnung 
oder  einem  einfadien  ebenen  n  Ecke  versteht  man  n  Punkte  in  einer 
Ebene  und  die  n  Strecken,  von  denen  jede  durch  zwei  jener  Punkte 
begrenzt  ist  und  von  denen  jeder  der  Punkte  zwei  begrenzt.  Die 
Strecken  bilden  dadurch  einen  zusammenhängenden  und  geschlossenen 
Zug.  Die  Punkte  heißen  die  Ecken,  die  Strecken  die  Seiten,  die 
Winkel  zweier  auf  einander  folgenden  Seiten,  welche  beim  Um- 
schreiten des  Vielecks  alle  auf  derselben  (rechten  oder  linken)  Seite 
des  Umschreitenden  liegen,  die  Videcksmnkd, 

Ein  Vieleck  heißt  konvex,  wenn  jeder  Winkel  desselben  kleiner, 
oder  wenn  jeder  großer  als  zwei  Rechte  ist;  sonst  heißt  es  nidit 
konvex.  Wird  ein  Vieleck  von  einer  Geraden  in  höchstens  zwei 
Punkten  geschnitten,  oder  liegen  auf  der  einen  Seite  jeder  Seiten- 
linie keine  Eckpunkte,  so  ist  das  Vieleck  ebenfalls  konvex;  doch  gilt 
das  Umgekehrte  nicht.  Den  gebräuchlichen  Begriff,  wonach  ein 
'  4  Vieleck  konvex  ist,  wenn  es  von  einer  Geraden  nur  in  zwei  Punkten 

geschnitten  werden  kann,  haben  wir  vermieden,  weil  dadurch  die 
höheren  Vielecke  ausgeschlossen  werden. 

138.  Durchschreitet  man  ein  Vieleck  in  einem  der  beiden  mög- 
lichen Sinne,  verlängert  jede  Seite  in  diesem  Sinne  über  ihren  End- 
punkt, und  dreht  die  Verlängerung  um  diesen  Punkt  bis  in  die 
folgende  Seite ,  so  aber,  daß  der  Drehungswinkel  kleiner  als  zwei 

'  Rechte  ist,  so  heißt  der  Drehungswinkel  ein  Außenwinkel  des  Viel- 
ecks; und  er  ist  nach  Feststellung  des  positiven  Drehungssinnes, 
positiv  oder  negativ.  Nach  dem  Umschreiten  des  Umfangs  ist  die 
gedrehte  Gerade  wieder  in  ihre  Anfangslage  zurückgekehrt;  daher 
ist  die  algebraische  Summe  der  Außenwinkel  a  mal  4  Rechte,  wobei 
o  eine  ganze  [H>sitive  oder  negative  Zahl  ist  a  bezeichnet  die  Art 
de«  Violecks.  Ein  Dreieck  oder  ein  Parallelogranuu  ist  von  der 
erston  (^4-  1)  Art,  ein  Stenifünfeck  (ABC DE  der  Fig.  66)  von  der 
swoit-eu,  ein  Viereck,  in  welchem  sich  zwei  anverlängerte  Gegen- 
seiten schneiden,  von  der  nullten  Art 

Ist  q>  ein  Vieleckswiukel,  a  der  Außenwinkel  an  derselben  Ecke, 
so  ist  ^  '^^^It  +  ax  nimmt  man  daher  die  Summe  (Z)  für  die 
H  Koken  des  ganzen  Umfangs,  so  ist,  weil  2fa=«a.4ii, 

vy  —  2H/f  4-  4ciif  ^aEyn±  2a). 

Die  beiden  ZoicJien  galten  (tür  die  beiderlei  Vieleckswinkel,  deren 
^^umme  natürlich  ^  Anli  ist  Bei  gewohnlichen  Vielecken  (a  =  I) 
und  Un  der  Walil  der  kleiuerwi  Winkel  als  Vieleckswinkel  ist  daher 
iy  «^  i  A\h  —  2V  Ihm  dem  Vierecke  nulher  Art  ist  Zip  =  8Ä 


IV,  1S9— 140.    Ebene  Vielecke. 
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189.  Aufg,  Von  einem  ebenen  Vielecke  ABCD  . . ,  sind  die  ersten  yi^.  cö. 
Projektionen  allerund 
die  zweiten  Projektio- 
nen dreier  Eckpunkte, 
Al\  JB",  TJ'j  gegeben; 
man  soll  die  ssumten 
Projektionen  der  Übri- 
gen Eckpunkte  finden. 

Die  beiden  Pro- 
jektionen dreier  Eck- 
punkte bestimmen 
die  Ebene  des  Viel- 
ecks, wodurch  mit 
den  einen  Projektio- 
nen der  übrigen  Eck- 
punkte diese  be-  Fx 
stimmt  sind. 

Aufl,  1.  Man 
ziehe  eine  Verbin- 
dungslinie zweier  der  drei  gegebenen  Punkte  Ä,  B,  D,  der  Genauig- 
keit halber  eine  solche  BD,  von  der  keine  Projektion  nahezu  senk- 
recht auf  der  Projektionsaxe  steht,  ziehe  in  der  ersten  Projektion 
die  Strahlen  aus  A  nach  C,  E.,.]  sie  schneiden  BD,  weil  sie 
mit  ihr  in  derselben  Ebene  liegen.  Man  projicire  die  Schnittpunkte 
von  B'D'  auf  B!' D" y  ziehe  nach  ihnen  die  Strahlen  aus  Ä' ,  und  be- 
stimme auf  ihnen  die  Punkte  C",  E"  aus  C,  E\ 

Aufl.  2.  Alle  entsprechenden  Linien  in  beiden  Projektionen  wie 
ÄB^,  Ä'  B!'  u.  s.  w.  liefern  Schnittpunkte,  welche  auf  einer  Geraden 
liegen,  nämlich  auf  der  Schnittgeraden  der  Ebene  des  Vielecks  mit 
der  Halbirungsebene  Hg  (66).  Diese  Gerade  wird  überschüssig  durch 
die  drei  Seiten  de?ö  Dreiecks  ABD  bestimmt:  AB!,  A!^ B'  =  F\ 
BD',  B'D'  =  G^  VÄ,  DI'Ä'  =  Ä  Jede  andere  Seite  oder  Dia- 
gonale  der  zweiten  Projektion  ist  dann  dadurch  bestimmt,  daß  sie 
die  zugehörige  erste  Projektion  auf  der  Geraden  FGH  trefiPen  muß. 

140.  Zwei  ebene  Figuren  heißen  affin,  wenn  die  eine  die 
Parallelprojektion  der  andern  und  dann  auch  die  andere  die  Pärallel- 
projektion  der  ersten  ist.  Die  Lage,  welche  sie  beim  gegenseitigen 
Projiciren  auf  einander  einnehmen,  heißt  die  Perspektive,  Nennt  man 
zwei  Punkte  oder  zwei  Gerade  entsprechend,  die  gegenseitig  Pro- 
jektionen von  einander  sind,  so  bemerkt  man,  daß  die  Eigentümlich- 
keit affiner  Figuren  in  perspektiver  Lage  oder  perspektiv-affiner  Figuren 
folgende  sind:  1)  Alle  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  sind 
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IIG  IV,  140—141.   Ebenüachige  Gebilde. 

als  Projicirende  unter  einander  parallel;  sie  heißen  Affinitätsstrahlen  ;\ 
2)  alle  Schnittpunkte  entsprechender  Geraden  liegen  auf  einer  G^-k 
raden,^der  Schnittlinie  beider  Ebenen,  welche  Affiniiätsaxe  heißt,   i 

Zwei  affine  Figuren  von  perspektiver  Lage  bleiben  perspektiv, 
wenn  man  die  Ebene  B'  der  einen  um  die  Axe  in  eine  beliebige  neue 
Lagcy  auch  bis  zum  Zusammenfallen  mit  der  anderen  Ebene  E,  drelU. 
Denn  sind  -4,  A'  und  J8,  j?'  zwei  Paare  entsprechender  Punkte,  so 
ist  in  der  ursprünglichen  Lage  AA'  B  BB',  Schneidet  die  Ebene 
dieser  beiden  Linien  die  Axe  in  C,  sp  sind  die  Dreiecke  CAA',  CBB' 
ähnlich,  und  es  gilt  CA :  CA  =  CB :  Cff,  Durch  die  Drehung  von  B' 
ändert  C  nicht  seine  Lage,  und  ändern  CA',  CB'  nicht  ihre  Längen; 
daher  bleibt  jene  Proportion  erhalten;  die  bezeichneten  .Dreiecke 
(von  veränderlichem  Winkel  bei  C)  bleiben  dann  stets  in  einer  gemein- 
schaftlichen Ebene,  daher  stets  ähnlich,  und  es  bleibt  stets  AÄ  ||  BB', 

Haben  umgekehrt  zwei  in  derselben  Ebene  liegende  Figuren  die 
oben  bezeichneten  beiden  BezieJiungen,  so  sind  sie  perspektiv- affin  oder 
nach  dem  Auseinanderdrehen  um  die  Affinitätsaxe  Parallelprojektionen 
von  einander,  weil  dabei  AÄ  ||  BB' . . .  bleibt. 

Die  beiden  Projektionen  einer  ebenen  Figur  sind  nach  dem  Um- 
legen beider  Projektionsebenen  in  einander  perspektiv-affin,  weil  (Fig.  65) 
ÄÄ'\\ffB'\..,  und  weil  die.  Schnittpunkte  entsprechender  Ge- 
raden, wie  A'ff,  Ä'B!\  auf  einer  Geraden  FGH  liegen.  ' 

141.  Aufg,  Die  waJire  Gestalt  eines  durch  seine  beiden  Projek- 
tionen gegebenen  ebenen  Vielecks  zu  bestimmen,  oder  umgekehrt 

ein  gegebenes  ebenes  Vieleck  in  eine  bestimmte  geneigte  Lage  zu 
bringen  und  seine  Projektionen  zu  verzeidmen. 

IAuft.  Die  erste  Aufgabe  löst  man,  indem  man  eine,  etwa  erste, 
Hauptlinie  der  Ebene  des  Vielecks  zieht  und  um  diese  das  Vieleck 
in  eine  zu  P^  parallele  Lage  dreht;  die  zweite,  indem  man  die 
Hauptlinie  in  dem  umgelegten  Vielecke  zeichnet  und  dann  das| 
Vieleck  um  den  gegebenen  Neigungswinkel  seiner  Ebene  dreht. 
Beidesmal  kommt  man  auf  dieselben  Eonstruktionslinien.  Verfolgen 
wir  die  Aufl.  der  zweiten  Aufg. 
Fig.  66.  Sei  AG  die  angenommene  erste  Hauptlinie  (-4" G".  parallel  der 
Projektionsaxe),  sei  Ä  B!" C"  D'"  E'"  die  umgelegte  wahre  Gestalt 
des  Vielecks,  ein  regelmäßiges  Stemfünfeck  oder  Fünfeck  zweiter  Art, 
dessen  Seiten  Sehnen  zu  ^5  des  Umfangs  des  umschriebenen  Kreises 
sind.  Man  drehe  dasselbe  um  AG,  bis  die  verlangte  erste  Grund- 
neigung £  erreicht  ist.  Dies  geschieht  vermittelst  einer  dritten 
auf  AG  senkrechten  Projektionsebene  durch  Drehung  von  G'B^^' 
{±ÄG')  bis  ff'J9';  so  daß  ^B'^'&B'' =  2R -^s  (oder  =  e). 
Ein  Punkt  B  beschreibt  in  den  Projektionen  die  Bahnen  B^^B^^ 


IV,  141— 142.   Ebene  Vielecke. 
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2?"'^;  JB"hat  voii^"6r 
den  Abstand  B^^B^  des 
B^Yon  B^^G\  Auf  gleiche 
Weise  kann  man  die  ersten 
und  zweiten  Projektionen 
aller  Endpunkte  erhalten^ 
und  es  ist  dies  Verfahren 
das  genaueste  und  auch 
sehr  fördernd,  wenn  man 
nur  mit  dem  Handzirkel 
mittelst  Stichen  arbeitet, 
und  den  Linienzug  B>"B^^ 
B^ff  nicht  ausführt. 

s 

Andererseits  kann  man 
mittelst  der  Affinitat  zwi-   B 
sehen  der  wahren  Gestalt- 
und  der  ersten  Projektion 
die  letztere  vollenden,wenn 
nur  ein  Punkt  S  derselben 

(ein  von  AG'  möglichst  entfernter)  nach  dem  ersten  Verfahren  be- 
stimmt ist,  indem  man  alle  Affinitätsstrahlen,  wie  C"'C\  zieht  und 
beachtet,  daß  sich  entsprechende  Linien  auf  der  Affinitätsaxe  AG' 
treffen  (IfC  läuft  nach  JJ^'C",  AG').  Projicirt  man  diese  Punkte 
von  AG'  auf  A' G"  hinauf,  so  kann  aus  B^'  die  zweite  Projek- 
tion vollendet  werden. 

l42.    Übungsaufgaben. 

1)  Von  einem  ebenen  Vielecke  ist  die  zweite  Projektion  ganz 
und  die  erste  Projektion  dreier  Eckpunkte  gegeben;  man  soll,  ohne 
diese  Projektion  zu  vollenden,  die  wahre  Gestalt  des  Vielecks  be- 
stimmen. 

2)  In  einer  durch  ihre  Spuren  gegebenen  Ebene  liegt  ein  seiner 
Gestalt  nach  gegebenes  Vieleck  ABC . ...  Es  ist  A  und  die  Rich- 
tung AB>  gegeben,  und  es  ist  bestimmt,  auf  welcher  Seite  von 
A!B  der  Punkt  C  liegt;  die  beiden  Projektionen  des  Vielecks  zu 

verzeichnen.  • 

3)  In  einer  gegebenen  Ebene  über  einer  durch  seine  erste  Pro- 
jektion AS  gegebenen  Strecke  AB  ein  gleichseitiges  Dreieck  zu 
verzeichnen.     (Zwei  Aufl.) 

4)  Den  Mittelpunkt  des  Kreises  zu  bestimmen,  der  um  ein^ 
seine  beiden  Projektionen  gegebenes  Dreieck  ABC  beschrij 

5)  Die  beiden  Projektionen  eines  regelmäßigen  n 
zu  verzeichnen,  wenn  von  demselben  gegeben  sind: 
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und  zweite  Gruudneigang  seiner  Ebene,  sowie  die  zweite  Projektion 
des  Mittelpunktes  und  die  eines  Eckpunktes  desselben.    (Zwei  Aufl.) 
7.  143.   Auf'g.    Von  cirtcm  Dreiecke  ABC,  welches  einem  geg^etvm 

Dreiecke    A^  B'  C    ÖhnUdt 
^^  '  sei»  soll,  ist  die  erste  Pro- 

jektion A'  S  C  find  die 
zweite  Projektion  A"  eines 
Eckpunktes  gegeben,  man 
soll  die  zweite  Projektion 
A"  B"  C"  desselben  ver- 
zeichnen. 

Oder:  Ein  senkrecht 
auf  P,  stehendes,  durch 
seine    erste   Spur  A'B'C 

gegebenes  dreiseitiges 
Prisma  durch  eine  durch 
den  Punkt  A  gelegte  Ebene 
so  zu  schneiden,  daß  die 
Schnittfigur  ABC  einem 
gegebenen  Dreiecke  ähn- 
lich ist 

Aufl.  Da  die  Größe 
des  Dreiecks,  mit  welchem 
ABC  ähnlich  sein  soll,  willkürlich  ist,  so  kann  man  es  so  als  A^MC 
Eeichnen,  daß  es  mit  A'^C  die  Seite  0C'  gemein  bat  Denkt  man 
sich  nun  in  der  Ebene  des  Dreiecks  ABC  denjenigen  rechten  Winkel 
DAE  verzeichnet^  dessen  einer  Schenkel  mit  F,  parallel  läuft^  so  sind 
seine  erste  Projektion  J/^'B'  (86,  2)  und  sein  Abbild  D^A^E'  in 
der  ähnlichen  Figur  ebenfalls  rechte  Winkel.  Ihre  Schenkel  teilen 
in  den  Dreiecken  A!SC'  und  A,BC'  die  Seite  B'C  in  demselben 
Verhältnisse,  wie  im  Dreieck  ABC  die  Seite  BC,  also  auch  in  den- 
selben Punkten  IX,  E'.  Man  erhält  diese  vermittelst  eines  Hüfs- 
kreises,  der  durch  A'  und  Ai  geht  uud  dessen  Mittelpunkt  auf  B'C 
liegt  Von  den  Katheten  des  Dreiecks  DAE  ist  aber  diejenige  mit 
P,  parullel,  deren  anliegender  spitzer  Winkel  größer  als  seine  erste 
Projektion  [97, 1)  ist,  also  in  der  Figur  AD,  weil  •^A,BfE'>-^A'D'E'. 
Daher  ist  AD  —  A' D^  und  A" L^'  \\  x  bestimmt  Es  ist  aber  ADE'-.' 
AJ)i:'  uud  AD'-^ÄD',  daher  ADE■yA^D^£^,  wenn  A,D^  =A'D^, 
D^Ei  II  DE'.  Aus  der  wahren  tiröße  j4,i',  von  AE  und  seiner 
ersteu  Projektion  ÄE'  ergibt  sich  aber  der  erste  Abstandsuster- 
schied  von  A  und  E -^  E' E^  {Ä E' K^  =■  W,  J'J-;,  =  J,£,),  und 
duraus  die  beiden  möglichen  zweiten  Projektionen  E"  uud  E*"  von 
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E{E^E"  =  E^E*"  =  E'E^).  Dadurch  ist  die  zweite  Projektion  der 
Geraden  DE,  nämlich  I/'E"  oder  D"  JE*"  bestimmt,  auf  denen  JB" 
und  C"  oder  JB*"  und  C*"  liegen.  Die  beiden  zweiten  Projektionen 
des  Dreiecks  sind  daher  ^"^'(7"  und  A"JB*"C*'\ 

Änm.  Wie  gestaltet  sich  die  Auflösung,  wenn  1)  -^  JB'^'C  = 
^  SA^C  =  90«,  2)  ÄA^  Jl  B'C? 

144»    tfbungsaufgaben. 

1)  Gegeben  die  wahre  Gestalt  ABC  eines  Dreiecks,  von  der 
zweiten  Projektion  der  Punkt  Ä'  und  von  der  ersten  der  Winkel  B^ÄC 
und  ein  Dreieck  A^E^C^^  womit  sie  ähnlich  sein  soll;  gesucht  die 
zweite  Projektion  Ä'  lä!'G\     (Zwei  Aufl.) 

2)  Von  einem  Parallelogramm,  dessen  wahre  Gestalt  gegeben 
ist,  eine  Lage  und  die  zugehörige  zweite  Projektion  zu  finden,  derart 
daß  die  erste  Projektion  ein  Quadrat  wird. 

146.  Satz.  Der  Flächeninh^üt  F  der  Projektion  eines  Vielecks 
ist  gleich  dem  Produkte  des  Flächeninhaltes  F  des  Vielecks  selbst  in 
den  Cosimis  der  Neigung  s  seiner  Ebene  gegen  die  Projektionsebene, 
oder  F' =>  F  cos  6. 

Bew.  Zieht  man  durch  alle  Eckpunkte  des  Vielecks  Falllinien 
nnd  eine  Hauptlinie  seiner  Ebene,  so  wird  das  Vieleck  in  Parallel- 
trapeze (oder  Dreiecke)  geteilt,  deren  Projektionen  ebenfalls  solche 
Figuren  bilden.  Sind  die  beiden  auf  einander  folgenden  in  Fall- 
linien liegenden  Seiten  eines  solchen  P-Trapezes  y^,  y^,  daher  ihre 
Projektionen  y^  cos  £,  y^  cos  £,  das  von  ihnen  eingeschlossene  Stück 
der  Hauptlinie  x,  so  ist  der  Inhalt  f  eines  P- Trapezes  und  der- 
jenige /'  seiner  Projektion 

Daher  bei  Summirung 

F^Zf,    r^Zf  =  cos  s£f==^F cos  £,      ,    . 

HL   Die  Vielfiaohe  im  allgemeinen.  ' 

146.  Unter  einem  einfachen  Vielflache  oder  Polyeder  der  n^  Ord- 
nung oder  unter  einem  einfachen  n  Flache  versteht  man  die  Ge- 
samtheit von  n  einfachen  ebenen  Vielecken,  welche  derart  zu- 
sammengesetzt sind,  daß  jede  Seite  von  einem  Vielecke  zugleich 
die  eines  zweiten  bildet.  Daher  ist  das  Vielflach  ein  von  allen  Seiten 
geschlossenes  Flächengebilde.  Jene  Vielecke  heißen  die  Seitenflächen 
oder  Seiten;  deren  Seitenlinien,  welche  also  stets  zweien  und  nicht 
mehr  Seiteuflächen  gemein  sind,  heißen  Kanten y  imd  die  Punkte, 
in  denen  mehrere,  wenigstens  drei,  Kanten  zusammenstoßen,  Ecken. 
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Zwei  in  einer  Kante  zusammenstoßende  Seitenflächen  bilden  zwei 
Fläclienrnnkd,  welche  sich  zu  vier  Rechten  ergänzen.  Die  zusammen- 
gehörigen Flächenwinkel  eines  Vielflachs  sind  diejenigen,  von  denen 
je  zwei  von  derselben  Seitenfläche  gebildeten  auf  derselben  Seite  der 
letzteren  liegen.  Das  Netss  des  Vielflachs  wird  gebildet,  wenn  man 
in  einer  Ebene  jede  Seitenfläche  an  eine  benachbarte  mit  einer  ge- 
meinsamen Kante  anhängt  und  zwar  derart,  daß  womöglich  keine 
Verdopplung  entsteht. 

In  den  Projektionen  der  Vielflache  sollen  der  Anschaulichkeit 
des  Bildes  halber  diejenigen  Kanten  punktirt  werden,  welche  durch 
Seitenflächen  des  Vielflachs,  die  dem  Auge  (oben  oder  vorn)  näher 
stehen,  verdeckt  werden;  die  übrigen  werden  ausgezogen.  Derjenige 
Zug  von  Kanten,  an  welchem  die  projicirenden  Strahlen  hinstreifen, 
ohne  das  Vielflach  zu  schneiden,  heißt  der  wahre  Umrißt  seine 
durch  dieselben  Projicirenden  gebildete  Projektion  der  scheinbare 
Umriß.  Es  gibt  deren  so  vielerlei  als  Projektionen.  Der  wahre 
Umriß  ist  auch  die  Grenze  von  sichtbaren  und  verdeckten  Teilen 
des  Vielflachs,  wenn  er  nicht  selbst  durch  imhere  Teile  verdeckt  wird. 


Fig.  68. 


Fig.  68. 
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147.  Aufg,  Die  beiden  Projek- 
tionen eines  rechtmnkligen  Parallel- 
e^peduins  zu  verzeichnen,  wenn  von 
seinen  drei  zusammenstoßenden  Kan- 
ten AB,  AC,  AD  gegeben  sind: 
ÄS ,  Ä\  von  der  Ebene  BAC  die 
erste  durch  A  gehende  HaupÜinie  h 
und  die  erste  Neigung  €  mit  ihrem 
Sinne,  die  Längen  AC  und  AD,  und 
wenn  noch  angegeben  ist,  auf  welcher 
Seite  von  AB  die  AC  und  aufu?elcfier 
Seite  von  ABC  die  AD  liegt 

Aufl.  Man  lege  P^  durch  A, 
nehme  eine  F^  J_  h  an,  lege  sie  um 
x^^  (J_  A')  um ,  ziehe  durch  Ä"  (A',  x^^ 
die  -4'"JB'"  unter  dem  «^  s  gegen 


<t 


/      V'A^*^v  unter  dem  ^  b  gegen 

^f»\    ^^"^ ^C'^   \B"'   Xy^  in  dem  gegebenen  Sinne  (nach 

"^^x^^-,  I  '''\/         oben),  so  ist  Ä'' B!"  die  dritte  Pro- 


/ 
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I 
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jektion  der  Ebene  BAC,  und  auf 
ihr  JB'"  aus  B'  bestimmt.  Legt 
man  nun  die  Ebene  BAC  um  h 
in  Pi  um,  so  gelangt  B  nach  B^ 
{B'B''  ±  A',  Ä^'B^y  =  Ä''B"\ 
B^^B^  JL  a;,3).    In  dieser  Umlegung 
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zeichne  man  die  wahre  Gestalt  B^ÄC^  dejr  Hälfte  des  Grund- 
rechtecks, und  drehe  es  um  h  nach  H ÄC\  woraus  die  zweite 
Projektion  Ä'S'C  erhalten  wird  (Abstand  J5"  und  C"  von  U 
bezw.  =  Abst.  J?"'  und  C"  von  x^^.  Die  dritte  Projektion  Ä"D' 
steht  senkrecht  auf  Ä" S"  und  zeigt  ihre  wahre  Länge;  daraus 
folgt  ÄD'  (J_  Ä')  und  Ä'iy  (Abst.  D"  von  A"  =  Abst.  J9'"  von  x^^. 
Zu  den  beiden  Projektionen  der  drei  zusammenstoßenden  Kanten 
können  die  übrigen  als  Parallele  leicht  zugefügt  werden. 

148.   Aufg.    Eine  regelmäßige  Fyramide,  deren  Grundfläche  ein  Fig.  bd. 
regelmäßiges  Siebeneck  dritter  Art  ist,  in  beiden  Pr&jcktiofwn  zu  ver- 


s, 


\ 


N 


-~^' 


zeichnen  y  wenn  geg^)en  sind  die  Projektionen  der  Spitze  Sy  des  Mittel- 
punktes M  der  Grundfläche  und  die  erste  Projektion  A'  eines  Eck- 
punktes  des  Sidtenecks. 

Aufl.  Man  lege  P^  durch  M,  dann  ist  die  erste  Spur  und 
Hauptlinie  h  der  Grundfläche  durch  A'  _L  M'S'  bestimmt.  Man  nehme 
eine  Pj  _L  7t  an,  so  ergibt  sich  darin  üf' "S""  (Abst.  ä"'  von  x^^  ==» 
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Abst.  S"  von  Ä").  Die  dritte  Projektion  M'^'Ä''  der  Grundfläche 
steht  senkrecht  auf  M" S"'j  wodurch  Ä''  folgt.  Man  lege,  wie  bei 
der  vorigen  Aufg.,  die  Grundfläche  in  P^  um,  so  ergibt  sich  A^. 
Man  beschreibe  nun  aus  M'  durch  ^'^  einen  Kreis  und  teile  denselben 
von  A^  aus  in  sieben  gleiche  Teile,  was  angenähert  dadurch  geschieht, 
daß  man  eine  Sehne  BG  des  Kreises  gleich  seinem  Halbmesser  r 
macht,  CD  J_  M'B  fallt,  worauf  CD  gleich  der  angenäherten  Sieben- 
eckseite. Denn  es  ist  die  Siebeneckseite  =  0,8677  ...  r,  DC^= 
r  sin  60^  =  0,8660 . . .  r,  daher  der  Fehler  +  0,0017  r  meist  unmerk- 
lich. Die  beiden  Projektionen  des  Siebenecks  dritter  Art  werden 
dann  nach  Nr.  141  erhalten,  worauf  noch  die  Kanten  aus  S  nach 
den  Sieben eckpunkten,  und  die  sichtbaren  Schnittlinien  nicht  auf 
einander  folgender  Seitenflächen  zu  ziehen  sind. 

14:9,  Übungsaufg.  Ein  Würfel  steht  mit  einer  Fläche  parallel 
zu  Pi,  mit  keiner  parallel  zu  Pg  (oder  auch  in  einer  beliebigen 
Stellung).  Es  sollen  die  Kanten  des  Zwolfflachs  gezeichnet  werden, 
von  dessen  Seitenflächen  je  eine  durch  eine  Kante  des  Würfels  geht 
und  senkrecht  auf  der  jedesmal  durch  dieselbe  Kante  gehende  Dia- 
gonalebene steht.  (Es  entsteht  das  Rhombendodekaeder  des  regu- 
lären Krystallsystems.) 


Fig.  70. 


ly.   Lösung  von  Aufgaben  über  Vielflaohe  vermittelst 

geometriaoher  Örter. 

150.   Axifg,    Eine  dreiseitige  Pyramide  aus  ihren  gegebenen  sechs 
Kanten  zu  verzeichnen. 
Fig.  70.         AufL    Man  bestimme  ein  Seitendreieck  ABC  aus  seinen  drei 

Kanten.    Der  vierte  Eck-punkt 
D  hat  von  denen  A,  B,  C  ge- 
gebene  Abstände.     Der   geo- 
metrische   Ort    des    Punktes, 
welcher  von  A  den  gegebenen 
Abstand  AD  hat,  ist  die  aus 
A  mit  AD  als  Halbmesser  be- 
schriebene Kugel,  der  Ort  in 
Bezug  auf  B  eine  Kugel  aus 
jL  B,  der  Ort  in  Bezug   auf  C 
^^■"     eine  Kugel  aus  C.   Die  gleich- 
zeitige Erfüllung  der  drei  Be- 
dingungen   bestimmt   D   als  jeden    der   beiden    gemeinschaftlichen 
Punkte  der  drei  Kugeln.     Zur  Ausführung  lege  man  Pj  durch  A^ 
B,  C,     Die   Kugeln   aus   A,   aus  B,   aus    C  schneiden  die   P^    in 
größteil   Kreisen,    welche    um    A,  JB,   C    bezw.    mit    den    Halb- 
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messem  ÄD,  BD,  CD  beschrieben  werden.  Die  beiden  Kugeln  aus 
A  und  aus  B  schneiden  sich  bekauntlich  in  einem  Kreise,  dessen 
Ebene  auf  AB  (und  Pj)  senkrecht *steht  und  sich  als  die  gemein- 
schaftliche Sehne  EF  beider  größten  Kreise  projicirt.  Ebenso  be- 
sitzen die  Kreise  aus  B  und  C  die  gemeinschaftliche  Sehne  GH, 
die  aus  C  und  A  die  JK.  Die  Sehnen  EF  und  GH  schneiden  sich 
in  dem  Punkte  ZX,  welcher  die  Projektion  der  beiden  Schnittpunkte 
Dj  IJ^  der  in  die  Sehnen  projicirten  Schnittkreise  je  zweier»  Kugeln 
sind;  diese  schneiden  sich,  weil  beide  Kreise  auf  derselben  Kugel  aus  B 
liegen  und  weil  die  durch  2X  gehende  Projicirende  diese  Kugel  nur  in 
zwei  Punkten  tri£Ft.  Diese  Punkte  gehören  dann  jedem  der  beiden 
Kreise,  daher  auch  jeder  der  drei  Kugeln  und  dem  Schnittkreis  eJK 
der  Kugeln  aus  C  und  A  an.  Legt  man  nun  einen  der  Schnittkreise 
in  Pj  um,  etwa  den  vom  Durchmesser  EF^  so  gibt  seine  auf  EF 
senkrechte  Ordinate  Z/D"  den  Abstand  des  D  von  der  Grundfläche. 
Derselbe  kann  auf  jeder  Seite  der  letzteren  aufgetragen  werden,  so 
daß  zwei  symmetrische  Pyramiden  der  Aufgabe  entsprechen. 

Zus,  Es  folgt  aus  der  Anschauung  der  drei  Kreise  als  Um- 
risse von  Kugeln  der  Lehrsatz  der  ebenen  Geometrie,  daß  die  drei 
gemeinsamen  Sehnen  je  zweier  von  drei  Kreisen  durch  ein  und  den- 
selben Punkt  gehen. 

161.  Aufg,  Um  eine  gegebene  dreiseitige  Pyramide  eine  Kugel  zu 
heschreiben,  oder  durch  vier  gegebene  Punkte  eine  Kugel  zu  legen. 


Fig.  71. 


Aufl.  Der  Mittelpunkt  M  der  Kugel 
ist  der  Punkt,  welcher  von  den  vier  ge- 
gebenen Punkten  A,  B,  C,  B  gleiche  Ab- 
stände besitzt  Der  geometrische  Ort  des 
Punktes;  welcher  von  A  und  B  gleiche 
Abstände  hat,  ist  die  Ebene,  welche  die 
Strecke  AB  senkrecht  halbirt.  Demnach 
istüf  der  gemeinschaftliche  Punkt  der  sechs 
Ebenen,  welche  die  sechs  Verbindungslinien 
je  zweier  der  vier  Punkte  senkrecht  halbiren, 
Ton  welchen  Linien  aber  nur  drei  nicht  in  einer 
Ebene  liegende  benutzt  zu  werden  brauchen. 
Legt  man  Pj  durch  A,  By  C^  so  schneiden 
sich  die  Halbirungsebenen  der  Seiten  dieses 
Dreiecks  in  der  auf  P^  senkrechten  (Jf ',  m"), 
und  der  aus  Jf'  durch  A',  ff,  G'  gelegte 
Bu-eis  liegt  ganz  auf  der  Kugel.  Die  Ver- 
bindungslinie eines  jeden  Punktes  dieses  Kreises  mit  D  ist  eine  Seiv 
der  Kugel,  unter  denen  die  mit  Pj,  "parallele  DE  durch  eine  f> 


Yig.  71. 
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senkrechte  Ebene  senkrecht  halbirt  wird,  deren  zweite  Projektion  auf 
ly'E"  senkrecht  steht  und  M"  bestimmt.  Der  Halbmesser  der 
Kugel  ist  der  zu  Pj  parallele  Abstand  des  M  von  einem  Punkte 
jenes  Kreises,  nämlich  MF-=-M''F"  {M'F'  \\  x).  Damit  sind  in 
beiden  Projektionen  aus  M'  und  Jf"  Kreise  als  Umrisse  der  Kugel 
gezeichnet 

Zu;S.  Schneidet  die  mit  x  parallele  IXE'  den  Kreis  nicht,  so 
ziehe  man  durch  D  einen  mit  P^  parallelen  Kreis  der  Kugel,  dessen 
zweite  Projektion  eine  zu  x  parallele  Gerade,  dessen  erste  ein  Kreis 
aus  M'  ist.  Mittelst  beider  Parallelkreise  kann  man  dann  unend- 
lich, viele  zu  P2  parallele  Sehnen  der  Kugel  ziehen  und,  wie  oben 
die  DE,  benutzen. 

16  2/  Aufg,  In  eine  gegebene  dreiseitige  Pyramide  eine  Kugel  zu 
beschreiben,  oder  an  vier  gegebene  Ebenen  eine  berührende  Kugel  zu  legen. 

Aufl.  Bestimmen  wir  nach  der  letzteren  Fassung  die  Kugeln, 
welche  die  vier  Flächen  der  Pyramide  AB  CD  berühren,  ohne  von 
derselben  eingeschlossen  sein  zu  müssen.  Der  geometrische  Ort  des 
Mittelpunktes  einer  Kugel,  welche  zwei  Ebenen  berührt,  ist  das 
Paar  von  zwei  auf  einander  senkrechten  Ebenen,  welche  die  beiden 
Winkel  der  Ebenen  halbiren.  Da  die  gegebenen  vier  Ebenen  die 
sechs  Kanten  der  Pyramiden  zu  gegenseitigen  Schnittlinien  haben, 
so  liegt  jener  Mittelpunkt  auf  sechsen  dieser  Halbirungsebenen,  von 
denen  durch  jede  Kante  eine  geht.  Zur  Bestimmung  reicht  die  Be- 
nutzung dreier  Kanten  aus,  welche  nicht  nach  demselben  Eckpunkte 
'der  Pyramide  laufen,  da  sonst  drei  solche  Halbirungsebenen  eine 
Gerade  gemein  haben;  ihr  gemeinschaftlicher  Punkt  ist  gleich  weit 
von  allen  vier  Ebenen  entfernt.  Wählen  wir  die  drei  Kanten  der 
Flg.  72.  Seitenfläche  ABC,  durch  welche  wir  P^  legen. 

Um  den  Flächenwinkel  von  BC  z\x  halbiren,  lege  man  senk- 
recht zu  BCy  am  besten  durch  2),  die  Winkelebene  ZXJS',  welche 
BC  in  E  trifft,  und  drehe  dieselbe  um  die  Höhenlinie  DH  der 
Pyramide  bis  sie  parallel  zu  P^  wird.  Das  rechtwinklige  Dreieck 
D''H''E'"  {H''E'"  =  I/E')  zeigt  dann  bei  E'''  den  einen  der  beiden 
Flächenwinkel.  Um  ihn  und  seinen  Nebenwinkel  zu  halbiren,  lege 
man  eine  zu  Pj  parallele  Hilfsebene  V'J?'"'  (etwa  in  %  der  Hohe 
der  Pyramide),  welche  von  E'^'D"  in  J"'  getroffen  wird,  ziehe  aus 
•J'"  durch  K"  einen  Kreis,  der  die  JT'F"'  in  2^"'  und  G'"  trifft, 
so  sind  die  auf  einander  senkrechten  E'"F"'  und  E'"  &*'  offenbar 
die  gesuchten  Halbirungslinien.  Dreht  man  die  Winkelebene  in 
ihre  erste  Lage  zurück,  so  gelangen  F'"  und  6r'"  nach  F'  und  G\ 
welche  Punkte  man  am  kürzesten  erhält,  wenn  man  auf  D* E'  die 
jyj'  gleich  dem  Abstände  des  J'"  von  VH*'  aufträgt,  und  dann  J'jP'  =p 
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Fig.  72. 
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eTG' «» J'"J5'"  macht  Die  Halbirungsebenen  gehen  durch  diese 
Punkte  und  durch  die  Kante  JBC  =  a;  ihre  Spuren  mit  der  Hilfs- 
ebene sind  daher  die  durch  F'  und  (?'  parallel  zu  Iß  C  gezogenen 
Geraden  a^  und  o^.  Auf  gleiche  Weise  bestimme  man  die  oberen 
Spuren  \y  \  (,  C  Ä^  und  c^,  c^^\  Ä  ß)  der  durch  CA=^b  und 
AB  =  c  gelegten  Halbirungsebenen. 

Verfolgt  man  zunächst  die  inneren  Halbirungsebenen  aa^^  bb^, 
cCif  so  bilden  sie  eine  Pyramide  über  ABCy  welche  die  Hilfsebene 
in  dem  Dreiseite  a^\Ci  schneidet  und  deren  Spitze  1  der  gemein- 
schaftliche Punkt  jener  Ebenen  und  der  Mittelpunkt  der  in  die 
Pyramide  AB  CD  eingeschriebenen  Kugel  ist.  1  ist  der  Schnitt- 
punkt der  drei  Kanten  -4,  \c^\  B,  c^a^]  C,  a^b^j  welche  in  jeder 
Projektion  gezeichnet  werden  können.  Der  Halbmesser  ist  der  Ab- 
stand des  Punktes  1  von  P^.  Da  aber  acht  Kombinationen  der 
Halbirungsebenen  aus  a,  6,  c,  oder  aus  deren  oberen  Spuren  acht 
Dreiseite  möglich  sind,  so  erhält  man  acht  berührende  Kugeln, 
deren  Mittelpunkte  1  («ifeiC,),  2  (a^b^c^),  3  (öi 62^1)7  4  (a^b^c^),  5  (02^1^1); 
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6  (a^hfC^),  7  (Oib^Ci),  8  {a^b^c^)  biMeu,  von  denen  einige  in  der  ersten 
Projektion  angegeben  sind.  Die  Kugel  (1)  ist  von  der  Pyramide 
eingeschlossen,  (5),  (3),  (2),  (8)  liegen  beztv.  in  den  körperlichen 
Ecken  A,  S,  C,  D,  aber  jenseits  der  gegentlberatehenden  Flache, 
(4),  (6),  (7)  in  dem  Fläcbenwinkel  an  einer  Kante  und  in  dem 
Scheitelwinkel  des  Flächen winkela  an  der  Gegenkante  f&r  die  drei 
Paare  von  Gegenkanten  a,  AD;  b,  SD;  e,  CD.  —  Man  kann  die  Kon- 
.'jtruktion  etwas  vereinfachen,  wenn  man  die  Hilfaebene  durch  D 
legt,  in  dem  Falle,  daß  dadurch  die  Oreiseite  UibiC^  und  a^b^c^  nicht 
zu  groß  werden. 

15S.  Übttngsaufg.  Über  einem  spitzwinkligen  Dreiecke  als 
Grundfläche  eine  Pyramide  zu  konstruireu,  deren  Kanten  an  der 
Spitze  drei  rechte  Winkel  bilden. 

T.    Die  regelmäfaigeQ  Vielflaohe  im  allgemeinen. 
154.    Zur  Erörterung  der  regelmäßigen  Vielflache,  insbesondere 
der  Bternviel flache  bedarf  es  der  Anführung  einiger  Sätze  Über  regel- 
mäßige Vielecke,  körperliche  Ecken  und  Vielflache,") 

1)  Ein  regelmäßiges  Viekck  ist  ein  solches  ebenes  Vieleck,  in 
welchem  alle  Seiten  unter  einander  und  alle  Winkel  unter  einander 
gleich  sind. 

2)  Um  jedes  und  in  jedes  regelmäßige  Vieleck  läßt  sich  ein 
Kreis  beschreiben.     Beide  sind  koncentrisch. 

3)  Die  Eckpunkt«  eines  regelmäßigen  n  Ecks  a*"  Art  erhält 
man  auf  dem  umschriebenen  Kreise  als  Teilungspunkte  seiner  Teilung 
in  n  gleiche  Teile,  und  die  Seiten  als  Verbindungslinien  je  zweier 
dieser  Punkte,  welche  a  (und  n  —  a)  solcher  Teile  zwischen  sich 
fassen.  Die  Projektion  des  Vielecks  aus  seinem  Mittelpunkte  durch 
einseitige  Strahlen  auf  den  umschriebenen  Kreis  deckt  diesen  a  mal. 

4)  Es  gibt  so  viele  Arten  eines  regelmäßigen  n  Ecks,  als  ea  rela- 
tive Primzahlen  zu  n  von  1  bis  gibt.  So  vom  Dreieck  nur  eine 
Art,  vom  Viereck  eine,  vom  Fünfeck  zwei,  vom  Sechseck  eine,  vom 
Siebeneck  drei  Arten  u.  s.  w. 

5)  Der  Flächeninhalt  eines  Vielecks  ist  die  Fläche,  welche  von 
einer  veränderlichen  Strecke  beschrieben  wird,  deren  einer  Endpunkt 
in  einem  festen  Punkte  der  Ebene  des  Vielecks  bleibt,  und  dessen 
anderer  Endpunkt  das  Vieleck  beschreibt.    Dabei  werden  die  Flächen- 

•)  Autführlicberea,  besondera  über  die  regelmäßigen  Vieiflache  höherer 
Art,  tiiehc  in  des  Verfasners  Abbundlung  „Über  Vielecke  und  VielQacbe, 
Leipsig  18(i#". 


\ 
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stucke  mit  der  Drehrichtung  positiv  oder  negativ.  Der  Flächeninhalt 
eines  regelmäßigen  n  Ecks  ist  daher  nmal  der  des  Dreiecks,  dessen 
Grundlinie  eine  Seite  und  dessen  Spitze  der  Mittelpunkt  des  n  Ecks. 
Man  bemerkt,  daß  von  einem  Vielecke  höherer  Art  Teile  seiner 
Ebene  mehrfach  bedeckt  sind,  so  beim  Fünfeck  zweiter  Art  «ein 
Ketn  zweifach. 

155,  1)  Eine  regelmäßige  körperliche  Ecke  ist  eine  solche,  in 
welcher  alle  Seiten  unter  einander  und  alle  Winkel  unter  einander 
gleich  sind. 

2)  um  eine  regelmäßige  körperliche  Ecke  (d.  h.  durch  alle  ihre 
Kanten)  und  in  eine  solche  (d.  h.  berührend  an  alle  Seiten)  läßt 
sich  ein  gerader  Kreis-  oder  Umdrehungskegel  beschreiben.  Beide 
Kegel  sind  koaxial^  d.  h.  sie  haben  eine  gemeinschaftliche  Axe, 
welche  auch  die  Axe  der  Ecke  heißt. 

3)  Eine  auf  der  Axe  senkrechte  Ebene  schneidet  die  regelmäßige 
körperliche  Ecke  in  einem  regelmäßigen  Vielecke,  dessen  Ecken 
gleich  weit  vom  Scheitel  abstehen  und  dessen  Mittelpunkt  auf  der 
Axe  liegt,  und  umgekehrt;  die  Ecke  ist  von  derselben  Art  wie  dies 
Vieleck. 

156.  1)  Ein  regelmäßiges  Viel  flach  ist  ein  solches,  dessen  Seiten 
kongruente  regelmäßige  Vielecke  und  dessen  Flächenwinkel  unter 
einander  gleich  sind.  —  Die  Kongruenz  der  Ecken  folgt  hieraus. 

2)  Um  jedes  und  in  jedes  regelmäßige  Vielflach  läßt  sich  eine 
Kugel  beschreiben.  Beide  Kugeln  sind  koncentrisch;  ihr  Mittelpunkt 
heißt  auch  der  des  Vielflachs. 

3)  Die  zweiten  Endpunkte  aller  von  einer^  Ecke  eines  regel- 
mäßigen Vielflachs  ausgehenden  Kanten  und  deren  auf  dem  Viel* 
flach  liegende  Verbindungslinien  bilden  ein  regelmäßiges  Vieleck. 
Dasselbe  ist  von  derselben  Ordnung  und  Art,  wie  die  körperliche 
Ecke  4es  Vielflachs. 

4)  Ein  regelmäßiges  Vielflach  ist  von  der  Ä^^  Art,  wenn  es 
von  seinem  Mittelpunkte  aus  durch  einseitige  Strahlen  auf  eine 
koncentrische  Kugel  projicirt,  diese  Ä  mal  deckt;  oder  wenn  jeder 
aus  dem  Mittelpunkt  einseitig  gezogener  Strahl  dasselbe  A  mal 
schneidet. 

5)  Mit  kongruenten  regelmäßigen  n  Ecken  kann  man  auf  un- 
endlich viele  Arten  regelmäßige  körperliche  Ecken  bilden,  indem 
man  mit  einer  über  zwei  Seiten  desselben  gespannten  Diagonale  als 
Seite  ein  regelmäßiges  v  Eck  a^  Ordnung  bildet  und  den  Scheitel 
der  Ecke  so  bestimmt,  daß  sein  Abstand  von  allen  Ecken  des  v  Ecks 
gleich  einer  Seite  des  n  Ecks  isL  Die  Ecke  ist  dann  von  der 
V**"  Ordnung  und  a*®°  Art.    Dabei  muß  als  Bedingung  erfüllt  werden. 
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daß  die  Seite  des  n  Ecks  großer  als  der  Halbmesser  des  umschrie- 
benen Kreises  des  v  Ecks ,  oder  daß  das  v  fache  des  Winkels  9  des 
n  Ecks  kleiner  als  a  X  4  22  ist  (i/  9  <  a  4  B). 

6)  Soll  eine  solche  aus  regelmäßigen  Vielecken  gebildete  regel- 
mäßige körperliche  Ecke  einem  regelmäßigen  Vielflache  angehören, 
so  muß,  wenn  man  an  den  übrigen  Ecken  der  benutzten  nEcke 
neue  dem  ersten  kongruente  körperliche  Ecken  bildet,  und  so  an 
allen  Ecken  der  Vielecke,  —  ein  geschlossenes  Vielflach  entstehen. 

7)  Vielflache  erster  Art,  deren  Seiten  und  Ecken  ebenfalls 
erster  Art  sein  müssen,  können  bekanntlich,  damit  vq)  <i4R  wird, 
nur  folgende  fünf,  die  s.  g.  Platonischen  Körper,  gebildet  werden: 

(1)  Das  Vierflach  oder  Tetraeder,  mit  drei  Dreiecken  an  einer 
Ecke, 

(2)  das  Sechsflach  oder  Hexaeder  oder  der  Würfel,  mit  drei  Vier- 
ecken an  einer  Ecke, 

(3)  das  Achtflach   oder  Oktaeder,  mit  vier  Dreiecken  an  einer 
Ecke, 

(4)  das  Zwölfflach  oder  Dodekaeder,  mit  drei  Fünfecken  an  einer 
Ecke, 

(5)  das   Zwanzigflach    oder   Ikosaeder,   mit    fünf  Dreiecken    an 
einer  Ecke. 

Die  weiteren  Sätze  über  die  regelmäßigen  Vielflache  höherer 
Art  sollen  bei  deren  Darstellung  gebracht  werden. 

VI.    Die  regelmäfsigen  Vielflache  erster  Art.    (Platonische  Körper.) 

157.    Aufg.    Die  fünf  regelmäßigen  Vidflache  erster  Art  aus  der 
gegebenen  Kantenlänge  oder  Seitenfläche  in  beiden  Projektionen  zu  ver- 
zeichnen,  wenn  eine  Seite  in  P^  liegt. 
Fig.  73.  „,     „„  Das  ^Vierflach.    Seine   in  Pj   liegende 

Seite  ist  das  regelmäßige  Dreieck -4./ -^g'-^j'. 
Denkt  man  sich  jede  der  drei  anderen  Sei- 
ten in  die  Grundfläche  niedergelegt  und 
dann  wieder  aufgerichtet,  so  beschreibt 
im  Grundriß  jedesmal  ein  Eckpunkt  eine 
Höhenlinie  des  Grunddreiecks  und  die  Spitze 
JB'  liegt  im  Schnittpunkt  der  dreien.  Die 
Höhe  von  B  über  P^  ist  eine  Kathete  SV 
des  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  andere 
Kathete  =  A^  B'  und  dessen  Hjpotennse 
=  ^1  -A3 . 

Das  Sedisflach   hat   ein    Quadrat   zur 
ersten  Projektion. 
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158.  Dos  Achtflach.  Die  Grundfläche  ist  das  regelmäßige  Drei-  Fig. 
eck  Ä^Ä^A^y  dessen  Mittelpunkt  M'  sei. 
Durch  seine  Kanten  sind  neue  Dreiecke  ge- 
legt, deren  Spitzen  B  in  der  ersten  Pro- 
jektion auf  den  von  M'  auf  die  Seiten  des 
Grunddreiecks  gefällten  Senkrechten  liegen 
und  wegen  der  gleichen  Neigung  gegen  die 
Grundfläche  gleich  weit  von  M*  abstehen, 
während  sie  selbst  gleiche  Abstände  von  F^ 
besitzen.  Das  Dreieck  der  drei  B  oder 
B^B^B^  ist  daher  regelmäßig,  mit  P^  parallel 
und  außerdem  eine  Seite  des  Achtflachs,  ^j 
welche  gestattet,  die  •  drei  Schlußdreiecke 
A^B^B^,  A^B^Byy  A^B^B^  zu  legen.  Daher 
ist  B^B^B^  ein  mit  A^  A^A^  kongruentes, 
koncentrisches  und  verschränktes  Dreieck, 
so  daß  der  Umriß  durch  ein  regelmäßiges 
Sechseck  gebildet  wird,  dessen   Kanten  im 

Räume  zwischen  den  Ebenen  der  A  und  der  B  auf-  und  absteigen.  — 
Der  Abstand  der  B  von  P^  wird 


74, 


Bl 


als  B^B^*'  aus  der  ersten  Pro- 
jektion A^B^  und  der  wahren 
Länge  A^ A^  einer  Kante  be- 
stimmt. 

169,  Bas  Zwölf flmlu  Man 
zeichne  in  P^  das  (regelmäßige) 
Grundfttnf eck  -4/  A^'  A^  AI  A^' 
und  lege  durch  jede  Seite  des- 
selben unter  gleichen  Winkeln. 
gegen  P|  ein  neues  solches  Fünf- 
eck, derart  daß  sich  an  jeder  Ecke 
A  drei  Flächen  zusammenfügen. 
In  diesen  Fünfecken  bilden  die 
zu  -4iAj,  ...  parallelen  Diago- 
nalen B^B^f  ...  ein  zu  Pj  paral- 
leles Fünfeck;  die  ersten  Projek- 
tionen seiner  Seiten B,'jB/,  ...  sind 
parallel  und  gleich  weit  abstehend 
von  -4/ Ag', ... ;  daher  ist  das  Fünf- 
eck der  B'  regelmäßig,  parallel 
und  koncentrisch  zum  Grundfünf- 
eck der  A\  Man  erhält  zwei  Punkte 

W^i«!!«!,  liebrbttch  der  dantellenden  Geometrie 


Fig.  75. 

I?:  m  if'f  jf!  ^i 


Fig.  75. 
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B^^  JB/  auf  den  Strahlen  M!  A^^  M'  AI  durch  die  zu  A^A^  senkrechten 
Geraden  A^  B^\  -^s'-ß/?  wodurch  B^B^  parallel  und  gleich  der  Dia- 
gonale A^AJl  wird.  Die  fünf  Punkte  G  liegen  ebenfalls  gleich  weit  ent- 
fernt von  den  bezüglichen  Seiten  des  Grundfünfecks  und  von  M' y  und 
bilden  (weil  M!Gl  _L  A^  A^)  ein  regelmäßiges  Fünfeck,  dessen  Seiten 
Diagonalen  derjenigen  Fünfecke  sind,  welche  die  Ecken  B  abschließen. 
Die  Fünfecke  der  B^  und  der  C  sind  daher  kongruent,  liegen  auf 
demselben  Kreise  und  sind  verschränkt,  so  daß  die  zehn  Punkte  B^ 
und  C  ein  regelmäßiges  Zehneck,  den  Umriß  der  Figur,  bilden.  Jene 
fünf  abschließenden  Fünfecke  besitzen  Seiten  B^D^  ||  CgQ,  .  .  .,  so 
daß  das  Fünfeck  der  D,  welches  das  Zwölfflach  schließt,  ||  P|  ist^ 
und  daß  seine  erste  Projektion,  wegen  der  gleichen  Flächen winkel 
an  seinen  Kanten,  koncentrisch  zu  dem  Fünfecke  der  C  liegt,  also 
auf  demselben  Kreise  und  verschränkt  mit  dem  Fünfecke  der  A^ 
wodurch  die  Punkte  Ä  und  B  ein  regelmäßiges  Zehneck  bilden. 

Man  bemerkt,  daß  wegen  A^C^  \  M!  A^  und  AyC^  \  M  A^  das 
Viereck  M'  A^C^A^  ein  Parallelogramm  und  zwar  ein  Rhombus  ist, 
woraus  folgt,  daß  A^Gl  =  M'  A^  *=  r  und  daß  Jf'C/  durch  A^  A^ 
senkrecht  halbirt  wird;  dadurch  aber  ist  eine  einfache  und  genaue 
Bestimmung  von  C/  gegeben.  Sodann  ist  D^A^  ||  M'B^\  daher 
AC^'D^'A^'  <^  AC^'M'B^'  und  gleichschenklig,  also  D^C; '^ 
B^A^  =  jgf,  gleich  der  Zehnecksseite  des  kleinen  Kreises.  Hiemach 
ist  auch  der  Halbmesser  des  großen  Kreises  M'C^  =  r  «=  r  +  ^• 
Ferner  bildet  A^B^  gleiche  Winkel  mit  B^Gl  und  B^Ol  und  mit 
der  dazu  parallelen  C^A^^  daher  ist  auch  z  ^=B^Cl^=A^Cl^=^ry  oder 
die  Zehnecksseite  /  des  großen  Kreises  ist  gleich  dem  Halbmesser  r 
ded  kleinen,  so  daß  auch  aus  dem  angenommen  großen  Kreise  leicht 
der  kleine  bestimmt  werden  kann. 

Die  Hohen  A  und  }i  bezw.  der  Punkte  B  und  C  über  P^  konnte 
man  wieder  durch  Kanten  oder  durch  Höhenlinien  der  Seitenflächen, 
deren  wahre  Längen  und  ersten  Projektionen  bekannt  sind,  bestimmen. 
Der  Höhenunterschied  von  G  und  B  ist  sodann  =  A,  der  von  B 
uud  B  =  h\  Einfacher  benutzt  man  aber  die  Bemerkung,  daß 
h  =  r'=0\  Ä'  =  r  =5  r  +  je?  ist.  Es  kann  dies  aus  dem  selbstverständ- 
lichen Satze  gefolgert  werden:  Wenn  etvei  gleiche  Strecken  räumlich  auf 
einander  senkrecht  stehen  und  paraüele  Projektionen  besitzen,  so  ist  der  Ab- 
Standsunterschied  der  Endpunkte  der  einen  Stecke  von  der  Projektionsebene 
gleich  der  Projektion  der  anderen  Strecke.  Im  Grundriß  sind  nämlich  in  den 
Seitenflächen  die  Diagonalen  A^C^  (Ü -^/^i)  und  A^B^  QB^'C^') 
beide  A-A^A^,  und  weil  letzte  in  P^,  sind  auch  im  Räume  A^C^^ 
und  Al^B^I^A^A^.  Daher  sind  allgemein  von  den  sechs  Diago- 
nalen von  Seitenflächen,  welche  von  einer  Ecke  des  Zwölffiachs  aus- 
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gehen,  je  zwei  auf  einander  senkrecht,  welche  durch  eine  solche 
getrennt  sind,  daher  ist  auch  räumlich  A^C^A^A^B^.  Da  außerdem 
beide  Strecken  gleich  sind  und  zusammenfallende  Projektionen  be- 
sitzen, so  ist  nach  dem  angeführten  Satze  der  Höhenunterschied  von  A2 

und  B^  =  h  =^  ^2^A  =  **;  "^^  ^®r  ^^'^  -^2  ^^^  C|  =  li  =  A^B^=  r , 
und  daher  K  —  h  =^  z  =  dem  Höhenunterschiede  von  B  und  C  Die 
Reihe  der  Höhenpunkte  ist  mit  der  Reihe  C^A^D^B^  kongruent. 

160.    Das  Zwanzigflach.    Man   verzeichne   in   P,   aus   der   ge- 
gebenen Kante  das  Grunddreieck  A(A^A^  mit  dem  Mittelpunkte  Fig.  7«. 
jlf '.  Die  fünf  in  einer  Ecke  zusammen- 
stoßenden Dreiecke  bilden   eine  Py- 
ramide,   deren    Grundfigur    ein    aus 
Kanten  des  Zwanzigflach  s  gebildetes 
regelmäßiges   Fünfeck   ist   (156,   3). 
Man  denke  sich  ein  solches  auf  jede 
Kante   des  Dreiecks  A^A^A^   aufge- 
setzt, derart  daß  die  von  jeder  Ecke 
ausgehenden  beiden  Kanten  bezw.  in 
A^Ciy  A2C2,   A^C^   zusammenfallen; 
die  den  Grundlinien  gegenüber  liegen- 
den Eckpunkte  sind   die  D,   welche 
im  Raum  gleiche  Abstände   von  F^ 
und    im   Grundriß    gleiche    von   M' 
haben,  auf  den  (verlängerten)  Höhen- 
Unien  von  AiA2A^  liegen,  und  daher 
ein  mit  dem  Grunddreieck  koncentri- 
sches  und  verschränktes  regelmäßiges 
Dreieck  bilden  müssen.   Außerdem  ist 
es  mit  dem  Grunddreieck  kongruent; 
denn  denkt  man  sich  über  jedem  jener 
Fünfecke  die  genannte  fünfseitige  Py- 
ramide errichtet,   so  sind  an  den  Ecken  A  die  fünf  vorhandenen 
Dreiecke  angelegt,  in  B  deren  erst  vier,  so  daß  die  Lücken  je  durch 
ein  fünftes  Dreieck  ausgefüllt  werden,  deren  den  Punkten  B  gegen- 
über liegenden  Seiten  dann  das  Schlußdreieck  D^D^B^  bilden.    Die 
Punkte  Ä  und  iX  sind  daher  die  Eckpunkte  eines  regelmäßigen 
Sechsecks.     Die  Eckpunkte  C   bilden   ein   mit   dem   Grunddreieck 
koncentrisches  und  paralleles  Dreieck,  dessen  Seiten  gleich  der  Dia- 
gonale des  Diagonalfünfecks  sind.    Die  Spitzen  B  jener  drei  Pyra- 
miden bilden  je  mit  zwei  Punkten  D  und  einem  A  ebenfalls  Dia- 
gonalfünfecke wieDgDgJSjjliBj;  daher  hängen  die  Punkte  B  ebenso  . 

mit  den  2),  wie  die  C  mit  den  A  zusammen.     Es  bilden  demnach 

9* 
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die  Punkte  Ä  und  D\  sowie  die  ^  und  Tf  zwei  koncentrische 
parallele  regelmäßige  Sechsecke,  deren  Seiten  und  deren  Halbmesser 
der  umschriebenen  Kreise  sich  wie  die  Seite  zur  Diagonale  eines 
regelmäßigen  Fünfecks  verhalten.  Man  erhält  daher  wieder  (159) 
aus  dem  Halbmesser  JK'^/ =  r  denjenigen  Jtf'C;  =  r,  wenn  man 
A^Ci  =»  der  Seite  z  des  dem  kleinen  Kreise  eingeschriebenen  regel- 
mäßigen Zehnecks  macht,  d.  i.  r  =  r  +  z. 

Die  Höhen  lassen  sich  wieder  aus  den  ersten  Projektionen  und 
wahren  Längen  der  Kanten  oder  der  Höhen  der  Seitenflächen  be- 
stimmen; zweckmäßiger  ist  der  Satz,  daß  der  Höhenunterschied  der 
A  und  B  =  h  ^^^  Ty  derjenige  der  Ä  und  C7  =  ä'  =  r',  wie  beim 
Zwölfflach,  ist,  so  daß  die  zwölf  Eckpunkte  des  Zwanzigflachs  und 
die  zwanzig  des  Zwölfflachs  auf  denBelben  vier  Kreisen  ein  und  der* 
selben  Kugel  liegen,  wenn  von  beiden  Vielflachen  die  Vielecke  der 
Grundflächen  in  denselben  Kreis  eingeschriebeu  sind.  Man  bemerkt 
nämlich,  daß  im  Grundriß  und  räumlich  auf  der  Kante. ^^3  die 
B^Di  senkrecht  steht,  und  altgemein  auf  jeder  Kante  des  Zwanzig- 
flachs eine  andere,  derart,  daß  wenn  man  durch  die  erstere  eine 
Seitenfläche  legt,  die  andere  von  der  gegenüberliegenden  Ecke  dieser 
Fläche  ausgeht  und  ihr  gegenüber  liegt.  Solche  auf  einander  senk- 
rechte Kanten  sind  auch  Ä^Ci  und  B^C^^  und  da  außerdem  ihre  ersten 
Projektionen  parallel  laufen,  so  ist  wieder  der  Höhenunterschied 
der  Endpunkte  der  einen  gleich  der  Projektion  der  anderen, 
oder  Höhenunterschied  von  A  und  C  =  h'  ^=  Ä'Cg'  =  WGl  =  r, 
und  Höhenunterschied  von  B  und  C^=^  A^ü^  ==  z^  woraus  h  =  U 
-^  g  ^=ry  was  zu  beweisen  war. 

161.  Aufg,  Die  fünf  regelmäßigen  Vidflache  erster  Art  aus  der 
gegehenen  Kantenlänge  zu  verzeichnen^  wenn  die  Verbindungslinie  einei' 
Ecke  mit  dem  Mittelpunkte  des  Vielflachs  senkrecht  auf  Pj  steht. 

Zunächst  bemerkt  man  aus  den  bisherigen  Darstellungen^  daß 
eine  solche  Verbindungslinie,  außer  bei  dem  Vierfiach,  noch  eine 
zweite,  ebenso  weit  vom  Mittelpunkte  entfernte  Ecke  enthält.  Eine 
solche  Linie  »heißt  eine  EckencucCf  jene  beiden  Ecken  Gegenecken;  die 
von  ihnen  ausgehenden  Kanten  sind  paarweise  parallel  und  ent- 
gegengesetzt gerichtet.  In  der  verlangten  ersten  Projektion  fallen 
zwei  Gegenecken  zusammen  und  die  zweiten  Endpunkte  der  von 
ihnen  ausgehenden  Kanten  bilden  zwei  mit  P|  parallele  kongruente 
regelmäßige  Vielecke,  deren  erste  Projektionen  konzentrisch  und 
verschränkt  sind.  —  Für  das  Vierflach  ist  die  Stellung  dieselbe  oder 
die  umgekehrte,  wie  in  Fig.  73. 
Fi?.  77.  162«  Das  Sechsflach.  Stellen  A'  und  D'  die  zusammenfallenden 
Ecken  dar,  so  bilden  die  Ecken  B'  und  die  C  jene  versehrankton  Drei- 
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ecke  B^JS^JS^  und  C^C^C^,  und  der  umriß,  der  diese  Ecken  ab- 
wechselnd verbindet,  ist  ein  regelmäßiges 
Sechseck.  Aus  der  gegebenen  Eantenlänge 
AB  bestimmt  man  die  Diagonale  der  qua- 
dratischen Seite,  welche  gleich  der  Seite 
B^B^  =  C^C^  der  verschränkten  Dreiecke 
iat.  Die  Hohe  AD  =^  Ä'  D"  ist  eine 
Diagonale  des  Würfels  und  gleich  der  Hypo- 
tenuse eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen 
Katheten  AB  =  Ä'B  und  JSD"  =  B^B^ 
sind.  Die  Höhenunterschiede  der  Punkte  A 
und  By  B  und  (7,  G  und  D  sind  einander 
gleich,  also  jeder  =  ^^D,  weil  AB^^B^C^ 
#  C^D  ist.  —  In  der  Figur  wurde  von  der 
WQrfeldiagonale  Ä'  B"  aus  gegangen,  dar- 
über als  Durchmesser  der  größte  Kreis  der 
umschriebenen  Kugel  gezeichnet,  dessen 
Ordinate  B^' B  für  Ä' B"  =  ^Ä'Bf'  den 
Halbmesser  des  um  das  Umrißsechseck 
des  Grundrisses  umschriebenen  Kreises 
angibt. 

163.  Bas  Achtflach,  Jene  ver- 
schrankten Vierecke  oder  Quadrate 
fallen  zugleich  zusammen.  Die  ganze 
Höhe  ist  gleich  einer  Diagonale  des 
Quadrats. 

164.  Das  Zwölf  flach.  Die  bei- 
den in  der  ersten  Projektion  zu- 
sammenfallenden Ecken  sind  A  und 
-K,  jene  beiden  verschränkten  Drei- 
ecke sind  die  der  Punkte  B'  und  der 
£\  welche  zur  Seite  die  Diagonale 
der  wahren  Gestalt  des  Seitenfünf- 
ecks haben,  und  deren  Ecken  ein 
regelmäßiges  Sechseck  bilden.  Zu 
ihrer  Bestimmung  hat  man  die  Ver- 
zeichnung des  regelmäßigen  Fünf- 
ecks nötig,  welches  hier  aus  der 
Fig.  75  entnommen  wird.  Von  dem 
unteren  Eckpunkte  A  gehen  drei 
Fünfecke,  wie  AB^C^C^B^^  aus, 
▼on    dem    oberen    F    drei,     wie 


Fig.  78. 
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Fig   79. 


FE^D^D^E^f  welche  zusammen  schon  alle  zwanzig  Eckpunkte 
enthalten;  dieselben  werden  noch  durch  sechs  Fünfecke  oder  sechs 
Kanten  CD  verbunden.  Nun  ist  offenbar  der  Abstand  des  Punktes 
C^'  von  der  Diagonale  A'  E^  «=  ^  Kante  des  Fünfecks  und  von  der 
Diagonale  A!  -B/  =  ^  Diagonale  des  Fünfecks  =  ^  E^  E^\  so  daß 
C5'  und  ebenso  D/  auf  der  Verlängerung  der  zu  A!  B^  paral- 
lelen E^  B^  liegen.  Dadurch  ist  C^  bestimmt^  und  ebenso  die 
fünf  übrigen  C  und  die  sechs  Dy  die  dazu  alle  zwölf  auf  demselben 
Ejreise  aus  Ä  liegen.    Die  erste  Projektion  ist  somit  vollendet. 

Für  die  Bestimmung  der  Höhenunterschiede  beachte  man,  daß 
nach  Figur  75  auf  der  Kante  A^A^  des  Zwolfflachs  die  Kanten 
A^  B^  und  (7|  D^  senkreckt  stehen^  und  daß  im  allgemeinen  zwei 
Kanten  des  20  Flachs  auf  einander  senkrecht  stehen  in  dem  Falle, 
daß  wenn  man  die  eine  als  eine  Seite  eines  Seitenfünfecks  ansieht, 
die  andere  von  der  gegenüberliegenden  Ecke  desselben  ausgeht, 
aber  nicht  demselben  Fünfecke  angehört.  Daher  sind  auch  AB^ 
und  Cq  Dj  (Fig.  78)   auf  einander  senkrecht;  und  da  zugleich  ihre 

ersten  Projektionen  unter  einander 
parallel  sind,  so  folgt  wieder,  daß 
T  der  Höhenunterschied  von  A  und  B 
^  =  Cg'  D3'  =  a,  und  derjenige  von  C 
und  D  =  A'  Bi  =  r  ist  Da  femer 
die  Diagonalen  B^  Q  und  B^  D^  räum- 
lich auf  einander  senkrecht  stehen 
(159),  und  da  ihre  ersten  Projektionen 
in  einer  Geraden  liegen,  so  ist  der 
Höhenunterschied  von  B  und  C^=^ 
B^  D/ = 6,  derjenige  von  B  und  D  = 
B^C^^r  +  h. 

165«  Das  Zwansigflach.  Die  bei- 
den in  der  ersten  Projektion  zusammen- 
fallenden Ecken  sind  A\  7X,  jene 
beiden  verschi&ikten  regelmäßigen 
Vielecke  sind  die  Fünfecke  der  Punkte 
ff  und  der  C,  welche  zu  Seiten  die 
gegebene  Kantenlänge  haben,  und 
deren  Ecken  ein  regelmäßiges  Zehn- 
eck, den  umriß  des  Vieläachs,  bilden. 
Hiermit  ist  die  erste  Projektion  be- 
stimmt 

Die  Höhenunterschiede  ergeben  sich  f&r  A  und  B  =  B^  C^  ^=^  z^ 
für  B  und  C^^  Ä  B^  =  r.    Denn  es  sind  wieder  die  Kanten  B^  C^ 
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und  ÄB^  raumlich  aufeinander  senkrecht  (160),  in  der  Projektion 
aber  parallel. 

166.  Übungsaufgaben. 

1)  Die  fünf  regelmäßigen  Vielflache  erster  Art  aus  der  ge- 
gebenen Kantenlänge  in  beiden  Projektionen  zu  verzeichnen,  wenn 
eine  Kante  in  Pj  liegt,  und  die  beiden  ihr  anliegenden  Seiten  gleiche 
erste  Grundneigungen  besitzen. 

2)  Die  fünf  regelmäßigen  Vielflache  erster  Art  in  eine  gegebene 
Kugel  einzubeschreiben.  Beschreibt  man  über  dem  Durchmesser 
AB^^d  der  Kugel  einen  Halbkreis,  zieht  in  ihm  die  Sehne  ÄC, 
so  ist  dieselbe  die  Kante  des  gesuchten  Vier-,  Sechs-  oder  Acht- 
flachs, je  nachdem  ihre  Projektion  auf  d  gleich  ^df,  ^d,  oder  ^d 
ist  (s.  Fig.  77).  Beim  12-  und  20  Flach  ist  d  die  Hypotenuse 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks  {A^D^ D^  der  Figuren  75  und  76), 
dessen  Katheten  2r  und  2r  -|-  j?  oder  2/  und  r  -f-  /  sind.  Man 
nehme  z.  B.  nach  der  ersten  Anschauung  einen  Durchmesser  2r^ 
willkürlich  an,  bestimme  dazu  jer^,  so  ist  mit  dem  rechtwinkligen 
Dreiecke  2rj,  2r^'\'0^,  d^  das  obige  ähnlich,  wodurch  2r  aus  d 
bestimmt  wird.  —  Oder  auch,  da  sich  fünf  Würfel  legen  lassen, 
wie  wir  bald  sehen  werden,  deren  Ecken  in  Ecken  des  Zwolfflachs 
fallen,  und  deren  Kanten  Diagonalen  der  fünfeckigen  Seitenflächen 
des  Zwölfflachs  sind,  so  ist  aus  dem  Durchmesser  der  umschrie- 
benen Kugel  die  letztere  Diagonale  und  dann  die  Seite  des  Fünfecks 
leicht  zu  ermitteln.  —  Aus  dieser  Anschauung  folgt  auch  noch,  daß 
(Fig.  78)  a  -f  6  =  r  «=  ^d  ist. 

vn.   Die  regelmäfsigen  VielfLaohe  höherer  Art. 
(Begelmäfaige  Stemvielflaohe.)*) 

167,  Zu  ihrer  Ableitung  ist  ein  Hilfssatz  notwendig: 

Die  Eckpunkte  eines  regelmäßigen  Vielflachs  höherer  Art  fallen 
mit  den  Eckpunkten,  und  seine  Seitenflächen  mit  den  Seitenflächen  eines 
regelmässigen  Vidflachs  erster  Art  zusammen. 

Wenn  man  auf  den  Ecken  eines  regelmäßigen  Vielflachs  V 
höherer  Art  (die  auf  einer  Kugel  liegen)  eine  Ebene  gleichsam  ab- 
rollen läßt,  derart,  daß  in  jeder  festen  Lage  derselben  wenigstens 
drei  Eckpunkte  des  V  in  ihr,  alle  anderen  aber  auf  derselben  Seite 
Ton  ihr  liegen^  so  leuchtet  ein,  daß  dann  alle  diese  festen  Ebenen 


*)  Außer  der  angefAhrtexi  Abhandlung  des  VerfasBers  „Ober  Vielecke  und 
Vielflache"  vergleiche  E.  Hefii  Über  zwei  Erweiterangen  des  Begriffs  der 
regelmäßigen  EOrper'*  in  den  Sitzangsbericbten  d.  Ges.  z.  Bef.  der  ges.  Natar- 
wissenscb.  in  Marburg,  1876,  S.  1—20;  und  „Über  die  zugleich  gleicheckigen 
und  gleichflächigen  Polyeder^',  Cassel  1876. 
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ein  Vielflach  erster  Art  W  bilden,  dessen  Eckpunkte  auch  Eck- 
punkte des  V  sind.  Es  müssen  dies  aber  alle  Ecken  des  V  sein; 
denn  ein  weiterer  Eckpunkt  E  des  V  kann  nicht  im  Inneren  des  W 
oder  einer  Seitenfläche  des  W  getrennt  von  einer  Ecke  des  W  liegen, 
weil  er  dann  nicht  auf  der  umschriebenen  Kugel  läge;  er  kann  auch 
nicht  außerhalb  W  liegen,  weil  er  sich  dann  mit  anderen  Eckeu 
des  V  auf  entgegengesetzter  Seite  von  derjenigen  Seitenfläche  des  W 
befönde,  welche  von  dem  durch  E  gehenden  Durchmesser  der  Kugel 
zunächst  dem.  E  getroffen  wird,  während  noch  ein  zweiter  ent- 
fernterer Schnittpunkt  mit  W  vorhanden  ist.  —  Es  gibt  offenbar  nur 
ein  einziges  derartiges  Vielflach  W. 

Denkt  man  sich  nun  ein  mit  V  kongruentes  Vielflach  V'  und 
das  ihm  umschriebene  Vielflach  erster  Art  W',  und  bringt  eine 
Seitenfläche  des  V'  mit  einer  der  V  unter  Übereinstimmung  der 
Außen-  und  Innenseite  zur  Deckung,  so  gelangen  auch  V'  und  V 
mit  allen  ihren  Ecken,  daher  auch  W'  und  W  zu  Deckung.  Von  einer 
Ecke  E  des  V  gehen  wenigstens  drei  Seitenflächen  ^  f^f^  . .  des  V 
aus,  welche  der  Reihe  nach  von  denen  /i'^'/s'--  ^^^  V'  gedeckt 
werden.  Dreht  man  nun  V'  um  E^  bis  /i'  mit  f^  zur  Deckung  ge- 
langt, so  gelangen  mit  jenen  Flächen  der  V  der  Beihe  nach  die 
•/i'/s'/i-  zur  Deckung,  und  bei  einer  weiteren  Drehung  diejenigen 
•  •/i'/a'/i-  Dabei  deckt  eine  von  E  ausgehende  Fläche  g^  des  W' 
der  Reihe  nach  Flächen  gig^g^  . .  des  W,  so  daß  von  E  wenigstens 
ebenso  viele  Flächen  des  W,  wie  solche  des  V,  ausgehen,  und  die 
Flächen  des  W  werden  in  der  ersten  Lage  der  Reihe  nach  von 
denen  gig^g^  -  -  des  W'  gedeckt.  Da  nun  die  einzelnen  Drehungen 
gleich  sind,  indem  dufch  die  gleiche  Drehung  eine  f  des  V 
von  /i  nach  ^,  dann  von  /"g  nach  f^  u.  s.  w.  gebracht  wird,  so 
wird  durch  dieselbe  Drehung  auch  eine  g'  des  W*  zuerst  von  g^ 
nach  ^27  dann  von  g^  nach  ^3  u.  s.  w.  gebrächt,  oder  es  kommen  mit 
9i9%9i"  d®^  Reihe  nach  zur  Deckung  die  gig<lgi^*^  die  »gi  g^  9^*  u.s.w. 
Außer  diesen  g  können  aber  keine  Flächen  des  W  .von  E  ausgehen. 
Denn  läge  eine  solche  \  zwischen  g^  und  g^j  so  würde  sie  von  einer 
A'  des  W'  gedeckt.  K  müßte  dann  nach  einer  Drehung  von  "W' 
eine  zwischen  g^  und  g^  liegende  h^  decken  u.  s.  w.  Es  müßten  da- 
her noch  ebenso  viele  h,  wie  ^,  von  E  ausgehen,  also  im  ganzen 
wenigstens  sechs  Flächen  des  W,  was  unmöglich,  da  zufolge  der 
Euler'schen  Sätze  bei  einem  Vielflache  der  ersten  Art,  welches,  wie 
W,  an  jeder  Ecke  gleich  viele  Flächen  besitzt,  diese  Zahl  höchstens 
fünf  sein  kann.  Daher  bestehen  nur  die  Flächen  g^  und  man  kann 
jede  Fläche  des  W'  bei  jener  Drehung  der  Reihe  nach  mit  jeder 
von  E  ausgehenden  Fläche  des  W,  und  daher  bei  einer  beliebigen 
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Bewegung  mit  jeder  beliebigen  Fläche  des  W  zur  Deckung  bringen. 
Es  kann  daher  ein  und  dieselbe  Kante,  ein  und  derselbe  Kanten- 
winkel oder  Flächenwinkel  des  W'  der  Beihe  nach  mit  jedem  gleich- 
artigen Gebilde  des  W  zur  Deckung  gebracht  werden,  daher  ist  W 
ein  regelmäßiges  Vielflach,  was  zu  beweisen  war. 

Der  zweite  Teil  des  Satzes  wird  entsprechend  mittelst  des 
Kernes  bewiesen,  d.  h.  desjenigen  von  den  Flächen  des  V  gebildeten 
Yielflachs,  welches  den  möglichst  kleinen  Raum  einschließt,  der  also 
von  keiner  der  Flächen  mehr  durchschnitten  wird,  und  mittelst  der 
eingeschriebenen  Kugel.  Dieser  Kern  ist  ebenfalls  regelmäßig  und 
von  der  ersten  Art;  aus  ihm  entsteht  V  durch  Verlängerung  der 
Seiten.  Bei  der  Konstruktion  werden  wir  das  Vielflach  erster  Art 
VI  mit  den  gemeinschaftlichen  Ecken  benutzen. 

168«   Es  gibt  nur  vier  regelmäßige  Viel  flache  höherer  Art 
Um  dieselben  zu  finden,  lege  man  gemäß  der  vorhergehenden 
Nr.  von   einer  Ecke  eines  der  regelmäßigen  Vielflache  erster  Art 
Geraden  nach  gleichweit  entfernten  Ecken.    Dieselben  sind  Kanten 


Fig.  80. 


eines  regelmäßigen  Vielflachs ;  1) 
wenn  durch  zwei  derselben  eine 
Ebene  geht,  in  welcher  die  in  ihr 
enthaltenen  Ecken  des  Vielflachs 
zugleich  die  Ecken  eines  regel- 
mäßigen Vielecks  bilden;  von  die- 
sem sind  dann  die  erst  gezogenen 
Geraden  als  Seiten  anzunehmen; 
2)  wenn  man  durch  jede  Kante 
zwei  derartige  Ebenen  mit  kon- 
gruenten Vielecken  legen  kann. 
Die  Vergleichung  hat  dann  zu  zei- 
gen, ob  das  Vielflach  ein  neues  ist. 

Man  findet  leicht,  daß  das  Vier- 
flach  und  Achtflach  nichts  Neues 
liefern  und  daß  das  Sechsflach  zwei 
Vierflache  bestimmt. 

Im  ZtvolfflacJie  kommen,  abge- 
sehen vom  Durchmesser,  die  vierer- 
lei Eckenabstände  FE,  FD,  FC, 
FB  vor.  1)  Die  drei  FE  liefern 
das  Zwölfflach  selbst.  2)  Von 
den  sechs  Geraden  FD  bestimmen 
zwei  benachbarte  entweder  ein  regelmäßiges  Fünfeck  zweiter  Art 
oder  ein  regelmäßiges  Dreieck;  durch  jede  Gerade  ist  aber  nur  eine 


Fig.  80. 
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solche  Figur  möglich.  Zwei  Gerade  ^  welche  durch  eine  solche  ge- 
trennt sind,  wie  FD^^  FD^  liefern  ein  Quadrat,  deren  zwei  durch 
jede  Gerade  und  sechs  durch  jede  Ecke  gehen,  welche  aber  zwei 
getrennte  dreiflächige  körperliche  Ecken  bilden.  Diese  bestimmen 
zwei  Würfel,  deren  2  .  20  :  8  ««  5  in  das  Zwölfflach  eingeschrieben 
werden  können.  Zwei  Gerade  mit  zwei  zwischenliegenden  liefern  ein 
regelmäßiges  Fünfeck,  aber  nur  eines  für  jede  Gerade.  3)  Aus  den 
sechs  Geraden  FC  kann  auf  zweierlei  Weise  die  Ecke  eines  Vier- 
flachs  gebildet  werden,  deren  zehn  in  das  Zwölfflach  einbeschrieben 
werden  können.  4)  Von  den  drei  Geraden  FB  bestimmen  je  zwei 
ein  regelmäßiges  Fünfeck  zweiter  Art,  deren  zwei  durch  jede  Ge- 
rade gehen.  Es  wird  dadurch  ein  neues  Yielflach,  das  gunrnsAgedcige 
Stemztoölfflach  erhalten. 
p\ß-  81.  \!>{„  AI  Im  Zwatmgflach  kommen,  abge- 

sehen vom  Durchmesser,  zweierlei 
Eckenabstände,  DC  und  DB,  vor. 
1)  Von  den  fünf  DC  bestiipmen  zwei 
benachbarte  das  gegebene  Zwanzig- 
flach. Zwei  getrennte  Gerade  be- 
stimmen ein  regelmäßiges  Fünfeck 
erster  Art,  deren  zwei  durch  jede 
Gerade  gehen  und  welche  eine 
fünfflächige  Ecke  zweiter  Art,  and 
somit  ein  neues  Vielflach ,  das  stem- 
echige  Zwölfftach,  bilden.  2)  Von  den 
fünf  Geraden  DB  bestimmen  zwei 
benachbarte  ein  regelmäßiges  Fünfeck 
zweiter  Art,  dessen  Ecken  mit  denen 
des  eben  erhaltenen  Fünfecks  erster 
Art  übereinstimmen.  Durch  jede  Ge- 
rade gehen  deren  zwei  und  bilden 
eine  fünfflächige  Ecke  erster  Art 
und  ein  neues  Vielflach,  das  zwölf- 
eckige  Stemetvölfflach,  Zwei  nicht 
benachbarte  Gerade  bestimmen  ein 
regelmäßiges  Dreieck,  deren  zwei 
durch  jede  Gerade  gehen  und  welche  eine  fünfflächige  Ecke  zweiter 
Art  und  ein  neues  Vielflach,  das  stemeckige  ZuH^nzigflach  bilden. 

Von  diesen  vier  regelmäßigen  StemvielfUichen  sind  zwei  (die  bei- 
den Stemzwölfflache)  von  Kepler  in  seiner  harmonia  mundi  (1619) 
mitgeteilt  und  als  regelmäßig  nachgewiesen  worden,  zwei  rühren 
von  Poinsot  her  (1809),  der  sie  mit  den  andern  in  seinem  Memoire 


ej 


r 


\ 


IV,  168—170.  Die  regelm.  Vielflache  höherer  Art.  (Regelro.  Stern  vielflache.)    139 

sur  les  polygones  et  les  polyfedres  (Journ.  de   Tecole  pol.^  10.  cah., 
p.  16,  1810)  veröffentlicht  hat. 

169.  Aufg.  Die  vier  regelmäßigen  Sternvielflache,  die  mit  wenigstens 
drei  Ecken  aufV^  aufgestellt  sind,  in  beiden  Projektionen  zu  vermchnen. 


Fig.  82. 


Das  swa/nzigeckige  StemzwÖlfflach.  „.     ^^  Fig.  sa. 

Man  verzeichne  nach  Nr.  159  und 
Fig.  75  die  Eckpunkte  des  regelmäßi- 
gen Zwölfflachs  erster  Art  und  ziehe 
die  Kanten  des  neuen  Vielflachs  von 
jedem  Eckpunkte  nach  denjenigen 
dreien,  welche  der  Gegenecke  zunächst 
liegen.  Bei  einer  regelmäßigen  Bezeich- 
nung kann  man  sich  leicht  ein  sicheres 
mechanisches  Verfahren  hierzu  bilden. 
£ine  der  Seiten  ist  das  zu  P^  parallele 
Stemfünfeck  C^C^C^C^C^  (s.  Fig.  75). 
Auf  das  gegenseitige  Verdecken  ist 
sorgfaltig  zu  achten  und  deswegen  mit 
den  oberen  oder  vorderen  Ecken  das 
Ausziehen  zu  beginnen. 

Das  Vielflach  besitzt  3-20:5=12 
Seiten,  welche  Fünfecke  zweiter  Art 
sind,  zwanzig  dreiflächige  Ecken  erster 
Art  und  3  •  20  :  2  =  30  Kanten.  Man 
kann  das  Karton-Modell  bilden,  in- 
dem man  bei  dem  Zwanzigflach  erster 
Art  auf  jede  Seite  eine  gerade  Pyra- 
mide (ohne  Boden)  aufsetzt,  deren  Seitenflächen  Diagonalebenen  des 
Zwanzigflachs  sind.  Um  die  Art  Ä  des  Vielflachs  zu  bestimmen, 
siehe  man  aus  seinem  Mittelpunkte  M  einseitig  einen  Strahl  (156, 4); 
derselbe  geht  durch  eine  Fläche  jenes  Zwanzigflachs  erster  Art,  und 
trifft  die  auf  derselben  aufgesetzte  Pyramide  in  einem  Punkte,  femer 
(näher  bei  M)  die  drei  Seitenflächen,  welche  durch  die  drei  Kanten 
jener  Fläche  des  Zwanzigflachs  erster  Art  gehen,  aber  jene  Pyra- 
mide nicht  bilden,  in  drei  Punkten,  deren  jedeir  dem  Kerne  eines 
Sternfünfecks  angehört,  also  ein  doppelter  Punkt  der  Fläche  ist 
(154,  5);  daher  das  Vielflach  in  1  +  2  •  3  =  7  Punkten,  so  daß  ^  =  7 
ist.  Poinsot,  der  den  Kern  der  Fünfecke  nur  einfach  rechnete,  er- 
hielt nur  j1  =s  4,  was  aber,  wie  wir  sehen  werden,  dem  Gesetze  der 
Beciprocität  widerspricht.     ^ 

1 70.   Das  zwölf  eckige  Stemzwölfflach.  Man  verzeichne  seine  Eck-  «g.  ss. 
punkte  übereinstimmend  mit  denen  des  regelmäßigen  Zwanzigflachs 
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erster  Art  nach  Nr.  160  und  Fig.  76  uad  ziehe  dann  von  jedem  dieser 
Punkte  die  fönf  Kanten  nach  den  der  Gegenecke  zanächst  liegenden 
Punkten.  Eine  der  Seiten  ist  das  Sternfünfeck  Ä^D^B^B^D^  (s-Fig.  76). 
Das  Vielflach  besitzt  5  ■  12 : 5  =  12  Seiten,  welche  FOnfecke 
zweiter  Art  sind,  zwölf  fünfflächige  Ecken  erster  Art  und  5- 12: 2"»  30 
Kanten.  Man  kann  das  Modell  bilden,  indem  man  bei  dem  regel- 
Fig.  83.  Fig.  81. 


^ 

^ 

^^^^ 

wr^ 

"Ä 

IK 

mäßigen  Zwölfflach,  erster  Art,  dem  Kern  des  Sternvieläachs,  aaf 
jede  ^eite  eine  gerade  Pyramide  (ohne  Boden)  aufsetzt,  deren  Seiten- 
fiächeii  Verlängerungen  der  anstoßenden  Seiten  des  Zwolfflachs  sind. 
Ein  Strahl  aus  dem  Mittelpunkte  M  trifft  eine  Seite  des  Kem- 
zwölfäachs  und  eine  Seitenfläche  der  aufgesetzten  Pyramide;  und  da  der 
crstcrc  Punkt  im  Kern  eines  Sternfünfecks  unseres  Vielflachs  liegt,  so 
ist  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  ji'=l  +  2- 1  =3  (Poinsot  zählte  2). 
\i.  Hl.   Das  slemeckige  Zwanzigflach  besitzt  dieselben  Ecken  und 

Kantt^u  wie  das  vorhergehende  Vieläach.  Von  den  fünf  Kant«n  einer 
Ecke  bestimmen  je  zwei  nicht  auf  einander  folgende  die  dreieckige 
Seite  des  Vielflachs  (z.B.C,C!,Ci  der  Fig.  76),  welche  fünfflächige  Ecken 
zweiter  Art  bilden.  Diese  Dreiecke  schneiden  sich  noch  innerhalb  ihrer 
Begrenzung  in  Geraden,  die  keine  Kanten  des  Vielflacbs  und  deswegen 
feiner  ausgezogen  sind.     Je  drei  Kanten  haben,  abgesehen  von  den 
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Fig.  86. 


Ecken,  einen  gemeinschaftlichen  Punkt;  Fig.  85. 

solche  Ponkte  haben  sich  schon  bei  dem 
vorhergehenden  Yielflache  ergeben,  und 

werden    in    der    wahren   Gestalt    eines  \         X        /  fir.  85. 

Seitendreiecks  yermittelst  eines  regel- 
mäßigen Sternfünfecks  gefunden,  das 
man  über  derselben  Kante  verzeichnet. 
Jede  Kante  besitzt  zwei  solche  (mittlere) 
Schnittpunkte.  Die  (15  nicht  alle  verzeich- 
neten) inneren  Schnittlinien  der  Fläche 
eines  Dreiecks  mit  den  Flächen  der  an- 
deren sind  die  Verbindungslinien  eines 
Eckpunktes  mit  den  mittleren  Punkten 
der  Gegenseite  und  alle  möglichen  Ver- 
bindungslinien mittlerer  Punkte  unter  ein- 
ander mit  Ausnahme  der  kürzesten  möglichen.  Der  von  Außen  sicht- 
bare Teil  einer  Seite  ist  durch  Schraffirung  hervorgehoben. 

Das  Vielflach  besitzt  5  •  12  :  3  =  20  Seiten,  welche  regelmäßig 
Dreiecke  sind,  zwölf  fünfflächige  Ecken 
zweiter  Art  und  5  •  12 : 2  =  30  Kauten. 
Das  Modell  kann  man  herstellen,  in- 
dem man  ein  regelmäßiges  Zwölfflach 
erster  Art  bildet,  in  welchem  jede  Seite 
durch  eine  nach  Innen  gerichtete  Pyra- 
mide ersetzt  ist,  deren  fünf  Seitenflächen 
gleichseitige  Dreiecke  sind  (die  in  Fig.  85 
über  dem  mittleren  Teile  einer  Kante 
zu  bildenden),  und  indem  man  in  jede 
solche  hohle  Pyramide  eine  körperliche 
Ecke  zweiter  Art  einfügt,  deren  zehn 
äußerliche  Seitenflächen  von  der  Gestalt 
der  schraffirten  ungleichseitigen  Drei- 
ecke der  Fig.  85  sind,  welche  Ecke  man 
durch  ein  eingeleimtes  regelmäßiges 
Stemfünfeck  versteift  hat.  Ein  von  M 
aus  einseitig  gezogener  Strahl  schneidet 
die  fünf  verlängerten  Seitenflächen  der 
genannten  nach  Innen  gekehrten  Pyra- 
mide und  außerdem  zwei  Flächen  der 
aufgesetzten  Ecke  zweiter  Art.  Daher 
ist  ^  =  5  +  2  =  7. 

172.   Bas  sterneckige  Zwölf  flach   besitzt   dieselben   Ecken   und  Fig.  sc 
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Kanten  wie  das  regelmäßige  Zwanzigflach  erster  Art.  Da  aber 
die  Ecken  von  der  zweiten  Art  sind^  so  entstehen  noch  Durch- 
schnitte der  Seiten  innerhalb  ihrer  Begrenzung.  Es  sind  dies  die- 
selben Linien,  welche  die  Kanten  der  beiden  Torhergehenden  Viel- 
flache bildeten. 

Das  Vielflach  besitzt  5  •  12  :  5  «=  12  Seiten,  welche  Fünfecke 
erster  Art  sind,  zwölf  fünfflächige  Ecken  zweiter  Art  und  5  •  12: 2  =  30 
Kanten.  Das  Modell  kann  man  herstellen,  indem  man  ein  regel- 
mäßiges Zwanzigflach  erster  Art  bildet,  in  welchem  jede  Seite  durch 
eine  nach  Innen  gekehrte  Pyramide  ersetzt  ist,  deren  drei  Seiten- 
flächen gleichschenklige  Dreiecke  sind,  welche  durch  die  Diagonalen 
des  Seiten fQnfecks  über  jeder  Kante  abgeschnitten  werden.  Ein 
Strahl  aus  M  schneidet  die  drei  Seitenflächen  einer  solchen  Pyra- 
mide, daher  ist  A  =  ^. 

173.  In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  Zahlen  für  die  regel- 
mäßigen Vielflache  zusammengestellt,  worin  bedeuten  jF,  JE,  K  bezw. 
die  Anzahl  der  Flächen,  Ecken,  Kanten,  n,  v  bezw.  die  Anzahl  der 
Ecken  in  einer  Fläche  und  der  Flächen  an  einer  Ecke,  a,  a,  A 
bezw.  die  Art  einer  Fläche,  einer  Ecke  und  des  Vielflachs. 


Das  Vielflacb 

F 

E 

K 

n 
3 
4 
3 
5 
3 

V 

3 
u3 
4 
3 
6 

a 
1 

1 
1 
1 
1 

a 

A 

Vierflach 

4 

4 

6 



1 

Sechsflach 

6 

8 
6 

20 
12 
20 
12 

12 
12 
30 
30 

,  Achtflach 

8 

H^M 

< 

Zwalfflach 

12 
20 
12 
20 
12 
12 

< 

— 

Zwanzigflach 

(  Zwaozigeckiges   Sternzwölfflach 

30 
30 

5 
3 
5 
5 

3 
5 

2 

1 

2 

l  Sterne okiges  Zwanzigflach 

1 

Zwölfeckigea  Sternzwölfflacb 

12 
12 

30 
30 

5 
5 

2 
1 

1 
2 

3 
3 

Stemeckiges  ZwOlfflach 

Man  bemerkt  eine  nahe  Beziehung  der  Zahlen  bei  den  paar- 
weise zusammengestellten,  xB.  dem  Sechs-  und  Achtflach;  F  und 
n  des  einen  sind  bezw.  glei  dem  E  und  v  des  andern,  beide  JET 
sind  einander  gleich.     Man  "^^diese  Beziehung  Reciprocität  und 

ihr  Wesen  erklärt  sich  in  fi  \Weise. 

Beschreibt  man  um  ein  regelmäßiges  Vielflach  V  eine  Kugel 
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und  nennt  zu  einer  Ecke  des  Vielflaclis  diejenige  Ebene  reciprok, 
welche  in  dieser  Ecke  die  Kugel  berührt^  zu  einer  Kante  des  V 
welche  zwei  Ecken  verbindet,  die  Schnittlinie  der  beiden  diesen 
Ecken  reciproken  Ebenen,  und  zu  einer  Seite  des  V,  deren  Ecken 
auf  einem  Kreise  liegen,  den  gemeinsamen  Punkt  der  Ebenen,  welche 
diesen  Ecken  reciprok  sind;  so  nennt  man  dem  Yielflach  V  das- 
jenige V  reciprok,  dessen  Seiten,  Kanten,  Ecken  den  Ecken,  Kanten, 
Seiten  des  V  reciprok  sind.  Daraus  folgt,  daß  F  und  E  des  einen 
bezw.  dem  E  und  F  des  andern  gleich  sind,  und  daß  die  K  der 
beiden  übereinstimmen. 

Weiter  ergibt  sich,  daß  V'  regelmäßig  ist.  Weil  nämlich  die 
Kanten  von  V  einander  gleich  sind,  bilden  die  zu  je  zweien  Endpunkten 
einer  Kante  reciproken  Ebenen  gleiche  Flächen winkel;  weil  die 
Flachen  Winkel  von  V  einander  gleich  sind,  uud  der  Kugelmittelpunkt 
in  ihrer  Halbirungsebene  liegt,  haben  die  zu  je  zweien  in  einer  Kante 
aneinander  grenzenden  Flächen  reciproken  Ecken  unveränderliche 
Abstände,  und  weil  in  V  die  Kanten  winkel  bei  gleicher  Länge  der 
Kanten  einander  gleich  sind,  bilden  jedesmal  in  der  zu  ihrem  Scheitel 
reciproken  Ebene  die  Schnittlinien  der  beiden  zu  den  zweiten  Kanten- 
enden reciproken  Ebenen  ebenfalls  gleiche  Winkel,  die  Kanten  winkel 
des  V';  daher  ist  V'  regelmäßig.  Zugleich  ist  zu  einer  1/ flächigen 
Ecke  a^  Art  in  V  eine  v  eckige  Fläche  «*"  Art  in  V  reciprok  und 
zu  einer  neckigen  Fläche  a^®'  Art  in  V  eine  n flächige  Ecke  a^'  Art 
in  Y',  weil  die  Kanten  in  V'  sich  in  derselben  Folge  aneinander- 
reihen wie  ihre  reciproken  in  V. 

Endlich  ist  die  Art  Ä  von  V  und  V'  dieselbe.  Denn  nimmt 
man  von  einer  Seitenfläche  F  des  V  ein  Dreieck,  dessen  einer  Eck- 
punkt E  ein  solcher  «von  F  (und  V)  ist,  dessen  zweiter  der  Mittel- 
punkt K  einer  von  £  in  F  (und  V)  ausgehenden  Kante,  und  dessen 
dritter  der  Mittelpunkt  F  von  F  (MFA,F),  und  bestimmt  ein  ent- 
sprechendes Dreieck  von  V'  in  der  reciproken  Ebene  E  von  E,  • 
dessen  einer  Eckpunkt  E,  dessen  zweiter  der  reciproke  Eckpunkt 
jF'  zu  F  ist,  also  in  E  und  in  der  Geraden  MF  liegt,  dessen  dritter 
der  Mittelpunkt  K'  der  zu  EK  reciproken  Kante  des  V'  ist,  also 
in  E  und  in  der  Geraden  MK  liegt,  so  projiciren  sich  beide  Drei- 
ecke EFK  und  EF'K'  aus  M  auf  einander,  und  jedem  A  EFK 
auf  V  entspricht  ein  A  EF'K'  auf  V'.  Deswegen  schneidet  jeder 
aus  M  einseitig  gezogener  Strahl  V  und  V'  in  gleich  viel  Punkten, 
und  beide  Yielflache  sind  von  derselben  Art.*) 


*)  Vergl.  des  Verf.  ,f6emerkaDgen  über  die  regelmäßigen  Sterovielflaohe^', 
ZeiUchr.  f.  Matb.  o.  Phys.    12.  Jahrg.,  1867,  S.  174. 
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So  ist  das  Yierflach  mit  sich  selbst,  das  Sechsflach  mit  dem 
Ächtflach,  das  Zwölfflach  mit  dem  Zwanzigfiach,  das  zwanzigeckige 
Sternzwölfflach  mit  dem  sternzwölfeckigen  Zwanzigflach,  oder  kürzer 
und  hinreichend  dem  sterneckigen  Zwangigflach,  das  zwölfeckige 
Stemzwölfflach  mit  dem  sternzwölfeckigen  Zwölfflach  oder  kürzer, 
dem  stemeckigen  Zwölfflach  reciprok. 

174.  Übungsaufg,  Die  vier  regelmäßigen  Sternvielflache  in 
beiden  Projektionen  zu  yerzeichnen,  wenn  sie  a)  mit  einer  Ecke, 
b)  mit  einer  kürzesten  zwischen  zwei  Ecken  yerlaufenden  Linie  auf 
die  P|  gerade  aufgestellt  sind. 

vm.   Ebene  Schnitte  der  Vielflaohe. 

176.  Die  Schnittfigur  eines  Vielflachs  V  mit  einer  Ebene  B 
findet  man  entweder  nach  dem  Kanten-  oder  nach  dem  Flä(;benver' 
fahren.  Nach  dem  ersteren  bringt  man  die  Kanten  ypn  V  mit  E 
zum  Schnitt,  und  verbindet  je  zwei  solche  Schnittpunkte,  welche 
in  Kanten  derselben  Fläche  von  V  liegen,  als  Seiten  der  Schnitt- 
figur. Nach  dem  Fläch enverfahren  bringt  man  die  Flächen  von  V 
mit  E  zum  Schnitt,  und  stößt  zwei  Schnittlinien,  die  in  Flächen 
der  V  liegen,  welche  durch  dieselbe  Kante  gehen,  in  einem  Punkte 
dieser  Kante,  als  einem  Eckpunkte  der  Schnittfigur  zusammen.  Im 
ersteren  Falle  wendet  man  entweder  eine  auf  E  senkrechte  Projek- 
tionsebene an  oder  man  legt  durch  die  Kanten  Hilfsebenen;  im  zweiten 
benutzt  man  oft  zweckmäßig  die  zwei  parallelen  Spurebenen  der 
Nr.  112  ff. 

176.  Aufg,  Ein  durch  seine  beiden  Projektionen  gegebenes  Vid- 
flmh  mit  einer  durch  seine  Spuren  gegebenen  Ebene  E  zu  schneiden, 
Fig.  87.  Aufl.  Das  Vielflach  sei  ein  auf  eine  Seite  gestelltes  regelmäßiges 
Zwölfflach  erster  Art  (159).  1)  Man  wende  eine  auf  die  Spur  e^ 
von  E  senkrecht  gestellte  Profllebene  an,  bilde  die  dritte  Projek- 
tion des  Zwölfflachs,  soweit  sie  notwendig  ist,  und  die  dritte  Spur 
^3  von  E,  so  ergeben  sich  daraus  sogleich  die  Schnittpunkte  der  E 
mit  den  Kanten,  die  man  in  die  andern  Projektionen  überträgt. 
Oder  2)  man  wende  als  erste  Spur-  und  Projektionsebene  die  P^  und 
als  zweite  Spurebene  die  Ebene  der  zuPi  parallelen  Seite  des  Zwölfflachs 
an.  Die  Spuren  von  E  projiciren  sich  in  die  Parallelen  e^,  e^,  diejenigen 
von  jeder  geneigten  Seite  des  Zwölfflachs  in  zwei  Parallele,  deren  innere 
je  eine  Seite  des  unteren  oder  oberen  Grundfünfecks  darstellen,  und  deren 
äußere  denselben  aus  ilf  gezogenen  Kreis  berühren.  Man  erhält  die  Pro« 
jektion  einer  solchen  äußeren  Spur,  indem  man  die  nach  31  laufende 
Kante  AB  nach  außen  um  BC=MA  verlängert  und  durch  C  eine  Pa- 
rallele zu  AD  zieht.  Denn  die  Seite  AB  des  Fünfecks  ist  parallel  zu 
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seiner  Diagonale  DE,  und  die  Verlängerung  JBC  =  T)E^  weil  beide 
gleiche  Höhen  durchsteigen;  daher  ist  auch  BC  =  MA  =  r  (159). 
Man  erhält  so  von  jeder  Seite  der  Schnittfigur  zwei  Punkte. 

Fig.  87. 

-^ 
^'     I 


'     -V- 


V 


/    / 


Das  erste  Verfahren  ist  bei  verwickelten,  wenig  'geregelten 
Vielflachen  zweckmäßig;  in  den  anderen  Fällen  ist  das  zweite  kürzer 
und  genauer. 

177«  Eine  prismatische  Fläche  wird  durch  eine  (unbegrenzte) 
Gerade  erzeugt,  welche. parallel  mit  einer  festen  Geraden,  der  Richt- 
linie, auf  einem  ebenen  oder  unebenen,  geschlossenen  oder  offenen 
Vieleckszuge  (einer  gerad-gebrochenen  Linie)  hingleitet.  Der  Vielecks- 
zQg  heißt  die  Leitlinie^  die  bewegliche  Gerade  in  irgend  einer  Lage  eine 
Seite,  wenn  sie  durch  einen  Eckpunkt  der  Leitlinie  geht,  eine  Kante 
der  prismatischen  Fläche.  Zwei  parallele  Ebenen  schneiden  die 
prismatische  Fläche  in  kongruenten  und  parallelen  Vieleckszügen, 
die  geschlossen,  also  Vielecke  sind,  wenn  die  Fläche  geschlossen  ist. 

Der  von  zwei  parallelen  Ebenen  begrenzte  Teil  einer  geschlossenen 
prismatischen  Fläche  und   die  beiden  Schnittfiguren  jener  Ebenen 

Wiener,  Lehrbuch  der  darstcllendon  Geometrie.  tt) 
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bilden  ein  Vielflach,  das  Prisma  heißt,  und  das  gerade  oder  schief 
genannt  wird,  je  nachdem  die  Schnittebenen  senkrecht  oder  schief 
gegen  die  Kanten  stehen.  Die  beiden  Schnittfiguren  (parallele  und 
kongruente  Vielecke)  heißen  die  Grundflächen,  ihr  Abstand  die  Höhe, 
die  anderen  Flächen  (Parallelogramme)  die  Seitenflächen  des  Prismas, 
Ein  Prisma  heißt  regelmäßig,  wenn  es  gerade  ist,  und  seine  Grund- 
flachen regelmäßige  Vielecke  sind. 
Fig.  88.  178.   Aufg,    Ein  schiefes  Prisma  sei  durch  seine  in  P^  liegende 

Grundfläche  AB' CD',   die  erste  Projektion  Ä A^  einer  Kante  und 

Fig.  88. 


-^^ 


seine  Höhe  A^A^'  gegd)en;  es  soll  von  seiner  Schnitt figur  mit  einer 
0U  den  Kanten  senkrechten  Ebene  die  erste  Projektion  und  die  wahre 
Gestalt,  sotoie  das  Netz  des  Prismas  konstruirt  werden. 

Aufl.  Die  zu  A'A^'  senkrechte  Gerade  Ci  sei  die  erarte  Spur 
der  senkrechten  Schnittebene  E;  legt  man  die  erste  projicirende 
Ebene  der  Kante  A'A^'  ^^^  ^2  ^^  ^1  ^™>  so  ergibt  sich  A'A^'^ 
{A^A^'  X.  A^Ä  und  =  Höhe)  und  e^  =  FA^  (J_  Ä  A^y  Daraus 
folgt  der  Schnittpunkt  A^  der  Kante  AA^  mit  £  als  A^'  {A!A^',  FA^') 
und  daraus  ^/.  Diö  erste  Projektion  der  Schnittfigur  A^B^C^I)^ 
kann  als  affine  Figur  zu  ÄBCI/  vervollständigt  werden  (140). 
Dabei  sind  die  Kanten  des  Prismas  die  Strahlen  und  e^  die  Axe  der 
Affinität,  indem  offenbar  zwei  entsprechende  Seiten  A^B^  und  A  IT 
sich  auf  e^  treffen  milssen,  da  die  erste  Spur  der  Schnittlinie  A^JB^ 
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der  Schnittpankt  der  Sparen  AB'  und  e^  ist.  Die  waire  Gestalt 
A^"B("Cl"Dy*  des  Schnittes  wird  durch  ümlegung  um  e^  erhalten; 
dabei  kommt  -4^  nach  A^"  auf  Ä A^y  wenn  FA^"  «=  FA"  ge- 
macht wird;  yoUendet  wird  die  Figur  durch  Affinität  zu  den  beiden 
vorhergehendpn  Figuren  mit  denselben  Strahlen  und  derselben  Axe. 
Reiht  man  bei  der  Bildung  des  Netzes  die  Seiten  der  prismati- 
schen Fläche^  welche  Parallelogramme  sind,  an  einander,  so  werden 
alle  Kanten  unter  einander  parallel  und  die  Seiten  des  senkrechten 
Schnittes  werden  zu  einer  auf  den  Kanten  senkrechten  Geraden« 
Daher  füge  man  die  Seiten  der  wahren  Gestalt  -4/"S/"(7/"Z>/"  zu 
der  Geraden  A^By^C^D^A^  zusammen,  ziehe  zu  ihr  durch  die  Grenz- 
ponkte  Senkrechte  und  trage  darauf  die  wahren  Längen  der  Kanten- 
stücke auf.  Diejenigen  für  A^  sind  =  A^' Ä  und  A^' A^\  Die 
übrigen  können  auf  gleiche  Weise  erhalten  oder  auch  mit  dem  Zirkel 
im  rechtwinkligen  Dreiecke  Ä  A^  A^'  bestimmt  und  abgegriffen 
werden.  Die  beiden  Grundflächen^(oder  die  Schnittfigur,  wenn  man 
den  einen  Stumpf  erhalten  will)  füge  man  hinzu. 

179.  Eine  pyramidaie  FläcJie  wird  durch  eine  (unbegrenzte) 
Gerade  erzeugt,  welche  stets  durch  einen  festen  Punkt  gehend,  auf 
einem  ebenen  oder  unebenen  Vieleckszuge  hingleitet.  Der  feste  Punkt 
heißt  der  Mittelpunkt  oder  die  Spitise,  der  Vieleckszug  die  Leitlinie, 
die  Gerade  in  irgend  einer  Lage  eine  Seite,  wenn  sie  durch  einen 
Eckpunkt  geht,  eine  Kante  der  pyramidalen  Fläche;  diese  wird 
durch  die  Spitze  in  zwei  Flächenäste  geteilt  Eine  Ebene  schneidet 
einergeschlossene  pyramidale  Fläche  in  einem  oder  in  mehreren  (a) 
getrennten  Vieleckszügen,  je  nachdem  eine  mit  ihr  parallel  durch 
die  Spitze  gelegte  Ebene  keine  oder  mehrere  (a)  Seiten  enthält. 
Zwei '  .parallele  Ebenen  schneiden  die  pyramidale  Fläche  in  zwei 
ahnlichen  und  ähnlich  liegenden  Vieleckszügen,  deren  Ähnlichkeit s- 
Terhältnis  (das  Verhältnis  entsprechender  Seiten)  gleich  dem  Ver- 
haltnisse der  Abstände  ihrer  Ebenen  von  der  Spitze  ist.  Ihre  Lagen 
sind  gleicb-oder  entgegengesetzt  (verschränkt),  je  nachdem  ihre  Ebenen 
auf  derselben  oder  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  der  Spitze  liegen. 

Eine  ebene  geschlossene  Schnittfigur  einer  pyramidalen  Fläche, 
sammt  demjenigen  Teil  der  letzterenr,  welcher  von  der  Schnittfigur 
und  der  Spitze  begrenzt  wird,  bildet  ein  Vielflach,  das  Pyramide 
heißt  Die  Schnittfigur  ist  seine  Grundfläche,  die  von  der  Spitze 
auf  die  Gnmdfläche  gefällte  Senkrechte  die  Höhe,  die  anderen  (drei- 
eckigen) Flächen  sind  die  Seitenflächen.  Eine  Pyramide  heißt  reget- 
ntäßig,  wenn  die  Grundfläche  ein  regelmäßiges  Vieleck  ist  und  die 
Höhe  durch  dessen  Mittelpunkt  geht. 

180.  Aufg.  Eine  Pyramide  sei  durcli  ihre  in  P,  liegende  Gnind-^ig»  s» 
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fläche  Ä3'C'D'E\  durch  die  erste  Projektion  S'  der  ^Sjntzc  und  iJire 
Hohe  S'S"  gegeben;  es  soll  von  ihrer  Schnittfigur  ^,  JB,  . . .  mit  einer 
Ebene  B,  welche  durch  ihre  erste  Spur  e^  und  durch  einen  Punkt  A^ 
der  Kante  AS  gegd>en  ist,  die  erste  Projektion  und  die  wahre  GestaU, 
sowie  das  Nets  der  Pyramide  konstruirt  werden, 

Fig.  89. 


Aufl.  Die  Schnittlinie  A^B^  von  B  mit  der  Seite  ABS  hat 
ihre  erste  Spur  in  F=ei,  AB",  ebenso  treffen  sich  auf  e^  die 
Linien  JB/C/  und  B'C,  C^D^  und  ClDf  u.  s.  w.,  wodurch  die 
Schnittfigur  aus  A^  vollendet  werden  kann.  Ist  ein  solcher  Schnitt- 
punkt auf  e^  unerreichbar,  so  benutze  man  eine  Diagonalebene;  es 
trefifen  sich  entsprechende  Diagonalen,  wie  A^D^  und  Älfy  auf  e^. 
—  Das  Netz  kann  man  durch  Umlegen  der  Seitenflächen  in  die 
Grundflache  bilden,  wobei  S  jedesmal  nach  einem  Punkte  S^^'  ge- 
langt, der  vermittelst  der  bekannten  Höhe  S'S"  konstruirt  wird. 
Ay^  kommt  dabei  nach  ^/^,  -d/'^.B/^  und  A^B^  müssen  sich  auf 
ÄS  also  in  dem  Punkte  F  der  e^  treffen.  Die  benachbarten  Ä S^^ 
und  ÄA^^^  der  beiden  umgelegten  benachbarten  Seitenflächen  sind 
bezw.  einander  gleich.  —  Die  wahre  Gestalt  -4/" £/"...  bestimme 
man,  wie  bisher,  als  affine  Figur  zu  ^/J3/;..,  wobei  e^  die  Axe  ist 
und  die  Strahlen  J_  e^  sind.     Zur  Bestimmung  des  ersten  Punktes 
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A^"  kann  dienen,  daß  FA^"  und  FA^'^  als  wahre  Längen  von 
FA^  einander  gleich  sind. 

181.  Die  beiden  Figuren  ABC...  und  A^B^C^..,  nennt  man 
zu  QmdxiAer  perspehHv-JcoUinear^  ebenso  ihre  Projektionen  ÄB'C ,,. 
und  AyBiC^,.,'^  sie  haben  die  Eigenschaft,  daß  die  Verbindungs- 
linien entsprechender  Punkte  A,A^\  BjB^j . . .  durch  einen  Punkt  8 
(im  zweiten  Falle  S'\  den  KollineaÜonsmittelptinkt,'  gehen,  und  daß 
die  Schnittpunkte  entsprechender  Geraden  AB,  A^B^j  . . .  auf  einer 
Geraden  e^y  der  KoUineationsaxej  liegen.  Man  bemerkt,  daß  die  Affi- 
nität (140)  ein  besonderer  Fall  der  Eollineation  ist.  Wir  werden 
bald  auf  diese  Beziehungen  zurückkommen. 

182.  Übungsaufgaben. 

1)  Ein  gegebenes  Prisma  durch  eine  Ebene  zu  schneiden,  welche 
durch  ihre  Schnittpunkte  mit  drei  Kanten  gegeben  ist. 

2)  Eine  gegebene  vierseitige  Pyramide  in  einem  Paralleltra- 
peze zu  schneiden,  von  dessen  parallelen  Seiten  die  eine  in  der 
Grundfläche,  die  andere  in  einer  bestimmten  Seitenfläche  liegt,  und 
deren  Längen  gegeben  sind. 

3)  Die  Seitenflächen  einer  gegebenen  vierseitigen  Pyramide  in 
einem  Paralleltrapeze  zu  schneiden,  dessen  parallele  Seiten  in  be- 
stimmten gegenüberliegenden  Seitenflächen  liegen,  und  durch  je 
einen  gegebenen  Punkt  derselben  gehen. 

4)  Eine  vierseitige  Pyramide  in  einem  Parallelogramme  von 
gegebenem  Flächeninhalte  zu  schneiden. 

5)  Einen  Würfel  in  einem  Dreiecke  zu  schneiden,  das  einem 
gegebenen  spitzwinkligen  Dreiecke  kongruent  ist  (153). 

6)  Ein  dreiseitiges  Prisma  durch  eine  Ebene  in  einem  Drei- 
ecke zu  schneiden,  das  einem  gegebenen  Dreiecke  ähnlich  ist  und 
durch  einen  gegebenen  Punkt  des  Prismas  geht.  —  Ist  das  Prisma 
gerade,  so  verfahre  man  nach  Nr.  143,  ein  schiefes  verwandle  man 
zuerst  durch  einen  senkrechten  Schnitt  in  ein  gerades.  Da  der 
Scheitel  eines  jeden  Winkels  des  gegebenen  Dreiecks  in  jede  Kante 
des  Prismas  fallen  kann,  so  sind  zwölf  Auflosungen  möglich. 

7)  Ein  Prisma,  dessen  Grundfläche  ein  Parallelogramm  ist, 
durch  eine  Ebene  in  einer  zu  einem  gegebenen  Parallelogramme 
ähnlichen  Figur  zu  schneiden,  welche  durch  einen  gegebenen  Punkt 
des  Prismas  geht.    (Acht  Auflösungen.) 

DC.   Dorohsohnitt  zweier  Vielflaohe. 

183.  um  die  Durchschnittsfigur  zweier  Vielflache  zu  verzeich- 
nen, konstruire  man  entweder  die  Schnittpunkte  der  unverlängerten 
Kanten  eines  jeden  mit  den  unverlängerten  Seiten  des  andern  (85) 
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und  verbinde  je  zwei  solche  Schnittpunkte  durch  Gerade  —  die 
Seiten  der  Schnittfigur  — ,  welche  sowohl  in  derselben  Seitenfläche 
des  einen  wie  des  andern  Yielflachs  liegen  (Kantenverfahren)]  oder 
man  schneide  die  Seiten  des  einen  mit  denen  des  andern  Yielflachs 
und  behalte  von  den  Schnittlinien  die  auf  den  unverlängerten  Seiten 
der  Vielflache  liegenden  Stücke  bei  —  als  Seiten  der  Schnittfigur  — 
{Flächenverfahren). 

Die  Schnittfigur  besteht  aus  einem  zusammenhängenden  oder 
aus  mehreren  getrennten  ebenen  oder  unebenen  Vielecken.  Im  ersteren 
Falle  sagt  man,  jedes  Prisma  schneidet  oder  reißt  aus  dem  andern 
aus;  im  anderen,  das  eine  Prisma  durchdringt  das  andere,  und  nennt 
bei  zwei  Schnittfiguren  die  eine  Eintritts-,  die  andre  Äustrittsßgur. 
Fig.  90.  184,  Äufg.  Die  Schnittfigur  einer  dreiseitigen  Pyramide  AB  CD 
mit  einetn  dreiseitigen  Prisfna  von  der  Grundfläcfie  EFG  und  den 
Kanten  e,  f,  g  zu  bestirnfnen,  wenn  keine  Flädie  eines  Viclflachs  mit 
einer  Projektionsebene  paraMel  ist 


Fig.  90. 
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Aufl.  Man  wendet  hier  am  zweckmäßigsten  das  Eantenver- 
fahren  an.  Die  erste  projicirende  Ebene  der  Kante  f  schneidet  die 
Pyramide  in  dem  Dreiecke  HJK,  das  von  f  in  den  Eckpunkten 
-Fj,  F^  der  gesuchten  Schnittfigur  getroflFen  wird.  Die  erste  pro- 
jicirende Ebene  von  e  schneidet  die  Pyramide  in  unserem  Falle  in 
einem  mit  HJK  ähnlichen  und  parallelen  Dreiecke,  yon  welchem 
daher  nur  ein  Eckpunkt  L  unmittelbar  bestimmt  werden  muß.  Ent- 
sprechend verfährt  man  mit  g.  Durch  die  Kante  CD  der  Pyramide 
legt  man  am  zweckmäßigsten  die  zweite  projicirende  Ebene,  welche 
das  Prisma  in  dem  Dreiecke  MNO  schneidet,  das  von  CD  in  C^ 
und  Dl  getroffen  wird.  Hat  man  so  alle  Kanten  des  einen  Viel-  ^ 
flachs  mit  dem  anderen  geschnitten  oder  sein  Nichtschneiden  durch 
die  Anschauung  oder  durch  einen  Versuch  erkannt,  so  verbindet 
man  je  zwei  Schnittpunkte,  welche  auf  derselben  Fläche  sowohl  des 
einen  als  des  andern  Yielflachs  liegen,  was  in  unserem  Falle  durch 
die  Anschauung  leicht  zu  entscheiden  ist.  So  erhält  man  in  der 
Figur  als  Ein-  und  Austrittsfigur  F^B^E^AiG^  und  F^E^C^G^D^. 
Jede  ist  ein  Dreieck  mit  umgebogener  Spitze;  beim  ersten  schneiden 
sich  die  Seiten  F^B^  und  G^i-4,  in  dem  Punkte  E^  der  c,  indem 
FiEqGi  Ber  Durchschnitt  des  Prismas  mit  der  verlängerten  Fläche 
ABD  der  Pyramide  ist. 

Erkennt  man  aber  nicht  leicht  durch  Anschauung,  welche  Eck- 
punkte zu  verbinden  sind,  so  bildet  man  eine  Tabelle,  worin  man 
einem  jeden  konstruirten  Eckpunkte  die  Seitenflächen  beider  Viel- 
flache  beischreibt,  auf  welchen  sie  sich  befinden;  so  erhält  man: 


Eckpunkte. 

Prismenflächen. 

Pyramidenfläcben. 

E, 

ef,  eg 

ABC 

F, 

ef,  fg 

ABD 

ö. 

eg,  fg 

ABD 

Ä, 

ßg 

ABC,  ABD 

B, 

ef 

ABC,  ABD 

Daraus  ergibt  sich  die  erste  Schnittfigur  Fy^BiE^A^G^F^j  in- 
dem jeder  Buchstabe  mit  jedem  der  beiden  benachbarten  gemein- 
schaftliche Flächen  beider  Yielflache  aufweist. 

185.  Aufg.  Die  Schnittfigur  eines  regelmäßigen  AMflachs  mit 
einem  dreiseitigen  Prisma  fsu  bestimmen. 

Aufl.    Eine  Diagonale  DJ  des  Achtflachs  stehe  senkrecht  auf  Fig.  91. 
Fj,   ein   Kantenquadrat  EFGH  ist   daher  ||  F^,   das   Grunddreieck 
ABC  des  Prismas  liege  in  F^.     Wir  wenden   das  Verfahren .  der 
parallelen  Spurebenen   an   (112),   und   benutzen    hier  zweckmäßig 
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dr^i  ntßhhe  KißeneB,  welebe  zwei  Paare  bflden,  nämlich  eine  durch 
l)(¥^)f  ^in*t  durch  </  gehende  und  die  Ebene  des  Quadrates 
ICI*'(iJl.     l)k  Flächen  des  Achtflachs  schneiden  die  mittlere  dieser 
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KUouou  in  dou  Soiton  Jones  Quadrates»  die  obere  und  untere 
Kboiit*  in  ISinUloleu  nu  diesen  Seite«,  welche  durch  D  und  J  gehen, 
doivn  erste  Tix^jektionen  paarweise  in  m  und  n  zusammenfallen. 
IW  IVis^ma  wiix)  vv^n  jenen  drei  £benen  in  den  kongruenten  und 
)^iV(OW)en  Ihvitvken  Alii\  .l^^\^,,  A^B^l\  geschnitten.  —  Den 
8\^bnitl  der  Flächen  I^t^F  und  Clil\  erhalt  man,  indem  man  ihre 
unte\Yn  S|»nrrn^  m'  und  /**(**  iu  K\  ihrx»  mittleren  Spuren  E'F' 
\\\\\\  /^(\  in  //  «um  ^vhuitt  bringt  und  ICL',  soweit  als  es  in 
Je^ler  der  Widew  Wg^fiwteu  SfiienllÄchen  liegt,  als  1.  2  auszieht. 
Vu^  dem  lU^u\dru>  übertrat  man  K  «md  L  in  dai  Aufriß  und 
'uU\  ^  :  t :?.  IVr  l>«y^xwm;uVi  ^  liegt  auf  der  Kante  DF,  in 
XÄ^'^vh^H^  v5u^  Kijivhe  *^f\»  ^ler  ^Nnulud1^  aa:fi:o.>i,  wahrend  2  noch 
WH  In^H^v^t  vxer  Klo\\\e  %- v  K,  vJe:^  lV:!^:uas  Kc:bi.  Von  diesen  bei- 
\W'A   K  >.vV>\'^  tx\^*,?vu  5tts:h   vi.c   ;:tt;eTV4t   Siv.reÄ  «    oad  IhC  in  If  \ 


^l^"»    %UXV.  >r*\N;;    ^\»      UV^J    *^    V 
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welcher  durch  2  gehen  muß  und  in  2  und  3  begrenzt  ist;  im  Auf- 
riß erhält  man  M"  2«  3.  Auf  diese  Weise  vollendet  man  die  Figur, 
welche  in  unserem  Falle  ein  zusammenhängendes  Sechszehneck  bildet; 
es  findet  also  ein  Ausreißen  statt 

Wollte  man  das  in  der  vorigen  Nr.  angewendete  Eantenver- 
fahren  benutzen,  so  würde  man  fQr  das  Prisma  die  projicirenden 
Ebenen  zweier  Kanten,  für  das  Achtflach  die  drei  Ebenen  der  Qua- 
drate gebrauchen  und  vor  dem  Verzeichnen  der  Schnittfigur  45  Ope- 
rationen nötig  haben.  Bei  unserem  Verfahren  smd  die  Verzeich- 
nung der  Dreiecke  A^B^G^j  A^B^C^  und  der  Lijiien  m',  viy  also  zehn 
Operationen  notig,  und  zur  Bestimmung  der  Eckpunkte  im  Aufriß 
aus  dem  Grundrisse  noch  16,  oder  wenn  man  statt  der  Eckpunkte 
der  Schnittfigur  die  längeren  Linien,  wie  K"L'\  bestimmen  will,  noch 
26  Operationen,  also  im  Ganzen  26,  bezw.  36.  Dies  Verfahren  ist 
also  in  jedem  Falle  kürzer,  dazu  genauer;  auch  erfordert  es  nicht, 
wie  oft  das  andere  Verfahren,  eine  Tabelle,  da  es  die  Seiten  der 
Schnittfigur  unmittelbar  an  einander  reiht. 

186,    Aufg.     Die  ^ig.  92. 

SchniUfigur  jsipeier  Pris- 
fnen  zu  bestimmen,  deren 
Grund flächenin'Pi  liegen. 
Aufl,  1.  Nach  dem 
Kantenverfahren  legt 
mau  Hilfsebenen  durch 
die  Kanten  des  einen 
Prismas,  am  besten  pa- 
rallel mit  denjenigen 
des  anderen,  so  daß  alle 
Hilfsebenen  mit  den 
Kanten  beider  Prismen 
und  unter  einander  pa- 
rallel sind  und  jedes 
Prisma  in  Seiten  schnei- 
den, von  denen  daher  je 
nur  ein  Punkt  bestimmt 
zu  werden  braucht. 
SeienABCDnndEFG  ^' 
die  in  F^  liegenden 
Grundfiguren,  bezw.  des 
vier-  und  des  dreiseitigen  Prismas,  so  lege  man  durch  einen  Punkt 
H  der  von  A  ausgehenden  Kante  a  eine  Parallele  HJ  zxi  den 
Kanten  des  andern  Prismas,  deren  erste  Spur  J*   sei,  so  ist  ÄJ' 
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die  erste  Spur  einer  der  bezeichneten  Hilfsebenen  ^  womit  die 
ersten  Sparen  aller  Hilfsebenen  parallel  sind.  ÄJ'  schneidet  die 
Grundfigur  E'F'&  des  dreiseitigen  Prismas  in  zwei  Punkten  K' 
und  L\  also  das  Prisma  in  den  durch  K  und  L  gehenden  Seiten, 
die  man  in  beiden  Projektionen  zeichnet^  und  welche  die  Kante  a 
in  den  Punkten  3  und  1  treffen.  In  gleicher  Weise  erhält  man 
auf  allen  Kanten  die  Schnittpunkte,  so  auf  f  die  Punkte  7  und  10. 
—  Die  Reihenfolge  der  zu  verbindenden  Eckpunkte  bestimmt  man 
am  besten ;  indem  man  beide  Grundfiguren  umfahrt,  derart  daß  die 
in  ihnen  gleichzeitig  erreichten  Punkte  stets  in  derselben  Bilfsebene 
liegen,  wobei  der  Schnittpunkt  der  von  zwei  solchen  Punkten  aus- 
gehenden Seiten  die  Schnittfigur  beschreibt.  In  dem  Beispiele  findet 
ein  Ausreißen  statt,  da  von  jedem  der  geschlossenen  Prismen  eine 
Kante  (e  und  d)  nicht  schneidet. 

Aujl.  2.  Man  könnte  wieder  mittelst  zweier  parallelen  Ebenen 
zweckmäßig  das  Flächenverfahren  benutzen.  Noch  vorteilhafter  ist 
ein  (jeinisclites  Verfahren y  nach  welchem  man  für  eine  oder  besser 
itlr  zwei  Kanten  nach  der  ersten  Auflosung  die  Schnittpunkte  sucht^ 
z.  B.  1  und  3  auf  a,  10  und  7  auf  /*,  und  dann  die  Schnitte  der 
Flächen  mittelst  deren  ersten  Spuren  vollendet  und  aneinander  fägt. 
So  läuft  von  1  der  Schnitt  1.  2  der  Flächen  ad  und  fg  nach  dem 
Sclmittpunkte  M  der  ersten  Flächenspuren  ÄLf  und  FG'.  Den 
Ausgangspunkt,  wie  1,  wählt  iaan  zweckmäßig  recht  weit  entfernt, 
von  Pj,  und  bestimmt  noch  einen  weit  abstehenden,  wie  7  auf  /^ 
nach  dem  Kantenverfahren,  damit  eine  Berichtigung  wegen  der  sich 
fortpflanzenden  Fehler  eintreten  kann. 

187,  Äufy,  Die  Schnitt fi(;tir  stceier  Jh^miden  zu  iesümmeny 
dtrcH  Gi^mifläd^CH  nicht  in  derseUien  Ebene  liegen. 

Aitii  Man  lege  nach  dem  Kantenverfahren  und  entsprechend 
der  ersten  Auflosung  der  vorigen  Aufgabe  die  Hilfsebenen  durcli 
lUe  Kanteu  der  einen  und  zugleich  durch  die  Spitze  der  andern 
Pyramide,  so  daß  sie  zugleich  durch  die  Spitzen  beider  gehen;  sie 
schneiden  daher  die  Pyramiden  in  Seiten,  von  denen  je  nur  noch 
ein  l\mkt  zu  be^^timmen  notwendig  ist. 

Stnen  die  Spitxe  und  Grundfläche  der  dreiseitigen  Pyramide 
i>*,«lS,  AKC,  der  vierseiUgen  T.  DKFGABC  li^^e  in  P^,  DEFG 
habe  eine  tülgeuieiue  l«age;  und  wenn,  wie  hier,  das  Viereck  eben 
»ein  *olK  kann  es  nur  in  einer  IVojektion  als  IfE^F'G'  willkür- 
lieh aug\nunumeu  vrenleu«  während  in  der  anderen  nur  drei  der 
INuikte,  wie  O  ,  F.  .  F\  willkürliche  Abstände  von  x  besitzen  (139), 
der  \eu  (»  '  aber  iHHÜnv^t  i:*^!.  Mau  ermiUch  ihn,  in  Beachtung  der 
stnist  noch  uotweudi^xHi  Kiuion«  dadureh   lUß  man  durch  ^uicht  aus- 
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gezogene)  LinienTerlängenmgen  die  erste  Spur  s  jenes  Vierecks^  d.  i. 
auch  die  Schnittlinie  beider  Grundflächen  bestimmt.  Schneidet  man 
dann  F  G'  mit  s,  projicirt  den  Schnittpunkt  auf  Xj  so  läuft  nach 
diesem  Punkte  die  F"  Gr\  auf  der  sich  dann  G"  ergibt  Nun  schneid^ 

Fig.  93. 


\ 


\ 


\tiK^~ ^&— y^"^^>'iÄ^>  ^  ^ 


^. 


JzT 


^' 


man  die  Verbindungslinie  ST  beider  Spitzen  mit  beiden  Grund- 
flächen in  //  und  J.  J  kann  durch  eine  erste  projicirende  Ebene 
von  ST  gewonneji  werden  (85,  1),  wie  in  der  Figur  ersichtlich  ist. 
Eine  Hilfsebenc  durch  die  Kante  TG  gelegt,  schneidet  die  Grund- 
fläche der  Pyramide  T  in  JGK,  welche  Gerade  die  s  in  Ä^  trifft 
and  die  Grundfläche  P^  der  Pyramide  S  in  KH.  Die  KH  trifft  die 
Grundfigur  ABC  der  Pyramide  S  in  den  Punkten  K^,  K^,  daher  die 
Pyramide  in  den  Seiten  K^S,  K^Sy  welche  auf  der  Kante  GT  die 
gesuchten  Punkte  G^,  G^  einschneiden.  Auf  diese  Weise  bestimmt 
man  alle  Eckpunkte  der  Schnittfigur  entweder  unmittelbar  in  jeder 
Projektion,  oder  in  einer,  und  zwar  in  derjenigen,  in  welcher  sie 
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am  sichersten  bestimmt  werden;  so  die  Punkte  der  ET  in  der 
zweiten  Projektion.  Die  Schnittfigur  besteht  aus  zwei  getrennten 
Vielecken;  die  Pyramide  T  durchdringt  diejenige  S. 

Bei  Anwendung  des  gemischten  Verfahrens  (186,  2)  benutze  man 
als  Hilfsebene,  mit  welcher  man  alle  Seitenflächen  beider  Pyrami- 
den schneidet,  die  zweite  projicirende  Ebene  der  Geraden  ST,  da 
F^  diesmal  ungeeignet  ist.  Jene  Hilfsebene  wird  von  den  Seiten- 
flächen der  Pyramiden  in  Strahlenbüscheln  S  und  T  getroffen,  welche, 
zunächst  in  der  ersten  Projektion,  je  >einen  Punkt  der  Seiten  der 
Schnittfigur  liefern. 

188.  Übungsaufgaben. 

1)  Den  Durchschnitt  der  beiden  regelmäßigen  Vierflache  zu 
verzeichnen,  deren  Ecken  mit  solchen  eines  gegebenen  Würfels  zu- 
sammenfallen. 

2)  Die  Durchdringung  der  fünf  Würfel  darzustellen,  welche  mit 
ihren  Ecken  in  die  Ecken  eines  regelmäßigen  ZwölfSachs  einge- 
schrieben werden  können  (168). 

3)  Die  Schnittfigur  eines  Prismas,  dessen  Grundfläche  in  F^ 
liegt,  mit  einer  Pyramide,  deren  Grundfläche  senkrecht  steht  auf  F^, 
aber  nicht  zugleich  auf  F^,  zu  bestimmen.  (Zweckmäßig  nach  dem 
Kantenverfahren  mittelst  Hilfsebenen  durch  die  Spitze  der  Pyramide 
und  parallel  zu  den  Kanten  des  Prismas.) 


V.  Abschnitt 

Die  Kurven  im  allgemeinen  nnd  die  Kegelschnitte  als  Brenn- 

pnnktsknrven  im  besonderen. 

L   Begriff,  Stetigkeit  und  Tangente  der  Kurven. 

Das  Unendliohkleine. 

189.  Eine  krumme  Linie  oder  JSurve  kann  als  der  Weg  eines 
sich  bewegenden  Punktes  angesehen  werden.  Liegen  alle  Punkte 
der  Kurve  in  einer  Ebene ^  so  heißt  dieselbe  eben  oder  einfach  ge- 
Jcrümmi,  andernfalls  und>en,  doppelt  gekrümmt,  gewunden  oder  eine 
Itatmkurve,  Eine  Kurve  ist  gesetzmäßig,  wenn  die  Lage  eines  jeden 
ihrer  Punkte  einem  und  demselben  Gesetze  entspricht.  Durch  das 
gegebene  Gesetz  wird  es  möglich  gemacht;  beliebig  viele  Punkte 
der  Kurve  und  durch  diese  die  Kurve  selbst  zu  verzeichnen.  In  der 
Analysis  wird  das  Gesetz  bei  ebenen  Kurven  durch  eine  Gleichung 
zwischen  den  zwei  veränderlichen  Koordinaten  eines  Punktes  der 
Kurve  gegeben,  bei  unebenen  Kurven  durch  zwei  Gleichungen 
zwischen  den  drei  Koordinaten. 

190.  Ein  Stück  einer  Kurve  heißt  zunschen  seinen  beiden  Und- 
jpunkten  stetig,  wenn  man  vom  einen  Endpunkte  ohne  Unterbrechung 
zum  andern  Endpunkte  gelangen  kann,  derart  daß  alle  Punkte  des 
Kurvenstückes  durchschritten  werden.  Eine  Kurve  heißt  in  einem 
ihrer  Punkte  stetig,  wenn  der  Punkt  ein  innerer  Punkt  (im  Gegen- 
satz zum  Grenzpunkt)  eines  oder  nur  innerer  Punkt  mehrerer  stetigen 
Stücke  der  Kurve  ist,  wenn  also  jedes  dieser  Stücke  zu  ihm  zwei  Zu- 
gänge bildet.  Unstetig  ist  dagegen  eine  Kurve  in  einer  freien  Endi- 
gung.  Allgemein  und  zur  Unterscheidung  von  anderen  Stetigkeiten 
wollen  wir  sagen,  eine  Kurve  besitzt  in  einem  ihrer  Punkte  die  Stetigkeit 
erster  Ordnung,  wenn  die  Anzahl  der  zu  diesem  Punkte  hinführenden 
Kurvenwege  eine  gerade  ist,  eine  Unstetigkeit,  u}enn  eine  ungerade.  Einr 
Kurve  ist  daher  in  einem  isolirten  Punkte,  der  ihr  zugehört,  st^ 

Besteht  die  Kurve  aus  getrennten  Teilen,  ihren  Ästeny 
sie   dennoch   überall    stetig,    wenn   die   endlichen  Aste  ge/ 

sind  nnd  wenn  die  unendlichen  Aste  derart  ins  Uncndl' 

/ 
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Fig.  94. 


daß  nach  demselben  unendlich  fernen  Punkte  zwei  oder  eine  andere 
gerade  Anzahl  von  Teilen  desselben  Astes  (Kurvengweige)  oder  ver- 
schiedener Aste  hingerichtet  sind,  wie  dies  bei  der  Geraden,  der 
Parabel  und  der  Hyperbel  der  Fall  ist.  Da  wir  der  Geraden  nur 
einen  einzigen  unendlich  fernen  Punkt  zugeschrieben  haben,  wird 
die  Stetigkeit  eine  projektive  Eigenschaft^  die  sich  also  durch  Central- 
projektion  nicht  ändert.  Projicirt  sich  nämlich  ein  Punkt  einer  in 
allen  ihren  Punkten  stetigen  Kurve  ins  Unendliche,  so  ist  auch  die 
Projektion  der  Kurve  in  allen  ihren  Punkten  stetig,  da  aus  jenem 
Punkte  nur  ein  unendlich  ferner  Punkt  geworden  ist,  sie  wäre  un- 
stetig, wenn  zwei  daraus  geworden  wären.  Die  Thatsache,  daß  eine 
stetige  Kurve  sich  in  eine  Kurve  mit  freier  Endigung  projiciren 
kann,  wie  ein  Kreis  in  eine  begrenzte  Gerade,  widerspricht  der 
Projektivität  der  Stetigkeit  nicht,  da  man  diese  Strecke  als  doppelte 
Linie  ansehen  muß.  Die  Projektion  einer  stetigen  Kurve  in  eine 
solche  mit  freier  Endigung  wird  sich  später  auch  durch  die  Be- 
trachtung der  konjugirten  Kurven  als  ohne  Widersprach  gegen  die 
Eigenschaft  der  Erhaltung  der  Stetigkeit  durch  Projektion  heraus- 
stellen. 

Während  algebraische  Kurven ,  das  sind  solche,  deren  Gleichungen 
in  rechtwinkligen  Koordinaten  auf  eine  endliche  Form  mit  bestän- 
digen ganzen  Exponenten  zurückgeführt  werden  können,  keine  Un- 
Stetigkeiten  zeigen,  treten  solche  bei  den  anderen,  den  s.  g.  trans- 
cendenten  Kurven,  auf  Eine  Unstetigkeit  der  ersten  Ordnung  findet 
man  bei  der  logarithmischen  Linie  oder  der  Linie  der  Exponential- 
funktion von  der  Gleichung 

x=^ly  oder  y  =  e*, 

worin  l  den  natQr- 
liehen  Logarithmus 
(mit  der  Basis  e  «=s 
2,718  . . .)  ausdrückt 
Diese  Kurve  ist  in 
Fig.  94  durch  die 
ausgezogene  Linie  l 
dargestellt;  sie  be- 
sitzt zwei  freie  E2n- 
-^  „_  digungen  im  ünend- 
*  liehen,  nämlich  die 
Punkte  J.  (a;a=  —  oo, 
2/=0)uDdB(a;=cx), 

2^  =  ^;  y  •  ^  =  oo). 
Durch      Centralpro- 


\ 


X 


\ 


\ 
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jektion  kdnn  man  die  Kurve  l  ins  Endliche  nach  t  übertragen  (so  in 
Fig.  95)^  wobei  0  als  Mittelpunkt,  s  als  Axe  der  Kollineation  und  AB'  Fig.  95. 
(!  AB)  als  Entspre- 


Fig.  95. 
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chende  der  unend- 
lich fernen  Geraden 
angenommen  wurde. 
Die  Endigungen  A^ 
B  projiciren  sich 
dann  nach  A\  B^.  — 
Ersetzt  man  x  durch 

seinen  reciproken 
Wert,  so  erhält  man 
die  Gleichung 

—  =ly  oder  e'  =  y, 

welche  die  gestrichelte  Linie  m  mit  versetzten  Unstetigkeitspunkten  Fig.  m. 
ausdrückt.   Ihre  freien  Endigungen  liegen  in  0  (a:  =  0,  y  =  0)  und 
in  B  (x  =  0,  y  =  +  ^«     Durch  dieselbe  Kollineation  wird  m  zu  Pig.  96. 
w',  die  freien  Endigungen  erscheinen  in  0  und  B",  beide  im  End- 
lichen, während  m   einen  unendlich  fernen  Punkt  enthält. 

Eine  Kurve  nennt  man  in  einem  Punkte,  in  dem  sie  stetig  ist, 
einfach  oder  mehrfach,  je  nachdem  zwei  oder  eine  höhere  gerade 
Anzahl  von  Kurvenwegen  zu  diesem  Punkte  führen,  n  fach,  wenn  2  n, 

191.  Verbindet  man  einen  Punkt  P  einer  Kurve  mit  einem 
Punkte  Q  derselben  durch  eine  Gerade,  so  heißt         _.  Pig.  »ß. 

diese  eine  Sekante  und  die  Strecke  PQ  eine  Sehne 
der  Kufve.    Läßt  man  Q  auf  der  Kurve  hin  sich 
dem  P  nähern,  so  bleibt  die  Sekante  bestimmt,  so 
lange  Q  noch  von  P  getrennt  ist;  sie  wird  aber 
unbestimmt,  sobald  Q  in  P  angelangt  ist.    Nähert 
sich   dabei   die  bewegliche  Sekante  von  einer  ge- 
wissen Lage  an,  für  welche  PQ  endlich  ist,  einer 
bestimmten  durch  P  gehenden  Geraden  t  um  so  mehr,  je  näher  Q 
dem  P  kommt,  und  wird  dabei  ihr  Winkelabstand  von  t  kleiner 
als  jeder  noch  so  kleine,  angebbare  Winkel,  so  nennt  man  jene  be- 
stimmte Gerade  t  die  Grenzlage  der  Sekante  oder  die  Tangente  der 
Kurve  im  Punkte  P,  und  P  ihren  Berührungspunkt. 

Dieser  Begriff  der  Tangente  bietet  zu  ihrer  Bestimmung  nur 
ein  Annäherungsverfahren,  welches  geometrisch  nicht  genügt,  schon 
weil  zwei  nahe  liegende  Punkte  eine  Gerade  nur  unsicher  bestimmen. 
Nun  können  wir  aber  stets  zur  Bestimmung  der  Sekante  PQ  noch 
ein  anderes  Gesetz  angeben,  welches  für  PQ  =  0  nicht  unbestimmt 
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wird,  so  daß  durch  es  auch  die  Tangente  ermittelt  ist  Wir  werden 
dies  später  in  allgemeiner  Weise  thun.  Bei  dem  Kreise  geschieht 
es  dadurch^  daß  man  aus  seinem  Mittelpunkte  M  die  Halbmesser 
JfP,  MQ  zieht;  sie  bilden  den  Winkel  PMQ  =  9,  woraus  sich 
der  Winkel  QPM  der  Sekante  mit  dem  Halbmesser  in  P  (oder 
in  ö)  =  90«  —  i  9  ergibt.  Für  PQ  =  0  wird  9  =  0,  QPM=^  90«; 
oder  die  Tangente  des  Kreises  steht  senkrecht  auf  dem  Halbmesser  des 
Beriäirungspunktes. 

Dabei  bemerken  wir,  daß  es  nicht  notwendig  ist,  jenes  zweite 
für  PQ  =  0  nicht  versagende  Gesetz  in  seinem  ganzen  Verlaufe  zu 
kennen,  sondern  daß  es  genügt,  zu  ermitteln,  was  es  für  PQ  ==0 
feststellt.*)  —  Die  durch  ein  solches,  in  der  Grenze  nicht  ver- 
sagendes Gesetz  bestimmte  Sekante  nähert  sich  aber  nicht  nur  ihrer 
Grenzlage,  der  Tangente,  sondern  sie  erreicht  und  überschreitet  sie 
auch,  wenn  Q  den  Punkt  P  erreicht  und  über  ihn  hinausschreitet. 


*)  Ganz  entsprechend  kann  man  in  der  Differentialrechnong  ver&hren. 
Nimmt  in 

y  =  fix) 

X  am  Jx  zu,  und  kann  man  die  entsprechende  Zunahme  Jy  von  y  dorch 

die  Beihe 

Jy  «  Pdx  +  QJx*  +  BJx^  H 

ausdrucken,  worin  P,  Q,  JS...  Funktionen  von  x  sind,  so  erhält  man 

Läßt  man  auf  der  rechten  Seite  den  Faktor  dx  i  ^x  weg,  so  entsteht  eine 
andere  Funktion,  die  wir  mit  {/iy  :  /ix)  bezeichnen  wollen,  nämlich 


\Jxl  — 


P  +  Q/ix  +  JRäx^  + 


Beide  Funktionen  41^2^  :  Jx  und  {^dy  :  /ix)  stimmen  für  jeden  endlichen  Wert 
von  dx  überein,  für  dx  ^=»  0  dagegen  nehmen  sie  verschiedene  Werte  an, 
nämlich 

— ^  a  -    oder  unbestimmt,  (-r^)  =■  P. 
dx        0  \dx/ 

Außerdem  besitzt  aber  die  vei^Lnderliche  Größe  dy  :  dx  einen  Grenzwert  zu 
^x  =»  0,  an  welchen  sie  sich  beliebig  annähert,  während  sich  dx  der  Null 
nähert  Wegen  der  Übereinstimmung  beider  Größen  für  jeden  endlichen 
Wert  von  dx  stimmt  der  bezeichnete  Grenzwert  von  dy  :  dx  mit  dem  be- 
stimmten Werte  von  {dy  :  dx)  für  dx  ^  0  überein,  ist  also  P.  Um  aus- 
zudrücken, daß  von  dy  i  dx  ivx  dx  ^  Q  nicht  der  unbestimmte,  sondern  der 
Grenzwert  genommen  werden  soll,  nennt  man  die  dabei  zu  Null  gewordenen 
Werte  von  dy  und  dx  „unendlich  klein"  und  bezeichnet  sie  mit  dy  und  fZ.r, 
so  daß  man  erhält 

dx 
Dieser  Grenzwert  bestimmt  die  Tangente  der  durch  v  ="  f{«)  dargestellten  Kurve. 


V,  191 — 192.  Begriff,  Stetigkeit  u.  Tangente  d.  Kurven.  Das  ünendlichkleine.  161 

Es  soll  zur  Vollständigkeit  noch  erwähnt  werden,  daß  für  die 
Sekante  PQ  auch  dann  eine  Grenzlage  t  für  PQ  =  0  besteht,  wenn 
von  einer  gewissen  Lage  von  Q  an  die  Gerade  PQ  sich  einer  Ge- 
raden t  nicht  beständig  nähert,  sondern  gegen  dieselbe  hin-  und 
herschwankt,  wenn  aber  der  dabei  auftretende  größte  Abstand  be- 
standig abnimmt  und  unter  jede  angebbare  Größe  sinkt.  Auch  in 
diesem  Falle  ist  t  die  Tangente  der  Eurye  in  P.  Besteht  aber 
keine  Grenzlage  von  PQ,  so  hat  die  Kurve  keine  Tangente  in  P, 
wie  es  z.  B.  bei  der  Weierstraß'schen  Kurve  der  Fall  ist,  welche  in 
einem  beliebig  kleinen  Räume  unendlich  viele  Schwankungen  macht, 
bei  deren  jeder  PQ  einen  Winkel  beschreibt,  der  Null,  aber  auch 
zwei  Rechte  sein  kann.*) 

192.  Da  bei  dem  Zusammenfallen  der  Punkte  P  und  Q  die  Lage 
der  Sekante  PQ  =  s  sowohl  als  unbestimmt,  als  auch  als  Grenzlage  t 
angesehen  werden  kann,  so  unterscheidet  man  in  beiden  Fällen 
denselben  zu  Null  gewordenen  Abstand  PQ  durch  zweierlei  Be- 
nennungen; man  nennt  ihn  im  ersten  Fall  y,NülV'  oder  ^^absolut 
NulV^y  im  zweiten  „GrenznuW  oder  ,,unendlich  klein'^.  Andererseits 
nennt  man  auch  den  für  PQ  =.  0  erreichten  Grenzwert  des  Win- 
kels ts,  welcher  ebenfalls  =0  ist,  unendlich  klein,  und  drückt 
dadurch  aus,  daß  er  eine  Grenzgröße  ist,  neben  welcher  auch  ein 
unbestimmter  Wert  besteht.  Man  sagt  daher:  eine  m  Null  gewor- 
dene unabhängig  veränderliche  Größe  nennt  man  j,unendlich  Mein^, 
tvenn  bei  einer  van  ihr  abhängigen  Größe  der  Bugehörige  Grenzwert  ^ 
und  nicht  der  ebenfalls  mögliche  unbestimmte  Wert  genommen  werden  y 

soll;  und  eine  zu  Null  gewordene  abhängige  veränderlicJie  Größe  nennt 
man  „unendlich  kUin^',  wenn  diese  NuU  ein  Grenzwert  ist,  neben  dem 
audi  ein  unbestimmter  Wert  besteht 

Man  bemerkt  also,  daß  eine  Größe,  welche  *=>  0  ist,  nicht 
schon  dann  „unendlich  klein''  genannt  wird,  wenn  sie  durch  Ab- 
nehmen einer  endlichen  Größe  Null  geworden  ist,  sondern  erst  dann, 
wenn  entweder  eine  von  der  abnehmenden  Größe  abhängige  Größe 
oder  wenn  sie  selbst  als  abhängige  Größe  in  der  Grenze  sowohl 
unbestimmt  wird  als  einen  Grenzwert  =  0  annimmt,  und  man  den 
unbestimmten  Wert  ausschließen  will. 

Was  insbesondere  die  Tangente  betrifft,  so  hat  diese  zwei  un- 
endlich nahe  Punkte  mit  der  Kurve  gemein,  die  man  auch  benach- 
barte oder  auf  einander  folgende  nennt,  während  man  PQ  als  Ele- 
ment der  Kurve  bezeichnet 


*)  Siehe  die  Abh.  des  Verf.  über  die  Weierstraß'sche  Fanktion,  Joum.  f. 
Math.,  1880,  B.  60,  S.  221. 

Wiener,  Lehrbach  der  darstellonden  Geometrie.  11 
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Um  die  gegenseitige  Beziehung  verschiedener  geometrischer 
unendlich  kleiner  Größen  zu  veranschaulichen,  zeichnet  man  die 
abnehmenden  Größen  im  Zustande  ihrer  Endlichkeit;  dadurch  aber, 
daß  man  diese  in  uneigentlicher  Weise  unendlich  klein  nennt^ 
schreibt  man  ihnen  die  Grenzeigenschaft  zu,  die  sie  in  dem  Augen- 
blicke erreichen,  in  dem  sie  wahrhaft  unendlich  klein  werden.  Be- 
steht eine  Figur  aus  Seiten,  die  alle  oder  zum  Teil  unendlich  klein 
werden,  so  wird  sie  in  der  Grenze  im  ersten  Falle  zu  einem  Punkte, 
im  zweiten  verliert  die  ganze  Figur  oder  ein  Teil  derselben  eine 
ihrer  Ausdehnungen,  und  wird  zu  einem  Linienzuge;  in  beiden  Fällen 
sind  die  Grenzeigenschaften  der  Figur  die  Grenzverhältnisse  ihrer 
Seiten  und  die  Grenzwerte  ihrer  Winkel,  die  beide  im  allgemeinen 
nicht  Null  sind. 

Wenn  zwei  Gänlde  einen  unendlich  Meinen  Absfand  hesitzen,  so 
fallen  sie  zusammen.  Denn  es  ist  durch  die  Bezeichnung  des  Ab- 
standes  als  unendlich  klein  ausgedrückt,  daß  derselbe  abnehmend 
unter  jede  angebbare  Größe  sinkt,  und  daß  sein  Grenzwert,  welcher 
Null  ist,  genonmien  werden  soll. 

193,  Wenn  ein  Punkt  einer  Kurve  ein  einfacher  ist,  d.  h.  wenn 
zu  ihm  nur  zwei  Wege  auf  der  Kurve  führen,  kann  sie  in  ihm  eine 
oder  mehrere  Tangenten  besitzen.  Sie  besitzt  in  ihm  eine  einzige 
Tangente,  wenn  man  dieselbe  Grenzlage  der  Sekante  erhält,  mag 
sich  der  Punkt  Q  dem  fraglichen  Punkte  P  auf  dem  einen  oder 
dem  andern  Wege  nähern,  zwei  Tangenten,  wenn  die  beiden  Grenz- 
lagen verschieden  sind.  Man  findet  nun,  daß  bei  Kurven,  deren 
Gleichung  geschlossen  ist,  welche  wir  allein  betrachten,  in  einem 
einfachen  Punkte  im  allgemeinen  nur  eine  und  &iur  in  besonderen 
Fällen  zwei  verschiedene  Tangenten  bestdien.  In  letzterem  Falle  be- 
sitzt die  Kurve  eine  Ecke  in  jenem  Punkte.  Ein  Beispiel  hierzu 
bildet  die  Kurve  von  der  Gleichung 

X 

y  = T- 

Fig.  97.  Man  kann  dieselbe  veranschaulichen,  wenn  man 

1^ 

yi=^;  2/2  =  1  +  ^%  ^"^S 
setzt.  Die  erstere  Gleichung  stellt  eine  Gerade  n,  die  zweite  eine 
inverse  logarithmische  Linie  m  dar,  das  Verhältnis  der  beiderlei 
Ordinaten  bestimmt  die  fragliche  Kurve  Ä.  Für  a?  =  0,  wofEbr  auch 
y  =  0,  erhält  man  durch  bloße  Betrachtung  der  Figur,  ohne  Diffe- 
rentiation, je  nachdem  man  sich  von  der  positiven  oder  von  der 
negativen  Seite  der  x  dem  Ursprünge  0  nähert,  einerseits  eine  mit 
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Fig.  97. 
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der  X  Axe  zusammenfallende  (dy :  dx  ^^0)  und  andererseits  eine 
den  Winkel  der  —  x  und  der  —  y  Axe  halbirende  Tangente 
(ßy  :  dx  =  1),  Man  sieht  sogleich ,  daß  dieser  Sprung  in  der  Rich- 
tung der  Tangente  von  dem  Sprunge  in  der  Ordinate  der  inversen 
logarithmischen  Linie  herrührt. 

194.  Wir  haben  bisher  bei  der  Bestimmung  der  Tangente  aus 
der  Sekante  PQ  den  einen  P  der  beiden  Punkte  fest  angenommen^ 
man  nennt  aber  auch  ^^Tangente  einer  Kurve  in  einem  Punkte  0 
derselben"  die  Grenzlage  der  Sekante  PQy  welche  erreicht  wird; 
wenn  jeder  der  beiden  Punkte  P  und  Q  beweglich  ist  und  in  0 
hereinrückt.  Verfolgen  wir  diese  Begriffserweiterung  erst  für  den 
Fall,  in  welchem  0  eine  Ecke  der  Kurve  bildet,  und  P  und  Q  sich 
auf  verschiedenen  Asten  dem  0  nähern.  Dann  leuchtet  ein,  daß 
jede  aus  0  innerhalb  des  Nebenwinkels  der  gewöhnlichen  Tangenten 
OP  und  OQ  gezogene  Gerade  als  eine  Tangente  anzusehen  ist,  in 
der  Figur  also  jede  Gerade  innerhalb  des  Winkels  von  45®  zwischen 
n  und  X.  Eine  Kurve  hat  also  in  einem  Eckpunkte  unendlich  mek 
einen  Winkel  erfüllende  Gerade  m  Tangenten,  unter  denen  die  Grenzen 
ausgezeichnete  sind. 

Ist  dagegen  auf  einer  Kurve  %  ein  Punkt  0  ein  solcher  mit 
einer  einzigen  Tangente,  und  erstrecken  sich  die  beiden  von  0  aus- 
gehenden Kurvenzweige  nach  entgegengesetztem  Sinne,  bestehen 
ferner  diese  Eigenschaften  in  allen  Punkten  der  sich  nach  beiden 
Seiten  von  0  erstreckenden  Kurvenstücke  OP^  und  OQ^,  und  läßt 
man  zwei  Punkte  P  und  Q  auf  dem  Kurvenstücke  P^Qi  sich  dem 
O  nähern  und  in  ihm  zusammentreffen,  so  ist  die  Grenzlage  der 
Sekante  PQ  dieselbe,  wie  die  von  OP  und  OQ.    Denn  kommen  P 

and  Q  von  entgegengesetzten  Seiten,  so  ist  im  Dreiecke  OPQ  der 

11* 
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Orenzwert  des  Winkels  O  =  180^,  daher  derjenige  der  Winkel  P 
and  Q  =  0;  kommen  P  und  Q  von  derselben  Seite,  ond  ist  P  der 
mittlere  Punkt^  so  ist  der  Grenzwert  des  Winkels  P=  180®,  und 
derjenige  von  0  und  Q  =  0,  so  daß  in  jedem  Falle  in  der  Grenze 
PQ  mit  OP  und  OQ  zusammenfallt.  Man  erhält  also  bei  einem 
solchen  gewohnlichen  Punkte  0  einer  Karre  dieselbe  Tangente  durch 
zwei  bewegliche  Punkte,  wie  durch  einen  festen  und  einen  beweg- 
lichen. —  Haben  dagegen  die  beiden  in  0  zasammentreffenden  Eur- 
venzweige  eine  gemeinschaftliche  Tangente  in  0,  erstrecken  sich 
aber  in  demselben  Sinne,  d.  h.  ist  0  eine  Spitze,  so  muß  jede  in 
der  Ebene  OPQ  durch  0  gezogene  Gerade  zufolge  des  ersten  Teiles 
dieser  Nummer  als  Tangente  angesehen  werden. 

195.  Läßt  man  in  einem  mehrfachen  Punkte  einer  Kurve  den 
Punkt  P  rahen,  und  den  Punkt  Q  sich  ihm  auf  einem  der  Kurven- 
zugänge nähern,  so  erhält  man  so  viele  Tangenten  in  P  als  Zu- 
gänge vorhanden  sind.  Man  findet  aber,  daß  in  der  Regel  je  zwei 
dieser  Tangenten  zusammenfallen,  so  daß  bei  einer  Kurve  von  der 
Stetigkeit  erster  Ordnung,  also  mit  einer  geraden  Anzahl  (2n)  von 
Zugängen,  nur  n  solcher  Tangenten  in  P  bestehen,  so  daß  man 
zwei  solche  Zugänge  oder  Kurventeile  als  zusammengehörig,  oder 
einem  und  demselben  Zweige  angehörig  ansehen  kann.  Man  nennt 
einen  Punkt  einer  Kurve  mit  2n  solchen  paarweise  zusammen- 
gehörigen Kurvenzugängen  einen  n  fachen,  einen  mit  vieren  einen 
Doppelpunkt. 

Treffen  in  einem  mehrfachen  Punkte  .0  einer  ebenen  oder  un- 
ebenen Kurve  wenigstens  drei  Kurvenzugänge  zusammen,  wovon 
zwei  eine  gemeinschaftliche  Tangente  t  und  der  dritte  eine  Tangente 
5  in  0  besitzt,  so  bestimmen  t  und  s  eine  Ebene  ts.  Läßt  man 
den  beweglichen  Punkt  P  auf  einem  der  ersten  Zugänge,  und  Q 
auf  dem  dritten  sich  dem  0  nähern  und  beide  in  0  zusammentreffen, 
so  kann  jede  in  der  Ebene  ts  durch  0  gelegte  Gerade  die  Grenzlage 
von  PQ  sein,  und  bildet  daher  eine  Tangente  der  Kurve.  Ist  0  ein 
H  f acher  Punkt  der  Kurve,  so  hat  jede  im  Räume  durch  0  gezogene 
Gerade  n  zusammenfallende  Punkte  mit  der  Kurve  gemein,  jede  zu- 
gleich in  einer  Ebene  ts  liegende  Gerade  ist  zugleich  Tangente  der 
Kurve,  und  jede  Tangente  an  einen  der  Kurvenzweige  in  0  hat  mit 
diesem  zwei,  mit  der  ganzen  Kurve  daher  n  -{-  1  zusammenfallende 
Punkte  gemein. 

196.  Man  nennt  eine  Kurve  in  einem  ihrer  Punkte  P  stetig  in 
Bezug  auf  die  Tangente  oder  stetig  von  der  zweiten  Ordnung,  wenn  sie 
eine  gerade  Anzahl  von  Zugängen  zu  P  bildet,  welche  paarweise 
dieselbe  Tangente  in  P  besitzen.     Ln  andern  Falle  ist  die  Kurve 
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unstetig  und  besitzt  im  allgemeinen  in  P  eine  Ecke.  Wir  sahen 
in  Nr.  193  ^  daß  bei  Kurven  mit  geschlossener  Gleichung  eine 
solche  Unstetigkeit  durch  die  logarithmische  Linie  herbeigeführt 
werden  kann. 

Wir  wollen  eine  Kurve  stetig  von  der  1*«",  2^"",  3^"",  . . .  n*«^  Ord- 
nwig  nennen^  je  nachdem  sie  stetig  in  Bezug  auf  einen  Punkt 
(Nr.  190),  in  Bezug  auf  zwei  zusammenfallende  Punkte  oder  die 
Tangente^  in  Bezug  auf  drei  zusammenfallende  Punkte  oder  den  durch 
sie  bestimmten  Kreis^  den  s.  g.  Krümmungskreis,  oder  in  Bezug  auf 
vier  . . .  n  zusammenfallende  Punkte  ist.  Wir  wollen  eine  Kurve 
schlechtiveg  stetig  nennen,  wenn  sie  die  Stetigkeiten  aller  Ordnungen 
besitzt.  Man  findet  dann  auch,  daß  jedes  aus  ihr  nach  einem  Ge- 
setze, das  selbst  keine  Unstetigkeit  in  sich  birgt,  abgeleitete  Raum- 
gebilde (z.  B.  Kurve)  ebenfalls  alle  Stetigkeiten  besitzt. 

197.  Die  Stetigkeit  einer  Kurve  macht  es  möglich,  sie  aus 
einer  nicht  großen  Anzahl  konstruirter  Punkte  auf  der  ebenen  oder 
krummen  Oberfläche  eines  materiellen  Körpers,  z.  B.  auf  der  Fläche 
des  Zeichenpapiers,  zu  verzeichnen.  Die  Auswahl  ausgezeichneter 
Funkte,  eine  Anzahl  konstruirter  Tangenten  und,  wo  möglich,  von 
Krümmungskreisen  (besonders  in  Scheiteln),  erweist  sich  dabei  als 
sehr  vorteilhaft.  Durch  häufige  Yerzeiohnung  konstruirter  stetiger 
Kurven  wird  das  Auge  stets  empfindlicher  für  die  Stetigkeit,  so 
daß  man  sich  später  mit  wenigen  Punkten  begnügen  kann.  Zu 
viele  Punkte  sind  ermittelt,  wenn  ihre  unvermeidlichen  Fehler  nicht 
mehr  klein  gegen  den  Abstand  auf  einander  folgender  Punkte  und 
gegen  den  größten  Abstand  des  Bogens  und  der  Sehne  dieser  Punkte 
sind.  Durch  zu  viele  Punkte  nimmt  ihre  Verbindungslinie  gewöhn- 
lich eine  fehlerhafte  Wellenform  an,  und  es  müßte  die  Kurve  mit 
Hilfe  des  Sinnes  für  Stetigkeit  zwischen  den  konstruirten  Punkten 
durchgezogen  werden.  Erst  wenn  die  aus  freier  Hand  mit  Bleistift 
gezeichnete  Linie  das  Auge  befriedigt,  darf  nach  dieser  Linie,  und 
nicht  allein  nach  den  konstruirten  Punkten,  das  Scharfzeichnen  mit- 
telst eines  Kurvenlineals  vorgenommen  werden.  Beim  Anpassen  des 
Kurvenlineals  muß  zunächst  die  Richtung  der  Abnahme  der  Krüm- 
mung bei  ihm  und  bei  der  Kurve  in  Übereinstimmung  gebracht 
werden. 

n.   Ebene  Kurven. 

Tangente,  Normale. 

198.  Die  Konstruktion  der  Tangente  einer  Kurve,  deren  Ent- 
stehungsgesetz  gegeben  ist,  werden  wir  alsbald  in  allgemeiner  Weise 
aas  diesem  ableiten;   ist  es  aber  unbekannt  oder  seine  Benutzung 
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umständlichy   so   kann   man  die  Aufgabe   auf  Grundlage  der  Ver- 
zeichnung der  Kurve  lösen. 

Aufg,   An  eine  durch  Verzeichnung  gegebene  stetige  Kurve  Je  aus 

einem  außerhalb  derselben  gegebenen  Punkte  T  eine  Tangente  zu  zidien 

und  den  Berührungspunkt  P  zu  bestimmen. 

Fig.  98.         Aufl,  1.     Die   Tangente   wird   mit   einer   Genauigkeit,   welche 

derjenigen  der  Kurve  entspricht^  durch  einfaches  Anlegen  des  Lineals 

als  Linie  TP  erhalten.    Der  Be- 
rührungspunkt ist  aber  unsicher 
und  zwar  um  so  mehr^  je  flacher 
die  Kurve  verläuft.     Man    ziehe 
nun  aus  T  einige  Strahlen^  wenig- 
stens deren  drei^  aber  auch  kaum 
mehr  als  drei;  welche  sich  von  der  Tangente  allmählich  entfernen 
und  den  berührten  Kurvenzweig  in  je  zwei  Punkten  Q  und  JB,  Q^ 
und  22^  ...  schneiden ;  man  bestimme  die  Mittelpunkte  S,  S^  ...  der 
Sehnen  QB,  QiRi»--,  verbinde  dieselben  durch  eine  stetige  Kurve 
SSi  . . . ,   80    schneidet  diese   die  Tangente  und  die  Kurve  im  ge- 
suchten Berührungspunkte  P;   denn  dieser  gehört  als  Mittelpunkt 
der  zu  Null  gewordenen  durch  P  gehenden  Sehne  zur  Kurve  SS^ . . . 
Es  ist  wegen  der  notwendigen  Verlängerung  der  SS^  zweckmäßig, 
die  erste  Sehne  möglichst  nahe  zur  Tangente  zu  legen,  was  aber 
dadurch  beschränkt  ist,  daß  die  Schnittpunkte  Q  und  R  noch  hin- 
länglich sicher  sein  sollen;  die  notwendige  Verlängerung  kann  stets 
gering  gehalten  werden. 

Soll  man  die  Tangente  parallel  zu  einer  gegebenen  Geraden 
ziehen,  so  liegt  T  im  Unendlichen  und  das  Verfahren  bleibt  im 
wesentlichen  dasselbe.  Die  Sehnen  QR  können  aus  jedem  belie- 
bigeu;  auch  aus  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Tangente  ge- 
zogen werden. 

199.  Aufl.  2.  Nachdem  man  die  Tau- 
gente TP  gezogen,  zeichne  man  einige, 
zwei  bis  drei,  zu  ihr  parallele,  den  be- 
rührten Kurvenzweig  in  den  Punktepaaren 
Q  und  R,  Qj^  und  JB^  . . .  schneidende 
Sehnen,  lege  durch  die  Schnittpunkte 
unter  einander  parallele  Geraden,  und 
zwar  von  den  auf  der  einen  Seite  von  P 
liegenden  Punkten  Q  im  einen  Sinne,  von 
denen  R  im  entgegengesetzten,  trage  auf 
diesen  die  anstoßenden  Sehneu  auf,  QU= 
QR,  RV=RQ...,  verbinde  alle  Punkte 


Fig.  99. 
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U  und  F  durch  eine  stetige  Kurve  .  U^JJVVi  .^  so  enthält  diese 
den  gesuchten  Punkt  P^  weil  derselbe  nach  dem  Entstehungs- 
gesetze zu  dieser  Kurve  gehört.  Damit  die  beiden  Kurven  sich 
möglichst  bestimmt,  also  nahezu  rechtwinklig  schneiden,  mache  man 
den  Winkel  RQU=  ^UF  nahezu  =  60«,  da  der  Schnitt  bei  60« 
rechtwinklig  wird. 

Dieses  Verfahren  hat  gegen  das  vorige  den  Vorteil,  daß  der 
gesuchte  Punkt  P  innerhalb  der  konstruirten  Punkte  liegt,  während 
dort  auf  der  Verlängerung  der  Kurve;  aber  den  Nachteil,  daß  die 
benachbarten  Punkte  U  und  F  von  P  weit  entfernt  liegen,  während 
S  dem  P  nahe  ist  Durch  Proben  bei  dem  Kreise  fand  ich  das 
erste  Verfahren  genauer;  zudem  ist  es  kürzer.*) 

200.  Die  Kurve  TJ^UVV^  der  Fig.  99  nennt  qan  eine  FeMer- 
Jctirve  oder  fehlerzeigende  Kurve,  Man  kann  als  Fehler  in  der  Tan- 
gente die  Länge  der  Sehne  QR  bezeichnen,  also  auch  die  Abstände 
QU  ='  RV  der  Fehlerkurve  von  der  gegebenen,  gemessen  in  der 
Richtung  QU.  Dieser  Fehler  wird  im  Schnittpunkte  P  zu  Null. 
Ebenso  ist  auch  in  Fig.  98  SS^  eine  Fehlerkurve,  indem  ÄP=  8Q 
den  Fehler  angibt,  der  im  Schnittpunkte  P  Null  wird.  Das  Ver- 
fahren der  Fehlerkurve  ist  sehr  fruchtbar,  und  bei  allen  Aufgaben 
als  Anflosungsverfahren  anzuwenden,  bei  denen  ein  unmittelbares 
Verfahren  nicht  bekannt  ist.  Man  nimmt  dann  einige  nach  dem 
Augenmaße  angenäherte  Lösungen  an,  bestimmt  für  jede  nach  dem- 
selben Maße  eine  Größe,  die  als  Fehler  angesehen  werden  kann, 
konstruirt  aus  diesen,  anschließend  an  die  Lagen  jener  Lösungen, 
eine  Kurve,  welche  dann  auch  für  die  übrigen  Lagen  die  Fehler 
anzeigt  und  ebenso  diejenige  Lage  bestimmt,  für  welche  der  Fehler 
Null  ist. 

Man  kann  durch  dies  Verfahren  auch  zu  unmittelbaren  Lösungen 
gelangen.  Soll  z.  B.  aus  einem  außerhalb  eines  Kreises  gegebenen 
Punkte  T  die  Tangente  an  diesen  gelegt  werden,  so  bestimme  man  die 
Fehlerkurve,  welche  durch  die  Mittelpunkte  der  durch  T  gehenden 
Sehnen  läuft.  Man  erhält  einen  solchen  Punkt  S  als  Fußpunkt 
der  aus  dem  Mittelpunkte  M  auf  die  Sehne  gefällten  Senkrechten, 
woraus  folgt,  daß  die  Fehlerkurve  den  über  TM  als  Durchmesser 
gezogenen  Kreis  bildet.  Dadurch  ist  die  bekannte  Auflösung  ge- 
funden. 


*)  Hat  die  Kurve  in  dem  Berührnngspunkte  P  einen  Wendepunkt,  d.  i. 
geht  Bie  von  der  einen  auf  die  andere  Seite  der  Tangente  über,  so  versagen 
beide  Verfahren.  Man  macht  sie  benutzbar,  indem  man  in  Bezug  auf  die  Tan- 
gente die  Sehnen  auf  beiden  Seiten  symmetrisch  und  parallel  zieht  und  die 
Kurvenpunkte  der  einen  Seite  symmetrisch  auf  die  andere  überträgt. 
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201.   Äufg.  An  eine  durch  Verzeichnung  gegebene  stetige  Kurve  Je 
in  einem  gegebenen  Funkte  P  derselben  eine  Tangente  m  ziehen. 
Fig.  100.        Aufl.    Man   nehme   in  der  Nähe  von  P  auf  h   einige  Punkte 

Fig.  100.  ^,e.j2«-..  an, ziehe 

^  die    Sekanten    PQ, 

PQi.,.  und  schneide 
sie   mit    einem  aus 
—      P  beschriebenen 
Kreise,  und  zwar  alle 
auf  derselben   Seite 
^y^   von  PinUjUi,  jßj..., 
trage    auf   den    Se- 
kanten   die    Sehnen 
in  ihrem  Sinne  von 
den  Punkten  B  an  auf,  nämlich  RS  =  PQ,  R^S^  =  PQ^ ...,  ver- 
binde die  Punkte  S,  S^  . . .  durch  eine  stetige  Kurve,   so  ist  deren 
Schnittpunkt  T  mit  dem  Kreise  ein  Punkt  der  gesuchten  Tangente 
PT,   Denn  die  Kurve  der  8  ist  eine  Fehlerkurve,  die  Strecken  US 
messen  die  Fehler,  und  dieser  wird  in  T  zu  Null. 

Ist  Q^  der  den  Punkten  22  gegenüberliegende  Schnittpunkt  des 
Hilfskreises  mit  ife,  so  fällt  S^  in  P;  die  Fehlerkurve  geht  dalier 
durch  P  und  Q^P  ist  ihre  Tangente  in  P,  weil  in  ihr  die  Sehne 
PS^  Null  geworden  ist.  Es  ist  daher  vorteihaft,  nur  zwei  Punkte, 
Q  und  Q^ ,  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  P  in  kleinen  Abständen 
aber  doch  so  zu  wählen,  daß  die  Schnittpunkte  der  Sekanten  P5, 
PSi  mit  Tc  nicht  unsicher  sind,  dem  Hilfskreise  sodann  einen  Halb- 
messer etwa  =2PQ  zu  geben  und  die  Tangente  PQ^  zu  ziehen.  Die 
Fehlerkurve  ist  dann  durch  drei  Punkte  und  die  Tangente  in  einem 
derselben  genügend  sicher  bestimmt. 

202.  Eine  senkrecht  zu  einer  Tangente  einer  Kurve  durch  deren 
Berührungspunkt  P  gelegte  Gerade  heißt  eine  Normale  der  Kurve, 
und  P  ihr  Fußpunkt,  Unter  den  unendlich  vielen  Normalen,  mit 
demselben  Fußpunkte  ist  bei  ebenen  Kurven,  wenn  kein  Zusatz  ge- 
macht wird,  die  in  ihrer  Ebene  liegende  gemeint.  Ist  der  Fuß- 
punkt gegeben,  so  ergibt  sich  die  Normale .  aus  der  konstruirten 
Tangente. 

Anfg,   An  eine  durch  Verzeichnung  gegebene  Kurve  k  aus  einem, 
außerhalb  derselben  gegebenen  Punkte  N  eine  Normale  NP  zu  kon- 
struiren. 

Aufl.  Man  ziehe  aus  N  als  Mittelpunkt  einen  ^ie  k  berüh- 
renden und  einige,  wenigstens  drei,  sie  nahe  bei  deren  Berührungs- 
punkte in  den  Punktepaaren  Q  und  R,  §,  und  R^  ,  , .  schneidende 
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Kreise^  halbire  die  Bogen  ^üt,  Qj^Ri  , , ,  in  den  Punkten  S,  S^  . ,  ., 
so  enthält  die  Fehlerkurve  SS^ . . .  den  Berührungspunkt  P  des  ersten 
Kreises ;  und  NP  ist  dann  eine  Normale  dieses  Kreises  und  der 
*  in  P. 

Man  kann  auch  andere  Fehlerkurven  bilden;  z.  B.  vermittelst 
jener  Sehnen  QR,  Q^R^ ,,.  in  der  Weise  der  Nr.  199;  das  gegebene 
Verfahren,  das  demjenigen  in  Nr.  198  entspricht,  ist  aber,  wie  jenes, 
das  bessere. 

203.  Entfernt  sich  auf  einem  ins  Unendliche  laufenden  Zweige 
einer  Kurve  der  Berührungspunkt  einer  beweglichen  Td,ngente  über 
jede  Grenze  hinaus,  so  kann  sich  die  Tangente  entweder  ebenfalls 
über  jede  Grenze  hinaus  entfernen,  oder  sie  kann  sich  einer  im 
Endlichen  liegenden  Grenzlage  auf  Abstände  nähern,  die  an  jedem 
ihrer  Punkte  kleiner  als  jede  angebbare  Strecke  werden.  Mit  der 
beweglichen  Tangeute  nähert  sich  auch  der  auf  ihr  liegende  Be- 
rührungspunkt, also  die  Kurve,  jener  Grenzgeraden  mehr  als  auf  jeden 
angebbar  kleinen  Abstand.  Man  nennt  entsprechend,  wie  in  Nr.  73, 
den  der  Grenzlage  der  Tangente  zukommenden  Berührungspunkt 
unendlich  fem. 

Allgemeiner  nennt  man  eine  Gerade,  welche  sich  einer  ins  Un- 
endliche laufenden  Kurve  mehr  als  auf  jeden  angebbar  kleinen  Abstand 
nähert,  derart  daß  zu  jedem  solchen  Abstände  ein  Punkt  der  Kurve 
angegeben  werden  kann,  über  den  hinaus  kein  Punkt  derselben  mehr 
einen  ebenso  großen  Abstand  als  jenen  besitzt,  —  eine  Asymptote 
der  Kurve,  So  ist  auch  jene  Tangente  mit  unendlich  fernem  Be- 
rührungspunkte eine  Asymptote,  ohne  daß  jede  Asymptote  eine 
Tangente  der  Kurve  im  Unendlichen  sein  muß;  die  Kurve  kann  die 
Asymptote  auch  in  stets  engeren  Wellen  umlaufen. 

Die  berührende  Asymptote  läßt  sich  aus  dem  (unendlich  fernen) 
Berührungspunkte  unmittelbar  nicht  konstruiren.  Man  muß  ein  Be- 
stimmungsverfahren der  Tangente  aufsuchen,  welches  für  den  im 
unendlichen  liegenden  Berührungspunkt  nicht  versagt. 

Besitzt  in  dem  unendlich  fernen  Berührungspunkte  die  Kurve 
Stetigkeit  von  der  ersten  Ordnung  (196),  so  strebt  noch  ein  zweiter 
unendlicher  Zweig  der  Kurve  diesem  Punkte  zu  (190);  besitzt  sie 
äach  Stetigkeit  von  der  zweiten  Ordnung,  so  haben  beide  Zweige 
dieselbe  asymptotische  (z.  B.  bei  der  Hyperbel)  oder  unendlich  ferne 
(Parabel)  Tangente.  Bei  der  logarithmischen  Linie  l  (Fig.  94) 
fanden  wir  in  dem  unendlich  fernen  Punkte  Ä  eine  Unstetigkeit 
erster  Ordnung;  und  würden  wir  die  Kurve  Je  der  Figur  97  durch 
Centralprojektion  so  projiciren,  daß  die  Projektion  der  Ecke  0  ins 
Unendliche  fiele,  so  würde  sich  in  diesem  Punkte  die  Unstetigkeit 
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zweiter  Ordnung  ergeben,  indem  nach  demselben  unendlich  fernen 
Berührungspunkte  entweder  zwei  getrennte  und  parallele  Asympto- 
ten, oder  eine  Asymptote  und  eine  unendlich  ferne  Tangente  liefen. 
204.  Allgemeines  Verfahren  zur  Bestimmung  der  Tangente  einer 
aus  ihrefn  gegebenen  Begriffe  Jconstruirbaren  ebenen  stetigen  Kurve. 
Indem  die  Konstruktion  jeden  Punkt  der  Kurve  k  als  Schnittpunkt 
^iß- 101.  „.  zusammengehöriger      Lagen 

von  zwei  stetigen  Hilfsknr- 
ven  l  und  m  liefert,  welche 
sich  in  stetigen ,  von  einander 
abhängigen  Weisen   ändern, 
^,    derart   daß  jeder  Lage    der 
einen    Hilfskurve    eine    be- 
stimmte Lage  der  andern  ent- 
spricht^ so  seien  die  Punkte 
P  und   Q   der   k   bezw.    die 
Schnittpunkte  der  Lagen  l,  tn 
und  2^;  m^.  Die  Lagen  l  und 
l^  der  einen  Kurve  fassen  von 
einer    andern   Kurve    r    ein 
Stück  PR  zwischen  sich,  m 
und  w^   von   einer  Kurve  s 
ein  Stück  PS.   Diese  Kurven  l,  m,  ü^,  w^,  r,  s  und  das  Verhältnis  der 
Sehnen  PR  und  PS  müssen  durch  den  Begriff  oder  das  Entstehungs- 
gesetz der  Kurve  k  unmittelbar  gegeben,  oder  aus  denselben  ableitbar 
sein.   Läßt  man  nun  PR  und  .damit  die  davon  abhängigen  PSy  2^,  m^ 
sich  ändern,  so  erhält  man  verschiedene  Punkte  Q  der  k^  und  läßt 
man  PR  Null  werden,  so  wird  auch  PS  =  0,  Zj  und  m^  rücken 
stetig  in  l  und  m,  und  die  Grenzlage  der  Sekante  PQ  ist  die  ge- 
suchte Tangente  der  k  in  P.    Man  erhält  dieselbe  als  PT  aus  detn 
Vierecke  PUTV,  wenn  man  an  r  und  5  bezw.  die  Tangenten  PU,  PV 
zieht,  auf  ihnen  Strecken  P?7,  PV  aufträgt,  von  denen  'die  eine 
(PU)  eine  willkürliche  Länge  besitzt,  und  deren  Verhältnis  gleich 
dem  Grenzverhältnisse   der  Sehnen  PR  und  PS  ist  {PU:  PV  = 
Grenze  \PR :  PS]  für  P^  =  0),  an  Z  und  w  in  P  die  Tangenten  u 
und  V  legt  und   ÜT  ||  ti,  VT  \\  v  zieht;  dann  ist  deren  Schnittpunkt 
T  ein  Punkt  der  Tangente  PT,    Denn  zeichnet  man  das  Viereck 
JPJX  Q' S'  ähnlich  zu  PBQS  mit  dem  Ahnlichkeitspunkte  P,  so  aber 
daß  PK  ^PU,  80  sind  PRR,  PQQ',  PSS'  gerade  Linien,  und 
PUTV  ist  die  Grenzgestalt  von  PK  Q'S'  für  PQ  =  0.   Die  Sekanten 
PK,  PS'  haben  nämlich  bezw.  die  Tangenten  PU,  PV  zur  Grenze, 
der  Punkt  K  den  U wegen  PK  =  PU,S'  den  V  wegen  PU:PV  = 
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Grenze  (PRiPS)  =  Grenze  (PR  :  PS')]  die  Sehnen  RQ  der  l^ 
und  SQ  der  m^  haben  die  Tangenten  u  der  {  und  v  der  m  zur  Grenze^ 
ersteres  weil  für  l^  unendlich  nahe  bei  l^  die  Sehne  RQ  der  2|  einen 
unendlich  kleinen  Winkel  mit  der  Tangente  der  l^  in  R,  diese  aber 
wegen  der  Stetigkeit  des  Übergangs  auch  einen  unendlich  kleinen 
Winkel  mit  der  Tangente  der  Z  in  P  oder  mit  u  bildet;  daher  haben 
auch  RQf^S'q  die  UT,  VT,  der  Punkt  q  den  T,  die  Sehne  PQQf 
die  PT  zur  Grenze  ^  oder  PT  ist  die  Tangente  der  h  in  P. 

Sehr  häufig  wird  auch  die  Tangente  PT  einer  Kurve  durch  ein 
Dreieck  PUT  bestimmt^  welches  mit  der  Grenzgestalt  des  Dreiecks 
PRQ  ähnlich  mit  dem  Ähnlichkeitspunkte  P  ist,  und  welches  durch 
die  Grenzlage  und  Grenzwerte  dreier  bestimmenden  Elemente  her- 
gestellt wird,  z.  B.  durch  PU  =  Tangente  von  r,  ^  PUT  = 
Grenze  ^  PRQ,  UT:PU  =  Grenze  (jR^  :  PR). 

205.  Ein  bekanntes,  aber  in  seiner  zu  unbestimmten  Fassung 
unzuverlässiges  und  oft  irreführendes  geometrisches  Verfahren  zur 
Bestimmung  der  Tangente  einer  Kurve  wurde  gegen  1640  an- 
gegeben von  Personier  aus  Roberval  (1602—1675),  der  allgemein 
nach  seinem  Geburtsorte  benannt  wird.  Die  Bewegung  eines 
Punktes  P,  der  eine  Kurve  beschreibt,  kann  aus  zwei  Seitenbewe- 
gungen  zusammengesetzt  gedacht  werden.  Trägt  man  nun  auf  den 
Richtungen  dieser  Seitenbewegungen  von  P  aus  deren  Geschwindig- 
keiten nach  einem  beliebigen  Maßstabe  auf  und  bildet  aus  ihnen 
als  Seiten  ein  Parallelogramm,  so  ist  dessen  von  P  ausgehende  Dia- 
gonale die  resultirende  Geschwindigkeit  und  nach  Roberval  die  Tan- 
gente der  Bahn.  Das  Verfahren  ist  richtig,  wenn  das  Parallelo- 
gramm der  Geschwindigkeiten  anwendbar  ist,  wenn  also  die  Ge- 
samtbewegung in  der  Zeiteinheit  in  zwei  von  einander  unabMngige 
Seitenbewegungen  zerlegt  wurde,  d.  h.  in  zwei  derartige,  daß  der 
Endpunkt  der  wahren  Bahn  auch  erreicht  wird,  wenn  man  den 
Punkt  erst  die  eine  Seitenbewegung  machen,  und  sodann  die  ganze 
dabei  beschriebene  Bahn  eine  Parallelbewegung  ausführen  läßt,  bei 
welcher  jeder  Punkt  derselben  eine  parallele  und  gleiche  Bahn  mit 
der  zweiten  Seitenbewegung  beschreibt.  Es  findet  dies  z.  B.  bei  der 
Cykloide  statt,  die  durch  einen  fest  mit  einem  Kreise  verbundenen 
Punkt  beschrieben  wird,  wenn  der  Kreis  eine  Drehung  um  seinen 
Mittelpunkt  und  zugleich  eine  zu  dieser  Bewegung  proportionale 
Parallel  Verschiebung  erleidet  Es  findet  stets  statt,  wenn  die  Seiten- 
bewegungen durch  die  Entfernungsveränderuug  von  zwei  Geraden 
bestimmt  werden,  welche  auf  einander  senkrecht  stehen.  Es  findet 
aber  im  allgemeinen  nicht  statt,  wenn  jede  Seitenbewegung  als  das 
Entfernen  von   einem   Punkte   F  bezw.  F^   angegeben   wird.     IstFig  102. 
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Fig.  102. 


2.  B.  die  Geschwindigkeit  des  Entfemens  des  P  von  F^  w-,  z.  B. 
zweimal  so  groß  als  die  von  F^  so  müßte  man  auf  JF\P  die  P6rj,  auf 

FP  die  PG  auftragen,  derart  daß 
PG^  =  2  PG  wäre  und  das  Parallelo- 
gramm PGT'Gi  ziehen;  dann  wäre 
py  die  Tangente.  Unser  Verfahren 
liefert  dagegen  PT  als  Tangente,  wenn 
GiT±FiP,  GT±FP,  wohei  6?!^ 
und  GT  parallel  mit  den  Tangenten 
der  Kreise  in  P,  die  aus  F^  und  F  darch 
P  gezogen  worden  sind.  Es  sind  aber 
PT  und  PT  im  allgemeinen  ver- 
schieden, und  übereinstimmend  nur  für  n  =  1  oder  PG^  =  PG. 
In  diesem  letzteren  Falle  halbirt  nach  beiden  Konstruktionen  PT 
den  Winkel  von  PF  und  PF^,  Dieser  Fall  tritt  bei  der  Hyperbel 
ein,  auf  welche  Roberval  die  Anwendung  machte.  Man  sieht,  daß 
im  allgemeinen  die  Bewegung  von  P  nach  G  und  dann  die  Pa- 
rallelverschiebung der  PG  nach  6?^  T'  nicht  erlaubt  ist,  weil  darch  die 
letztere  der  Punkt  G  eine  nochmalige  Veränderung  seiner  Entfernung 
von  F  erfahrt,  oder  weil  beide  Seitenbewegungen  nicht  unabhängig  von 
einander  sind.  In  der  Fig.  101  bemerkt  man,  daß  ein  Parallelogramm 
von  Geschwindigkeiten -gebildet  wird,  wenn  PUTV  ein  Parallelo- 
gramm wird,  wenn  also  s  mit  l  und  r  mit  m  dieselbe  Tangente  in 
P  besitzt,  insbesondere  dann,  wenn  die  Verschiebung  einer  jeden  der 
beiden  bestimmenden  Kurven  l  und  m  auf  der  anderen  m  und  / 
gemessen  wird;  aber  auch  außerdem,  wenn  Piy=PFund  •^Pl[7r= 
^P  FT  ist. 

Roberval  hat  sein  Verfahren  auf  eine  Anzahl  von  Kurven,  so 
auf  die  Kegelschnitte,  die  Cykloide,  die  Konchoide,  die  Archime- 
dische Spirale  angewendet,  bei  denen  er  zulässige  Zerlegungen  auf- 
fand. Er  hat  sein  Verfahren  aber  weder  bewiesen,  noch  viel  weniger 
die  Bedingungen  aufgestellt,  welche  die  Zerlegungsweise  erfüllen  müsse, 
obgleich  er  auf  Fälle  stieß,  wo  es  versagte.*)  Am  sichersten  ist 
es,  das  Verfahren  zu  vermeiden,  weil  es  leicht  zu  Fehlem  führt 


m.   Die  Kegelsohnitte  bIb  BrennpunktBknrven« 

206.  Nach  einem  aus  der  Analysis  herrührenden  Einteilungs- 
gründe  sagt  man  von  einer  Kurve,  sie  sei  von  der  n^  Ordnung^  wenn 
sie  von  jeder  Ebene,  die  nicht  die  ganze  Kurve  oder  einen  Ast  der- 
selben enthält,  in  n  (reellen  oder  imaginären)  Punkten  geschnitten 


*)  Montucla,  histoire  des  mathematiques,  Paris,  an  VII  (1799),  B.  2,  S.  49. 
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wird.  Bei  ebenen  Kurven  kann  die  schneidende  Ebene  durch  eine 
Gerade^  ihre  Schnittlinie  mit  der  Ebene  der  Kurve,  ersetzt  werden. 
Die  Kurven  zweiter  Ordnung  sind  stets  eben,  weil  durch  drei  Punkte 
einer  unebenen  Kurve  eine  schneidende  Ebene  gelegt  werden  kann, 
diese  Kurve  also  wenigstens  von  der  dritten  Ordnung  sein  muß.  Zu 
den  Kurven  zweiter  Ordnung  gehört  die  Ellipse  (mit  dem  Kreise), 
die  Hyperbel  und  die  Parabel,  welche  man  unter  dem  Namen  ,,  Kegel- 
schnitte'* zusammenfaßt.  Die  Analysis  zeigt,  daß  es  weiter  keine 
Kurven  zweiter  Ordnung  gibt. 

207.  Die  Ellipse  ist  der  Ort  eines  Punktes,  für  welchen  die 
Summe  seiner  Abstände  von  zwei  festen  Punkten   einer  gegebenen 
Strecke  gleich  ist.     Sind  F  ^^^  ^^^  pig.ioa. 
und  Fl  jene  festen  Punkte, 
2  a  die  Länge  der  gegebenen 
Strecke,    P   ein   Punkt    der 
Ellipse,  so  mußirP+FiP=r 
2  a  sein.    Man  nennt  F  und 
jPj  die  Brennpunkte  (f  oci)  und 
die  Strecken   FP  und  F^P 
Leitstrahlen ,     Brennstrahlen, 
Fahrstrahlen    oder    Badien- 
Yectoren  der  Ellipse.  Es  muß 

offenbar  2  a  >  FF^  sein. 
Trägt  man  auf  der  FF^  von.  ihrer  Mitte  M  aus  nach  beiden  Seiten 
Mä  =  MÄi  =  a  auf,  so  daß  -4.^1  =  2  a,  so  ist  ^  ein  Punkt  der 
Ellipse,  weil  JFJ.+JF\J.=^iJP\+JF\  J.  =  2a;  das  gleiche  gilt  von  A^. 
Um  weitere  Punkte  der  Ellipse  zu  erhalten,  teile  man  A^Ä  =  2a  in 
einem  Punkte  E  innerhalb  FF^  in  zwei  Teile,  beschreibe  mit  dem 
einen  Teile  AiE  als  Halbmesser  einen  Kreis  aus  F,  mit  dem  andern 
EA  einen  solchen  aus  F^,  so  sind  die  Durchschnittspunkte  P  und 
Pi  beider  Kreise  Punkte  der  Kurve.  Vertauscht  man  die  Brenn- 
punkte, so  erhält  man  mit  denselben  Halbmessern  noch  zwei  Punkte 
Pi  und  Pg.  Legt  man  E  in  üf,  so  ergeben  sich  B  und  B^  als 
Punkte  der  Kurve,  so  daß  FB  =  F^B  =  FB^  ^F^B^-^  a,  und 
daß  AA^  und  BB^^  sich  senkrecht  ih  M  halbiren.  Würde  man 
E  außerhalb  FF^  wählen,  so  würden  sich  die  beiden  Kreise  nicht 
schneiden,  weil  der  Unterschied  ihrer  Halbmesser  größer  als  der 
Abstand  FF^  ihrer  Mittelpunkte  wäre.  Die  Ellipse  besitzt  daher 
keine  unendlich  fernen  Punkte. 

208,  Auf  Grundlage  dieser  Konstruktion  können  wir  aussprechen: 
1)  AA^  ist  eine  Sjmmetrielinie  der  Ellipse,  weil  sie  eine  solche 

für  die  beiden  Dreiecke  FF^P  und  FF^P^  ist 
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2)  Ebenso  ist  BB^  eine  Symmetrielinie,  weil  sie  es  für  die 
Dreiecke  FF^P  und  F^FP^  ist. 

3)  Man  nennt  ÄA^  und  BBi,  wie  stets  die  Symmetrielinien 
einer  Kurve,  Axen,  und  zwar  die  durch  die  Brennpunkte  gehende 
ÄAi  die  ffroße  oder  Hauptaxe,  die  andere  BB^  die  kleine  oder 
Nebenaxe.  Den  Abstand  MF  =  MF^  =  e{<a)  jedes  Brennpunktes 
vom  Mittelpunkte  nennt  man  die  Excentridtät  Das  rechtwinklige 
Dreieck  FMB  ergibt 

a«  =  6«  +  c«, 
woraus  h  <.a  folgt.  Die  vier  Punkte  A^  A^^B^B^  heißen  die  Scheitel, 
wie  stets  diejenigen  Schnittpunkte  einer  Kurve  mit  ihrer  Axe,  in 
denen  ihre  Tangenten  senkrecht  auf  der  Axe  stehen.  Die  beiden 
Axen  oder  die  vier  Scheitel  teilen  die  Ellipse  in  vier  kongruente 
Teile,  ihre  Quadranten. 

4)  Da  PP^P^P^  ein  Rechteck,  dessen  Seiten  durch  die  Axen 
halbirt  werden,  so  geht  PP^  durch  M  und  wird  in  ihm  halbirt. 
Es  halbirt  also  der  Punkt  M  alle  durch  ihn  gehende  Sehnen;  er 
heißt  daher  der  Mittelpmkt  und  jede  durch  ihn  gehende  Sehne  ein 
Durchmesser  der  Ellipse.  Es  gilt  das  gleiche  für  jede  Figur,  welche 
zwei  Axen  besitzt;  hat  sie  nicht  mehr  als  zwei  (wie  die  Ellipse), 
so  müssen  diese  notwendig  auf  einander  senkrecht  stehen. 

5)  Man  kann  die  Ellipse  mechanisch  erzeugen,  indem  man  einen 
Faden  von  der  Lange  2  a  mit  seinen  Enden  in  den  Brennpunkten 
befestigt  und  mit  einem  Stifte,  der  ihn  in  der  Zeichenfläche  gespannt 
erhält,  eine  Kurve  beschreibt 

6)  Will  man  auf  jedem  Quadranten  eine  Anzahl  Punkte  kon- 
struiren,  so  nehme  man  auf  MFi  ebenso  viele  Teilungsp unkte  E 
an ,  deren  Abstände  aber  gegen  M  hin  wachsen'  müssen,  wenn  die 
konstruirten  Punkte  der  Ellipse  ungefähr  gleiche  Abstände  erhalten 

sollen. 

7)  Fallen  beide  Brennpunkte  zusammen,  so  geht  die  Ellipse  in 
einen  Kreis  vom  Halbmesser  a  über;  der  Kreis  ist  demnach  eine 
Ellipse  von  der  Excentridtät  NuU, 

209.  Zur  Bestimmung  der  Tangente  der  ElUpse  in  P  wenden 
wir  das  Verfahren  der  Nr.  204,  Fig.  101,  an.  Die  Kurven  l  und  iw, 
welche  durch  ihren  Schnitt  den  Punkt  P  bestimmen,  sind  Kreise 
aus  F  und  F^,  die  Kurven  r  und  s  sind  die  Leitstrahlen,  die  Ab- 
schnitte PR^  PS,  welche  auf  ihnen  durch  die  folgenden  Kurven- 
lagen rj  und  Si  gebildet  werden,  sind  einander  gleich,  da  wegen  der 
Unveränderlichkeit  der  Summe  der  Leitstrahlen  der  eine-  um  eben 
so  viel  zunehmen  muß,  wie  der  andere  abnimmt.  Wir  tragen  daher 
Fig.  103.  auf  dem  einen  Leitstrahle  FP  von  F  weg  eine  willkürliche  Länge 
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PB  und  auf  dem  anderen  gegen  F^  hin  die  gleiche  Länge  PS  =  PR 
auf,  ziehen  RTJ_  PR  (parallel  mit  der  Tangente  des  aus  -F  durch 
P  gelegten  Kreises  in  P),  ebenso  ST XF^Pj  so  ist  PT  die  gesuchte 
Tangente.  Aus  der  Kongruenz  der  Dreiecke  PTR  und  PTS  folgt 
die  Gleichheit  ihrer  Winkel  bei  P  und  der  Satz:  die  Tangente  der 
Ellipse  haJbirt  den  Winkel^  welchen  der  eine  LeitstraM  des  Berüh- 
rungspunktes mit  der  Verlängerung  des  anderen  bildet. 
Aus  diesem  Satze  folgt: 

1)  Die  Normale  PN  halbirt  den  Winkel  der  beiden  Leitstrahlen 
des  Fußpunktes. 

2)  Die  Tangenten  in  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  sind 
unter  einander  parallel,  weil  es  die  Leitstrahlen  paarweise  sind. 

3)  Die  Tangente   in  einem  Scheitel   steht   senkrecht   auf  der 
durch  ihn  gehenden  Axe. 

210.   Aufg.  An  eine  Ellipse,  deren  Brennpunkte  gegeben  sind,  in 
einem  gegebenen  Punkte  P  derselben  ^  eine  Tangente  zu  legen. 


Fig.  104. 


Aufl.  Etwas  kürzer 
wie  in  der  vorigen  Nr., 
ziehe  man  den  einen  Leit- 
strahl FP,  trage  auf  sei- 
ner Verlängerung  die  P  U 
(icicich  dem  andern  Leit- 
strahl  PJP\  auf,  beschreibe 
aus  F^  und  U  mit  glei- 
chen Halbmessern  Kreis- 
bogen, welche  sich  in  R 
schneiden,  so  ist  PR  die 
gesuchte  Tangente. 

311.  Aufg.  An  eine 
Ellipse,  von  welcher  die 
Brennpunkte  und  die  große 
Axe  gegeben  sind,  aus 
einem  außerhalb  gegebenen 
Punkte  R  eine  Tangente  zu  legen. 

Aufl.  Da  die  Auflösung  der  vorhergehenden  Aufgabe  FU=^ 
2^P+ jFiP«=»  2a  und  RU ^=  RF^  ergeben  hat,  so  kann  man  JJ 
aus  R  finden.  Man  beschreibe  einen  Kreis  aus  einem  der  beiden 
Brennpunkte,  etwa  aus  F,  mit  2  a  als  Halbmesser,  einen  andern 
aus  R  durch  den  andern  Brennpunkt  JF\;  beide  schneiden  sich  in 
zwei  Paukten  U  und  U*.  Man  halbire  die  Winkel  F^RU  und 
F^RÜ*  durch  die  Geraden  RP  und  RP*,  so  sind  diese  die  ver- 
langten Tangenten.     Ihre  Berührungspunkte  P  und  P*  liegen   auf 


Fig.  104. 


•#■ 
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den  Gferaden  Fü  und  Fü"^,     Man  bemerkt,  daß  die  Ellipse  nicht 
verzeichnet  zu  sein  braucht. 

213.  Es  ergibt  sich:  1)  Je  nachdem  sich  die  aus  R  nnd  F 
gezogenen  Kreise  in  zwei  Punkten  ?7,  17*  schneiden,  in  einem  be- 
rühren oder  keinen  Punkt  gemein  haben,  erhält  man  zwei,  eine 
oder  keine  Tangente,  und  sind,  wie  man  leicht  erkennt,  die  Summe 
der  Abstände  des  JR  von  F  und  jp'j  >,  =  oder  <2a.  Im  mitt- 
leren Falle  ist  daher  JB  ein  Punkt  der  Kurve.  Im  letzteren  Falle 
muß  auf  jeder  durch  JB  gezogenen  Geraden  auf  jeder  Seite  von  R 
ein  Punkt  bestehen,  für  welchen  die  Summe  seiner  Abstände  von 
F  und  jPj  BS  2  a  ist,  der  also  auf  der  Kurve  liegt,  während  dies 
im  ersteren  Falle  nicht  für  jede  durch  R  gelegte  Gerade  gilt.  Man 
nennt  nun  R  einen  äußeren  Punkt  der  Kurve  im  ersteren  Falle,  wo 
aus  R  zwei  Tangenten  möglich  sind  und  nicht  jede  durch  22  ge- 
legte Gerade  die  Kurve  in  zwei  Punkten  schneidet;  man  nennt  R 
einen  inneren  Punkt  der  Kurve  im  dritten  Falle,  wo  aus  R  keine 
Tangente  möglich  ist  und  jede  durch  R  gelegte  Gerade  die  Kurve 
in  zwei  Punkten  schneidet. 

2)  Man  kann  die  Berührungspunkte  auch  früher  als  die  Tan- 
genten erhalten,  wenn  man  die  Rollen  der  beiden  Brennpunkte  ver- 
tauscht, dadurch  noch  ein  Paar  von  Punkten  U^  und  U{^  erhält 
und  dann  P  als  Durchschnitt  von  UF  und  U^F^,  P*  von  U*F 
und  TJ*F^  bestimmt. 

3)  Die  Aufgabe,  an  eine  Ellipse  eine  Tangente  parallel  zu  einer 
gegebenen  Geraden  zu  legen,  wird  als  besonderer  Fall  unserer  Auf- 
gabe behandelt,  indem  man  R  ins  unendliche  rücken  läßt. 

218.   Die  Hyperbel  ist  der  Ort  eines  Punktes,  für  welchen  der 

Unterschied  seiner  Ab- 


Fig.  106. 


Fig.  lOfk 


stände  von  zwei  festen 
Punkten  einer  gegebe- 
nen Strecke  gleich  ist. 
Sind  F  und  F^  jene 
festen  Punkte,  ist  2  a 
die  Länge  der  gegebe- 
nen Strecke,  P  ein  Punkt 
der  Hyperbel,  so  muß 
i^iP— FP oder  FP  — 
J?\P=2a  und  dabei 
2a<FF^  sein.  Man 
nennt  wieder  jF,  P\ 
die  Brennpunkic .  und 
FP,  F^T  LeUstratOen. 
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Trägt  man  auf  FF^  aus  seiner  Mitte  M  nach  beiden  Seiten  MA  = 
MA^  =  a  auf,  so  sind  offenbar,  wie  bei  der  Ellipse,  A  und  A^ 
Punkte  der  Hyperbel,  und  liegen  auf  der  endlichen  Strecke  FF^^^ 
Um  weitere  Punkte  der  Kurve  zu  erhalten,  nehme  man  auf  der 
Verlängerung  von  AA^  einen  willkürlichen  Punkt  E  an,  wodurch 
A^E  —  AE=2a  wird,  beschreibe  mit  AE  aus  F  und  mit  A^E 
aus  JPj  Kreise,  so  sind  deren  Schnittpunkte  P  und  P^  Punkte  der 
Kurve.  Durch  Yertauschung  der  Brennpunkte  erhält  man  die  wei- 
teren Punkte  Pg  und  Pg.  Wählt  man  E  iimerhalb  AF  oder  A^F^, 
so  schneiden  sich  die  Kreise  nicht  mehr,  weil  die  Summe  ihrer 
Halbmesser  kleiner  als  der  Abstand  FF^  ihrer  Mittelpunkte  wird. 
Dagegen  kann  E  in  einen  beliebig  großen  Abstand  rücken,  ohne 
daß  das  Schneiden  der  zugehörigen  Kreise  aufhört.  Daher  besitzt 
die  Hyperbel  Punkte  von  ebenso  großen  Abständen,  d.  i.  unend- 
lich ferne  Punkte,  und  besteht  aus  zwei  ins  Unendliche  laufenden 

mm 

Asten. 

214«  Aus  der  Konstruktion  folgt,  wie  bei  der  Ellipse,  daß  die 
Gerade  AA^,  ebenso  wie  die  BBi,  welche  AA^  senkrecht  halbirt, 
Symmetrielinien  der  Hyperbel  sind.  Die  durch  die  Brennpunkte 
gehende  Gerade  AA^  heißt  die  reelle  oder  Hauptaxe,  und  die  beiden 
Punkte  A  und  A^  die  Scheitel  j  die  Gerade  BB^  die  imaginäre  oder 
Nebenaxe,  Sie  heißt  imaginär,  weil  sie  keine  reellen  oder  ver- 
zeichenbare  Punkte  der  Hyperbel  enthält,  da  alle  ihre  reellen  Punkte 
gleich  weit  von  den  Brennpunkten  entfernt  sind.  Die  Kurve  be- 
steht daher  aus  zwei  getrennten  Ästen.  Der  Schnittpunkt  M  beider 
Axen  ist  der  Mittelpunkt  der  Hyperbel,  alle  durch  ihn  gehende 
Sehnen  sind  Durchmesser.    MF  =  Jf  JF\  =  e  heißt  die  Excentricüät. 

Man  kann  die  Hyperbel  mechanisch  ersseugen,  indem  man  zwei 
Fäden,  deren  Längen  um  2  a  verschieden  sind,  mit  ihren  einen 
Enden  in  den  Brennpunkten  befestigt,  in  ihren  anderen  Enden  mit 
einander  verbindet,  und  dann  mit  einem  Stifte,  der  die  Fäden  ge- 
spannt und  Stücke,  von  ihren  verbundenen  Enden  an,  in  Deckung 
erhält,  eine  Kurve  beschreibt. 

215.  Die  Tangente  wird  entsprechend  wie  bei  der  Ellipse  be- 
stimmt, nur  daß  hier  bei  der  Bewegung  eines  Punktes  der  Kurve 
beide  Leitstrahlen  um  gleich  viel  zu-  odär  abnehmen.  Daher  trägt 
man  auf  beiden  Leitstrahlen  die  Stücke  PR  =»  PS  in  gleichem  Sinne 
gegen  die  Brennpunkte  auf  und  verfährt  außerdem  wie  vorher.  Es 
ergibt  sich  dann:  Die  Tangente  der  Hyperbel  haJbirt  den  Winkel  der 
beiden  Leitstrahlen  des  Berührungspunktes.  Die  Normale  PN  halbirt 
demnach  deren  Nebenwinkel.  Sodann  folgt  hieraus,  daß  die  Tan- 
genten in  A  und  Aj^  senkrecht  auf  AA^  stehen  und   daß  die  Tan- 

Wiener,  Lohrbnch  der  darBtoUendon  Geometrie.  12 
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Fig.  106. 


genten  in  den  beiden  Endpunkten  eines  Durchmessers  unter  ein- 
ander parallel  sind. 

216.  Äufg.  An  eine  Hyperbel,  von  der  die  Brennpunkte  und  die 
reelle  Äxe  gegeben  sind,  eine  Tangente  m  legen 

a)  durch  den  gegebenen  Berührungspunkt  P, 

b)  durdi  einen  außerhalb  der  Kurve  gegebenen  Punkt  R, 

Die  Auflösungen  finden  ganz  entsprechend  wie  bei  der  Ellipse 

statt,  a)  Man  halbirt 
den  Winkel  FPF^  der 
beiden  Leitstrahlen, 
etwa  durch  P 17= P^, 
FR=  UR,  fio  ist  PR 
die  Tangente,  b)  Man 
legt  aus  R  einen  Kreis 
durch  den  einen  Brenn- 
punkt F,  aus  dem  an- 
dern jPj  einen  solchen 
mit  dem  Halbmesser 
2  a,  schneidet  beide  in 
U  und  ü*,  so  sind 
die  Halbirungslinien 
RP,  RP*  der  Winkel  FRU  bezw.  FRU*  die  gesuchten  Tan- 
genten  und  ihre  Berührungspunkte  P  und  P*  liegen  auf  F^  U 
bezw.  Fl  17*. 

Zusätze:  1)  Ein  Punkt  12  heißt  wieder  ein  äußerer  oder  innerer 
Punkt  der  Hyperbel,  je  nachdem  die  Schnittpunkte  U,  U*  und  damit 
die  beiden  Tangenten  aus  ihm  reell  oder  imaginär  sind,  oder  je 
nachdem  nicht  jede  oder  jede  durch  R  gelegte  Gerade  die  Kurve 
schneidet. 

2)  Man  suche  entsprechend  der  Nr.  212,  2)  die  Berührungs- 
punkte früher  als  die  Tangenten  zu  bestimmen. 

3)  Man  konstruire  eine  Tangente  parallel  zu  einer  gegebenen 
Geraden. 

V 

217.  Aufg,  An  eine  durch  die  Brennpunkte  und  die  reelle  Aax 
gegebene  Hyperbel  die  Asymptoten  zu  konstruiren. 

Flg.  106.  Aufl.  Rückt  der  Berührungspunkt  P  ins  Unendliche  nach  P',  so 
kann  aus  ihm  der  Kreis  durch  1^  nicht  unmittelbar  gezogen  werden. 
Da  aber  dann  die  Halbmesser  parallel  werden,  geht  der  Kreis  in  eine 
zu  ihnen  senkrechte  Gerade  über.  Das  Dreieck  FUF^  wird  daher 
geradlinig;  ferner  wird  es  .bei  U  rechtwinklig  und,  da  P,  Ö'=2a, 

pjg.  107.  ganz  bestimmt    Die  Halbirungslinie  des  Winkels  FP'F^,  d.  i.  die 
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Tangente  in  F  oder  die  Asym-  Fig.  107. 

ptote,  geht  darch  die  Mitte  L 
von  FU  und  ist  parallel  zu 
Fr,  geht  daher  auch  durch  die 
Mitte  M  von  FF^.  Im  Dreiecke 
FLM  ist  daher  ^L  =  90^ 
ML = a,  und  sein  Winkel  M  be- 
stimmt die  Lage  der  Asymptote. 
Legt  man  ML  in  MÄ,  den  rech- 
ten Winkel  L  in  MAC,  macht 
MC=  MF  so  ist  das  A  MÄC^ 
AMLF,  ihre  Winkel  bei  M 
decken  sich  und  MC  ist  die 
Asymptote.  Man  erhält  daher 
die  Asymptoten,  wenn  man  aus 
M  durch  F  einen  Eareis  legt, 
denselben  durch  die  Scheitel- 
tangenten in  den  vier  Punkten  C,  Ci . .  schneidet,  und  MC,  MC^ . . 
zieht.  Da  von  diesen  vier  Linien  je  zwei  zusammenfallen,  so  hat 
die  Hyperbd  awei  Asymptoten,  und  dieselben  gehen  durch  den 
Mittelpunkt  der  Kurve.  Trägt  man  auf  der  imaginären  Axe  MB  == 
MBy^  =»  AC  auf,  so  nennt  mau  BB^^  die  ideelle  Axe  und  bezeichnet 
MB  mit  b.    Das  rechtwinklige  Dreieck  MAC  liefert 

MA^ AC^  +  MC^    oder    a^ 6*  +  c«. 

Die  Hyperbel  heißt  gleichseitig,  wenn  a  »=  &;  dann  stehen  die 
Asymptoten  auf  einander  senkrecht 

318«  Die  Parabel  ist  der  Ort  eines  Punktes,  dessen  Abstände 
von  einem  festen  Punkte  und  einer  festen  Geraden  unter  einander 
gleich  sind.  Ist  F  der  feste  Ponkt,  d  die  feste  Gerade,  P  ein  PunktFig.ios. 
der  Parabel,  PU±d,  so  muß  FP=  UP 
sein.  Man  nennt  F  den  Brennpunkt,  d 
die  Leitlinie  (directrix),  FP  einen  Leit- 
strahl  Ist  FC±d,  so  ist  der  Mittel- 
punkt A  von  FC  ein  Punkt  der  Kurve. 
um  weitere  Punkte  zu  erhalten,  wähle 
man  auf  FC  einen  Punkt  E,  ziehe  durch 
F  eine  Paralle  zu  d,  beschreibe  aus  F 
einen  Kreis  mit  dem  Halbmesser  CE, 
so  sind  die  Schnittpunkte  P,  P^  der  Ge- 
raden und  des  Kreises  Punkte  der  Kurve. 
Man  bemerkt,  daß  man  E  auf  der  Seite  von 
A  wählen  muß,  welche  mit  d  entgegen- 

12* 


Fig.  108. 
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gesetzt  liegt,  um  reelle  Punkte  zu  erhalten;  daß  man  aber  hier 
beliebig  weit  gehen  darf.  Die  Kurve  besteht  daher  aus  einem  ein- 
zigen Aste;  der  sich  von  Ä  aus  auf  der  dem  d  eni^egengesetzten 
Seite  ins  Unendliche  erstreckt. 

Offenbar  ist  FC  eine  Symmetrielinie  der  Parabel;  sie  heißt 
ihre  Axe,  Ä  ihr  Scheitel.  Wählt  man  E  in  F,  so  erhält  man  die 
Punkte  G  und  G^  der  Kurve,  für  welche  FG  =  FG^  =  CF  isi 
Man  nennt  die  durch  den  Brennpunkt  parallel  zur  Leitlinie  lau- 
fende Sehne  GG^  der  Parabel  ihren  Parameter  2p'  der  Abstand 
CF  des  Brennpunktes  von  der  Leitlinie  ist  daher  gleich  dem  halben 
Parameter  p,  und  CA  =  AF=  \p. 

Man  kann  die  Parabel  mechanisch  erzeugen,  indem  man  von 
einem  Faden  das  eine  Ende  in  F^  das  andere  am  einen  Schenkel 
eines  rechten  Winkels  befestigt,  dessen  anderer  Schenkel  in  einer 
Parallelen  zu  d  verschiebbar  ist.  Hält  man  während  der  Verschie- 
bung den  Faden  durch  einen  Stift,  welcher  an  dem  ersteren 
Sckenkel  angedrückt  bleibt,  stets  gespannt,  so  beschreibt  der  Stift 
eine  Parabel. 

219.  Um  die  Tangente  zu  konstruiren,  beachte  man,  daß  die 
den  Punkt  P  bestimmenden  Linien  ein  Kreis  aus  F  und  eine  Pa- 
rallele zu  d  sind,  und  daß  FP  und  D'P(J_d)  gleich  viel  zu-  oder 
abnehmen.  Man  trage  daher  auf  beiden  gleiche  Stücke  in  gleichem 
Sinne  gegen  F  und  ^7  auf,  z.B.  PF=PU,  ziehe  FT±FP, 
ÜT  A.  IIP  (hier  d),  so  ist  T  ein  Punkt  der  Tangente.  Daraus 
folgt:  Die  Tangente  der  Parabel  halbirt  den  Winkel  des  LeitstrcMs 
und  der  Senkrechten  mr  Leitlinie^  welche  man  aus  dem  Berührungs- 
punkte zieht. 
Fig.  109.  ..  Man  erhält  daher  die  Tangente 

für  sinen  gegebenen  Berührungspunkt 
P,  wenn  man  den  Winkel  FPU 
vermittelst  FR  =  UR  durch  PB 
halbirt.  —  Die  Scheiteltangente 
(in  A)  steht  senkrecht  auf  der  Axe. 
Schneidet  die  Tangente  die  Axe 
in  T,  so  isi  FT  =  FP,  daher  FPÜT 
y  ein  Rhombus,  und  die  Diagonalen 
F  U  und  PT  halbiren  sich  senkrecht 
in  L.  Da  außerdem  A  in  der  Mitte 
von  CF,  so  muß  die  Gerade  LA^d 
und  JLAC  sein.  Fällt  man  PF  senk* 
recht  auf  die  Axe,  so  nennt  man 
F^die  Subtangente,  und  aus  PL=^L  T 


Fig.  109. 
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folgt  dann  VÄ  =  AT,  oder  die  Subtangente  wird  durch  dm  Scheitel 
halbirt.  Daher  konstruirt  man  auch  die  Tangente  vermittelst 
AT=  VA. 

220.  Schneidet  man  die  Normale  PN{±PT)  mit  der  Axe 
in  jY,  so  ist  PN\\  UF,  und  dann  folgt  aus  der  Kongruenz  der  Drei- 
ecke PNV  und  UFC,  daß  die  Subnormale  VN  für  alle  Punkte  der 
Parabel  unveränderlich  mid  gleicJi  dem  halben  Parameter  CF  ist. 

Nimmt  man  den  Scheitel  A  zum  Ursprung,  die  Axe  AN  und 
die  darauf  Senkrechte  AL  zur  Abscissen-  bezw.  Ordinatenaxe^  so 
ist  a;  =  -4  F,  y  =  VP.  Das  rechtwinklige  Dreieck  TPN  liefert 
dann  FP»  =  TV .  VN,  oder 

y«  =  2  p  X, 

die  Scheitelgleichnng  der  Parabel.  Daraus  folgt;  daß  mit  x  auch 
y  ins  Unendliche  wächst;  der  Neigungswinkel  der  Tangente  gegen 
die  Axe  =PTV=NPV  hat  daher  Null  zur  Grenze.  Die  Tan- 
gente im  unendlich  fernen  Punkt  ist  dabei  selbst  unendlich  ferne. 

221.  Aufg,   An  eine  durch  den  Brennpunkt  F  wtd  die  Leitlinienewj' 
d  gegd)ene  Parabel  durch  einen  außerJuüb  gegebenen  Punkt  B  eine 
Tangente  m  legen. 

Aufl.  Aus  der  Konstruktion  bei  gegebenem  Berührungspunkte 
P  erhält  man  das  Verfahren:  Man  beschreibe  aus  R  einen  Kreis 
durch  jF,  schneide  ihn  mit  d  in  U  und  U*,  so  sind  die  Halbirungs- 
linien  RP,  RP*  der  Winkel  FR  U,  FR  U*  die  gesuchten  Tangenten, 
und  ihre  Berührungspunkte  P,  P*  liegen  auf  den  durch  U,  ü* 
parallel  zur  Axe  gezogenen  Geraden. 

2!us,  Liegt  R  im  Unendlichen  oder  soll  die  Tangente  parallel 
za  einer  gegebenen  Geraden  gezogen  werden,  so  rückt  der  eine  der 
Punkte  U  und  damit  der  eine  der  Berührungspunkte  P  und  die  eine 
der  beiden  Tangenten  ins  Unendliche,  woraus  folgt,  daß  die  Tan- 
gente der  Parabel  in  ihrem  unendlich  fernen  Punkte  als  parallel  zil 
jeder  Geraden  der  Ebene  angesehen  werden  kann,  was  mit  der  in 
Nr.  74  gefundenen  Eigenschaft  der  unendlich  fernen  Geraden  über- 
einstimmt, daß  sie  als  parallel  mit  jeder  Geraden  ihrer  Ebene  an- 
zusehen ist. 

222.  Man  kann  die  EUipse,  die  Hyperbel  und  die  Parabel  als 
Kurven  derselben  Art  ansehen  und  sie  unter  dem  Begriffe  der  Ellipse 
oder  dem  der  Hyperbel  vereinigen,  wenn  man  unt^r  einer  Strecke 
AAi='2a  sowohl  die  endliche  (AA^),  als  die  unendliche  versteht, 
welche  jene  zur  unbegrenzten  Geraden  ergänzt,  den  unendlich  fernen 
Punkt  enthält  und  mit  A .  A^^  bezeichnet  werden  soll.     Gehen  wir 
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Fig.  110. von  der  Ellipse  AÄ^FF^  aus,  für  welche  2a  =  -4-4,  ist  und  bei 
welcher  die  Leitstrahlen  FP^^  und  F^  P^  im  Inneren  der  Kurve  liegen, 
lassen  Ä  und  F  fest  bleiben,  dagegen  F^  und  damit  A^  sich  von  F  und 
A  entfernen,  so  werden,  wenn  F^^  im  unendlichen  in  F^  ankommt, 
die  Leitstrahlen  zu  FP^  und  F^P^,  welche  letztere  mit  AF  parallele 

Fig.  110. 


Strecke,  wie  stets  die  Leitstrahlen,  im  Inneren  der  Kurve  liegt, 
ihre  Summe,  wenn  man  FP^  nach  Pg  U^  anträgt,  wird  F^P^  +  -Pg  ^2  =* 
F2U2  '^  2  a;  daher  liegen  alle  Punkte  U^  auf  dem  aus  F^  mit  dem 
Halbmesser  2  a  beschriebenen  Kreise,  d.  i.  auf  der  Geraden  CU^, 
Wegen  FP^  =  CTgPj  wird  offenbar  die  Ellipse  zur  Parabely  deren 
Leitlinie  CU^  ist.  —  Kommt  dann  F^  auf  der  andern  Seite  zurück 
und  gelangt  nach  F^,  A^  nach  A^y  wobei  ^a^^A.A^^  so  ist  die 
Summe  der  Leitstrahlen 

FP3  +  F^.P^  =  F^.P^  +  P^U,  =  F,.U^^A.A^  =  2a, 

oder,  wenn  man  beide  Seiten  von  der  unbegrenzten  Geraden  ab- 
zählt, 

P,F,  -  P,  l^,  =  AA  oder  FsP,  -  FP^  =  AA,. 
Die  Eorve  der  P,  ist  daher  eine  Hyperbel,  welche  ala  Ellipse  er- 
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scheint^  weDn  man  die  im  Inneren  derselben  eingeschlossenen  Ab- 
stände FP^  und  2^3 .  P3  als  Leitstrahlen  ansieht.  —  Die  Parabel 
erscheint  demnach  als  Übergangsgestalt  zwischen  der  Ellipse  und 
der  Hyperbel. 

Da  bei  der  Parabel  mit  dem  einen  Brennpunkte  und  dem  be- 
nachbarten Scheitel  auch  der  Mittelpunkt  auf  der  Axe  ins  Unend- 
liche rückt  y  so  nennt  man  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Axe  den 
uneigentlichen  Mittelpunkt  der  Parabel  und  jede  mit  der  Axe  parallele 
Sehne  einen  Durchmesser  derselben. 

223.  Die  Zusammengehörigkeit  der  aus  den  Brennpunkten  be- 
stimmten Kegelschnitte  kann  man  besonders  deutlich  übersehen;  wenn 
man  beachtet,  daß  sie  der  Ort  des  Mittelpunktes  eines  Kreises  sind, 
welcher  einen  festen  Kreis  k  berührt  und  durch  einen  festen  Punkt  F 
gehtj  daß  dabei  die  Ellipse  oder  die  Hyperbel  entsteht,  je  nachdem  F 
im  Inneren  oder  im  Äußeren  von  k  liegt^  und  daß  ais  GrenzgestaU 
die  Doppelgerade  oder  die  Parabel  auftritt,  je  nachdem  F  auf  k  liegt, 
oder  k  eu  einer  Geraden  geworden  ist. 

Sei  \  mit  dem  Mittelpunkte  F^  jener  feste  Kreis,  in  dessen  Fig.  110. 
Innerem  F  liegt,  so  wähle  man  willkürlich  auf  k^  den  Punkt  Z/^ 
als  Berührungspunkt  mit  dem  beweglichen  Ereise;  man  erhält  dann 
dessen  Mittelpunkt  P^  als  Schnittpunkt  des  Halbmessers  F^  Ui  jenes 
Kreises  mit  der  Geraden  S^P^,  welche  die  Fü^  senkrecht  in  S^ 
halbirt.  Da  FP^  =  Pi  Z7i,  daher  FP^  +  F^P^  =  F,  U,  =  F^G  oder 
unYeränderlich;  so  ist  der  Ort  von  P^  eine  Ellipse  p^,  deren  Brenn- 
punkte F  und  F^  und  deren  Hauptaxe  gleich  dem  Halbmesser  F^C 
des  festen  Kreises  ist.  Die  Scheitel  Ä  und  Äi  der  großen  Axe 
erhält  man  in  den  Mitten  der  Stücken  FC  und  FC^  des  durch  F 
gehenden  Durchmessers  CCi  des  Kreises  k^.  Sodann  ist  P^S^  eine 
Tangente  der  Ellipse,  weil  sie  den  Winkel  FP^  U^  halbirt.  Zugleich 
erkennt  man,  daß  die  Punkte  S^ ,  oder  die  Fußpunkte  der  Senkrechten, 
welche  man  von  einem  Brennpunkte  F  der  Ellipse  auf  aUe  ihre  Tan- 
genten faUt,  auf  einem  Kreise  liegen,  dessen  Durchmesser  die  Haupt- 
axe AÄi  der  Ellipse  ist  Denn  Si  ist  der  Mittelpunkt  des  Strahles 
FUi'j  der  Ort  des  Punktes  S^  ist  daher  ähnlich  mit  dem  Orte  von 
Ui,  also,  da  letzterer  ein  Kreis,  ebenfalls  ein  Kreis,  mit  dem  Ahn- 
lichkeitspunkte  F  und  von  halb  so  großem  Halbmesser,  dessen 
Mittelpunkt  daher  in  der  Mitte  M  von  FF^  und  dessen  Durchmesser 

Läßt  man  nun  F  an  seiner  Stelle,  F^  dagegen  sich  auf  der 
Geraden  FF^  von  F  entfernen  und  dabei  den  Kreis  k^  stets  durch 
den  Punkt  C  der  FF^  gehen,  bis  F^  ins  unendliche  nach  F^  ge- 
langt, so  a^rfällt  der  Kreis  k^  in  die  Gerade  k^  und  die  unendlich 
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ferne  Gerade,  und  die  Kurve  p^  wird  der  Ort  des  Punktes^  der 
gleich  weit  von  einem  Punkte  F  und  von  einer  Geraden  k^  entfernt 
ist,  also  zu  einer  Paräbd,  Jener  Ort  der  Fußpunkte  ^2  wird  zur 
Scheiteltangente  ÄS^, 

Kehrt  dann  F^  aus  dem  Unendlichen  auf  der  andern  Seite  zu- 
rück und  gelangt  nach  F^^,  so  daß  der  durch  C  gehende  Kreis  k^  wird, 
so  liegt  F  außerhalb  desselben.  Es  ergibt  sich  dann  nach  der 
angeführten  Konstruktion  P^  als  ein  Punkt  der  Kurve  p^j  so  daß 
2r7>j  =  Pgf/g.  Die  Kurve  ist  dann  offenbar  eine  Hyperbel,  deren 
i^ronnpunkte  F  und  F^  und  deren  Hauptaxe  ÄA^  gleich  dem  Halb- 
messer F^  U^  des  Kreises  fe, .  At4ch  hei  der  Hyperbel  liegen  die  Fuß- 
punkte  S^  der  cms  einem  Brennpunkte  auf  die  Tangenten  gefaJUen 
Settkrcditen  auf  einem  Kreise,  dessen  Durchmesser  die  Hauptaxe  ist. 
Die  Asymptoten  erhält  man  offenbar  als  die  beiden  Senkrechten  (wie 
M^S^'),  welche  man  aus  dem  Mittelpunkte  M^  der  Kurve  auf  die 
beiden  aus  F  an  k^  gelegten  Tangenten  (wie  FU^')  fallt. 

Man  verfolge  die  Formänderung  von  p  weiter  und  lasse  F^  als 
F^  in  ü,  als  F^  zwischen  C  und  A,  als  2^^  in  -4,  als  F^  in  F 
fallen,  so  wird  man  insbesondere  für  Fq  die  DoppelgeraBe  CF  als 
Übergang  von  der  Hyperbel  in  die  Ellipse  finden. 

224,  Aus  dem  Satze  der  vorigen  Nr.  ergibt  sich  noch  eine 
Auflösung  der  Aufgabe/ an  einen  durch  die  Brennpunkte  F,  F^  und 
die  Haut^tojce  AA^  gegebenen  Kegelschnitt  durdi  einen  außerhalb  ge- 
IfelniH^  Ihuüct  li  eine  Tangente  et*  legen.  Man  beschreibe  über  RF 
(oder  liF^)  als  Durehmesser  einen  Kreis,  schneide  ihn  mit  dem 
über  der  Hauptaxe  AA^  als  Durchmesser  gezogenen  Kreise  in  den 
Punkten  S  und  ^S^,  so  sind  RS  und  RS"^  die  gesuchten  Tangen- 
ten, Der  Berührungspunkt  P  wird  durch  SU=  FS  und  durch 
VFi  geliefert 

Ferner  ergibt  sich  der  Satz:  Geht  von  einem  reckten  Winkd 
{ FS  P)  d(r  eine  Sdtenkel  steh  durch  am*n  festen  Rinkt  (F),  während 
dtr  NrÄfVW  (N^i  einet^  Kftis  Iteschreibty  so  bestJ^reibt  der  andere  Schenkel 
(^NiM  </♦<-  Tamimten  eines  Krgtiiich$$ittes  {k\ 

IV,  Rektillkation  von  Knrven« 

neWt  iwei  Auh^gen 

über  genaue«  Konstruiren  und  des  Unendliohkleine. 

äda«  l*ut4^r  der  /xii.'5/('  Wno^  A'lt^X1Mfc';(^tt^^  versteht  man  den 
UrtMuwort  dor  l«an$«  dt"«  luifangs  eines  in  den  B<q^  eingeschrie- 
bnen oder  eine«  ihm  umschriebenen  Vielecks,  welchem  man  sieb 
bis  tu  jtH)om  WHobigx'U  Grade  aimSbort«  wenn  man  die  Langen  der 
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einzelnen  Seiten  sich  der  Null  nähern  läßt.  Daß  beide  Vielecke 
einen  Grenzwert  ihrer  Längen^  und  zwar  ein  und  denselben,  die 
Bogenlänge,  besitzen,  erkennt  man  so.  Man  trage  auf  dem  Bogen 
von  der  unbekannten  Länge  b  gleiche  oder  ungleiche  Sehnen  von 
geringer  Länge  ab,  deren  Summe  s  sei,  und  ziehe  in  allen  Eck- 
punkten die  Tangenten  der  Kurve,  welche  das  umschriebene  Vieleck 
von  der  Länge  t  bilden,  so  ist  bekanntlich  s  <  &  <  ^.  Ist  nun  9 
der  größte  Winkel,  den  eine  der  Tangenten  mit  einer  der  von  ihrem 
Berührungspunkte  ausgehenden  Sehnen  bildet,  so  ist  t  cos  g>  ^s, 
und  demnach  t  cos  9  ^  s  <  6  <  ^.  Da  man  durch  Verkleinem 
der  Sehnen  den  Winkel  9  beliebig  klein  machen  kann,  so  wird 
dadurch  auch  der  Unterschied  von  cos  9  und  1,  und  dadurch  der 
von  t,  b  und  s  beliebig  klein,  was  zu  beweisen  war. 

Wir  haben  nun  noch  zu  zeigen,  daß  man  durch  jede  Einteilung 
des  Bogens  &,  wenn  sich  nur  alle  Teile  der  Grenze  Null  nähern, 
dieselbe  Länge  von  b  erhält  Zu  dem  Ende  haben  wir  nur  zu  be- 
weisen, daß  die  Längen  s  und  s'  zweier  in  b  eingeschriebenen  Viel- 
eckszüge einen  absoluten  Unterschied  \s  —  s  \  besitzen,  welcher  bei 
abnehmender  Seitenlänge  Null  zur  Grenze  hat.  Fällt  man  zu  dem 
Ende  von  jedem  Eckpunkte*  eines  jeden  Zuges  eine  Senkrechte  auf 
die  nächste  Seite  des  anderen,  so  werden  dadurch  Teile  von  s  in 
der  Gesamtlänge  u  die  Projektionen  von  Teilen  des  s'  in  der  Ge- 
samtlänge u\  dagegen  Teile  von  s'  in  der  Gesamtlänge  v  die  Pro- 
jektionen von  Teilen  des  s  in  der  Gesamtlänge  v  sein.  Es  gilt  nun 
s  —  s'  =  (u  —  u)  -{-  {v  —  v).  Ist  ferner  9  der  größte  Winkel  zweier 
Elemente,  die  sich  auf  einander  projiciren,  so  ergibt  sich 

(1  —  cos  9)  >  u  —  w  >  0,    t;  (1  —  cos  9)  ^  v  —  v'  >  0 , 

und  da,  bei  abnehmender  Seitenlänge  in  den  Zügen,  9  die  Null  zur 
Grenze  hat,  so  haben  u :  cos  9  -f-  v  die  Länge  s,  (1  —  cos  9)  und 
I  5  —  s'  \  die  Null  zur  Grenze. 

Um  nun  einen  verzeichneten  Kurvenbogen  zu  rektificiren,  oder 
auszustrecken,  trage  man  in  der  Kurve  kleine  Sehnen,  und  zwar 
zweckmäßig  solche  von  gleicher  Länge^  ab,  trage  dann  dieselbe 
Anzahl  dieser  Sehnen  auch  auf  einer  geraden  Linie  weiter  und  ftlge 
das  Reststück  zu.  Wiederholt  man  dieses  Verfahren  mit  einer 
kleineren  Sehnenlänge,  so  erhält  man  bei  nicht  zu  kleinen  Sehnen 
eine  größere  rektificirte  Länge;  und  man  muß  mit  der  Verkleine- 
rung der  Sehnen  so  lange  fortfahren,  bis  die  fortschreitende  Ver- 
größerung des  Ergebnisses  nicht  mehr  merklich  ist.     Von  da  an 
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erhält  man^  wegen  der  Unsicherheit  im  sehr  häufigen  Weitertragen 
sehr  kleiner  Längen,  ein  Schwanken  des  Ergebnisses. 

226.  Unter  den  Kurven,  deren  Länge  durch  Rechnung  bestimmt 
sind,  befindet  sich  zunächst  der  Kreis,  dessen  Umfang  u  n:  mal  so 
groß  als  der  Durchmesser  d  (=  2  r)  ist,  oder 

ti  si  ^J  =  2  Ar,  wobei  angenähert  ä  =  3,14159265. 

Daraus  folgt: 

1)  Der  Umfang  ist  angenähert  «=3  3^-  d.  Denn  es  ist  nahezu  34^  »^ 
3,14286;  daher  ist  der  Fehler,  unter  dem  die  Korrektur  oder  das  dem 
fehlerhaften  Ergebnisse  Zuzufügende  verstanden  sei,  «»  _  0,0013  d'^ 
dies  beträgt  für  d  =  100  Millimeter  gegen  ^  mm,  etwa  das.  Geringste, 
was  durch  einen  Zirkel  noch  aufgetragen  werden  kann. 

2)  Ist  d  >  100  mm,  so  benutze  man  für  a  den  Annäherungs- 

wert  —  =  3,14159292,   wodurch  der  Fehler  nur  —  0,00000027  d 

wird.    Esi8taberg|=-3^  =  3^73^  =  3^-p^.    Man  trage 

daher  von  dem  einen  Endpunkte  eines  Durchmessers  AB  «=  d  auf 
einer  unter  einem  passenden  Winkel  (etwa  60^)  anstoßenden  Ge- 
raden äC  eine  passende  Einheit  e  {eivm  ^  d)  16  mal  bis  D  weiter 
(ÄD  =  16  e)y  und  sodann  in  demselben  Sinne  ÄE  ^=^  7  •  AD  +  e, 
ziehe  DF  ||  JBJS,  schneide  DF  mit  AB  in  F^  so  ist  der  Umfang 
=  3d+AF. 

3)  Der  Umfang  ist  nahezu  =  3  rf  +  i  ^^^  Seite  des  eingeschrie- 
benen Quadrates.  Dies  liefert  nahezu  3,14142  d,  da  \  der  Quadrat- 
seite =  -j^  d  Y2  =  0,14142  d]  der  theoretische  Fehler  ist  daher  nur 
=  +  0,00017  d,  der  aber  durch  die  Unsicherheit  der  Vierteilung 
des  Kreises  vergrößert  wird. 

Die  größte  Sicherheit  liegt  in  der  Probe,  daß  das  zu  3  (2  Zu- 
zufügende beim  Weitertragen  mit  dem  Handzirkel  7^  mal  in  d  ent- 
halten ist. 

4)  Einen  Kreisbogen  oder  einen  andern  Kurvenbogen  AB,  dessen 
Endtangenten  AT  und  BT  nur  einen  kleinen  Winkel  mit  einander 
bilden,  rektificirt  man,  wenn  T  der  Schnittpunkt  beider  Tangenten 
und  AB  die  Sehne  ist,  annähernd  nach  der  Formel 

0 

6  =  i  (ÄT+  BT +2  AB), 

die  für  den  Kreis  (AT^'BT) 

h  =  iiAT-^AB) 

wird.  Für  die  Grenze  AB  =•  0  liefert  die  Formel  offenbar  den 
richt^en  Grenzwert;  für  einen  Kreis  gibt  sie  selbst  bei  einem  Winkel 
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der  beiden  Tangenten  von  60^  erst  einen  Fehler  von  etwa  —  ^tg  ^« 
Denn  dann  ist  A  T  die  halbe  Seite  des  umschriebenen  regelmäßigen 

Sechsecks  =  r  :  ]/3,  ^J5  =  r,  so  daß  die  Formel  |r  (1 :  V^+  1)  = 
1,05157  r  gibt,  während  die  wahre  Länge  nahezu  1,04720  r,  der 
Fehler  also  —  0,00437  r  =  —  0,0087  d  ist. 

Schaltet  man  bei  größeren  Bogen  Zwischenpunkte  C,  2) . . . 
mit  ihren  Tangenten  ein  und  ist  t  die  Summe  der  Tangenten  oder 
die  Länge  des  Tangentenzuges  von  A  bis  J3,  s  die  Summe  der  Sehnen 
AC  +  CD  -j von  A  bis  J?,  so  erhält  man 

Die  letzte  Form  ist  bequem  zur  Konstruktion.  Nach  ihr  trage  man 
auf  einer  Geraden  in  demselben  Sinne  MT=t^  MS '=  s  auf,  teile 
ST  in  ^  so,  daß  SN  =  \  ST,  so  ist  MN  die  angenäherte  Bogen- 
länge. 

5)  Am  zweckmäßigsten  ist  das  in  der  folgenden  Nr.  zu  be- 
handelnde Abtragen  kleiner  Sehnen. 

227.  Rektificirt  man  einen  Kreisbogen  annähernd  durch  das 
Weitertragen  Meiner  gleicher  Sehnen  ^  so  begeht  man  einen  Fehler, 
der  von  dem  Unterschied  dieser  Sehnen  und  ihrer  Bogen  abhängt 
und  mit  der  Kleinheit  derselben  abnimmt,  und  einen  anderen  Fehler, 
der  von  der  Ungenauigkeit  des  Ubertragens  abhängt  und  mit  der 
Anzahl  der  Teilchen  oder  mit  ihrer  Kleinheit  zunimmt  Es  wird 
daher  eine  bestimmte  Länge  der  Sehnen  oder  ihrer  Bogen  b  für  die 
Genauigkeit  am  vorteilhaftesten  sein.  Der  Verfasser  hat  dieselbe 
in  einer  früheren  Arbeit*)  ermittelt,  von  welcher  das  Wesentlichste 
hier  mitgeteilt  sein  möge. 

Sei  der  fragliche  Kreisbogen  k  mal  im  Umfang  enthalten  (welche 
Zahl  nur  annähernd  bekannt  zu  sein  braucht),  sei  d  sein  Durch- 
messer, b  die  Bogenlänge  zu  den  kleineu  Sehnen,  die  man  beim 
Rektificiren  nmal  weiter  trägt,  wobei  das  Reststückchen  immer  zu- 
gefügt werden  muß,  so  ist  n  «=  nd :  kb  und  jene  Sehne 

5  =  d8in|-,    angenähert  =rf[~-|(^)'], 
daher 

and  der  Fehler  durch  das  n  malige  Weitertragen 

^         n    6'  1  nd  b*  ^    ja 

'^  ^  T  'd'  ~  T  U  IP  ^  Skd^  ' 


*}  Wiener,  „Ober  die  möglichBt  genaue  Eectification  eines  verzeichneten 
Korvenbogens,  bestimmt  auf  der  Grundlage  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung**, 
Zeitflchr.  f.  Math.  n.  Phys.  von  Schlömilch,  16.  Jahrg.,  1871,  S.  112. 
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Um  den  Fehler,  der  durch  das  Weitertragen  einer  kleinen 
Länge  entsteht,  zu  bestimmen,  trug  Verfasser  eine  solche  zwischen 
1  und  15  Millimeter  liegende  Länge  nmal  auf  einer  Geraden  mit 
einem  Handzirkel  mit  gewöhnlichen  dreiseitigen  Spitzen  mittelst  ab- 
wechselnd entgegengerichteten  Umschlagens  weiter,  wiederholte  dies 
auf  verschiedenen  Geraden  m  mal  und  betrachtete  die  Abweichung  t; 
jedes  einzelnen  Ergebnisses  Ton  deren  Mittel  als  den  Fehler.  Nach 
Gauß  ist  dann  der  mittlere  Fehler  Vm  gleich  der  Quadratwurzel  aus 
dem  arithmetischen  Mittel  der  Quadrate  der  m  einzelnen  erhaltenen 
Fehler,  oder 

Der  mittlere  Fehler  f  für  jede  einzelne  derart  aufgetragene  Strecke 
b  ist  dann  nach  Gauß 

Aus  vielen  Versuchen  ergab  sich 

/*=  0,018  mm  =  ^  mm. 

Ein  Mikrometerzirkel  mit  runden  Spitzen  lieferte  /*==  0,015  mm; 
zugleich  ist  offenbar,  daß  diese  Größe  mit  der  Person  des  Zeich- 
ners wechselt.  Der  erhaltene  mittlere  Fehler  ist  von  dem  wahr- 
scheinlichen zu  unterscheiden,  welcher  für  den  ersten  Fall  nur 
0,012  mm  beträgt. 

Der  mittlere  Fehler  ^j,  der  aus  dem  fehlerhaften  Weitertragen 
bei  der  Rektifikation  entspringt,  wobei  h  nmal  auf  dem  Bogen, 
und  nmal  auf  der  Geraden,  also  im  Ganzen  2 nmal  weitergetragen 
wird,  ist  dann 

Daraus  ergibt  sich  der  mittlere  Gesamtfehler  f  durch 

r  =  /;'  +  r,*  =  (^)%^  +  i4^|. 

Um  h  so  zu  bestimmen,  daß  der  absolute  Wert  von  f  oder  sein 
Quadrat  ein  Minimum  wird,  setzt  man  den  Differentialquotienten 
des  Ausdruckes  von  f^  nach  h  gleich  Null,  und  erhält 

woraus  folgt 

b  =  (^YY'^  k'/^  ei'/.  =  1,42  f /» /c'A  d% . 

Dies  wird  für  f=  0,018  mm 

b  =  0,28  ÄVs  d%  mm, 
wobei  d  in  Millimetern  gemessen  vorausgesetzt  ist 
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Führt  man  den  vorletzten  Ausdruck  von  b  in  den  von  f^  ein, 
so  erhält  man  den  mittleren  Fehler  der  ganzen  Rektifikation 

r  =  3,2  r/'p  =  0,094 1^. 

Nach  diesen  Formeln  erhält  man  &Lrk=l  oder  für  den  V ollkreis 


d 

5 

10 

20 

60 

100 

200 

300 

400 

600 

1000  mm 

h 

0,7 

1,1 

1,7 

3,3 

4,6 

6,8 

8,7 

10,3 

11,8 

17,9  mm 

Für  andere  Werte  von  1e  müssen  die  hier  erhaltenen  Werte  von  6 
mit  k'^*  multiplicirt  werden^  wobei  folgende  Tabelle  nützlich  ist 


k 

1 

2 

4 

6 

8 

10 

16 

20 

26 

30 

fc'/- 

1 

1,1 

1,3 

1,4 

1,6 

1,6 

1,7 

1,8 

1,9 

2,0 

bei  Ä  =  6, 
oder 


r= 0,041, 

=  0,0041  d, 


0,109  mm, 
0,000218  cL 


Hat  man  z.  B.  einen  Kreis  von  130  mm  Durchmesser  zu  rektificiren, 
so  nehme  man  nach,  der  ersten  Tabelle  b  =  5,2  mm;  ist  der  Bogen 
\  des  Umfangs,  also  k=:  8,  so  nehme  man  mit  Hilfe  der  zweiten 
Tabelle  6  =  1,5  •  5,2  =  7,8  mm.   Die  mittleren  Fehler  ergeben  sich 

für  d=  10,  100,  500  mm, 

bei  ft  =  1,     /"  =  0,15,  0,24,  0,32  mm, 

oder  =  0,015  d,       0,0024  d,       0,00064  d; 

0,082 
0,00082  d. 

Um  die  Genauigkeiten  der  verschiedenen  Verfahren  zu  vergleichen, 
beachten  wir,  daß  der  aus  der  Formel  allein  entspringende  Fehler 
bei  dem  Verfahren  u  =  3^\  d,  «=  —  0,0013  d,  bei  dem  einfachem 
Tangentenverfahren  (226,  4))  für  ^  Umfang  =  —  0,0087  d  ist,  wozu 
noch  die  Fehler  der  Ausführung  kommen.  Es  geht  daraus  hervor, 
daß  das  soeben  betrachtete  Sehnenverfahren  vor  dem  der  Tangenten 
außer  der  größeren  Einfachheit  auch  den  Vorzug  der  größeren  Ge- 
nauigkeit besitzt.  Es  empfehlen  sich  daher  für  den  ganzen  Kreis- 
umfang das  Verfahren  mit  3|  d,  welches,  wenn  nötig,  durch  die 
Verbesserung  der  Nr.  226,  2)  stets  die  hinreichende  Genauigkeit 
erhalten  kann,  für  Bogen  das  Verfahren  mittelst  der  Sehnen  als 
kürzestes  und  genauestes. 

Soll  ein  Bogen  einer  beliebigen  Kurve  rektificirt  werden,  so  mag 
man  b  zweckmäßig  nach  dem  Durchmesser  des  Kreises  nehmen, 
der  sich  der  Kurve  an  der  Stelle  ihrer  stärksten  Krümmung  am 
innigsten  anschließt,  welcher  durch  Probiren  mit  einem  Zirkel  ge- 
nügend genau  und  rasch  ermittelt  werden  kann,  und  nach  einem  k, 
welches  das  ungefähre  Verhältnis  der  Bogenlänge  zu  dem  Umfang 
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dieses  Kreises  ist.  Beim  Übertragen  einer  Kurve  auf  eine  andere 
mag  die  Stelle  der  stärksten  Krümmung  in  beiden  maßgebend  sein, 
man  teilt  auch  vielleicht,  bei  starkem  Wechsel,  in  verschiedene 
Stücke.  Es  wäre  Zeitverschwendimg,  wollte  man  in  jedem  Falle 
eine  ähnliche,  aber  viel  schwierigere  Untersuchung,  wie  die  obige, 
anstellen. 

Anhang  L  Einige  Hegeln  über  genaues  Konstruiren. 

228.  Die  in  der  vorhergehenden  Nr.  behandelte  Aufgabe  der 
genauesten  Rektifikation  ist  ein  Beispiel  der  Aufgabe  des  genauesten 
KonstruirenSf  welche  in  der  Weise  der  Aufgaben  der  höheren  Geo- 
däsie mittelst  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  behandelt  werden 
müßten.  Einer  solchen  Behandlung  sind  aber  die  Aufgaben  des 
Konstruirens  noch  nicht  unterzogen  worden,  und  ich  will  mioh 
daher  mit  der  Anführung  einiger  mehr  oder  weniger  sicheren  Sätze 
begnügen,  welche  auf  Erfahrung,  Anschauung  und  Abschätzung 
gegründet  sind. 

1)  Eine  Gerade  ist  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  um  so  sicherer 
bestimmt,  je  weiter  die  zwei  Punkte  von  einander  entfernt  liegen, 
welche  sie  bestimmen. 

2)  Der  Schnittpunkt  zweier  Geraden  ist  um  so  sicherer  be- 
stimmt, je  näher  diejenigen  Punkte,  welche  jede  Gerade  bestimmen, 
bei  dem  Schnittpunkte  liegen  (wegen  der  Krümmung  delr  Lineale). 

3)  Ein  als  Schnitt  zweier  Linien  bestimmter  Punkt  dient  um 
so  sicherer  zur  Bestimmung  beliebiger  Geraden,  je  mehr  sich  der 
Winkel,  unter  dem  sich  jene  Linien  schneiden,  einem  B.echten  nähert. 

4)  Der  Schnittpunkt  zweier  sich  spitzwinklig  schneidenden  Ge- 
raden dient  dennoch  sicher  zur  Bestimmung  einer  dritten  Geraden, 
wenn  diese  einen  kleinen  Winkel  mit  einer  der  beiden  ersteren  Ge- 
raden bildet,  wenn  sie  z.  B.  im  Inneren  des  von  diesen  gebildeten 
spitzen  Winkels,  nicht  aber,  wenn  sie  nahe  bei  der  Halbirongslinie 
des  stumpfen  Winkels  liegt. 

5)  Ein  Kreis  und  ein  mittelst  eines  Längenabstandes  bestimmter 
Punkt  werden  bei  Benutzung  eines  gewöhnlichen  Zirkels  (im  Gegen- 
satz zum  Stangenzirkel)  unsicher,  wenn  die  Zirkelö&ung  großer 
als  der  Schenkel  des  Zirkels  ist  (wegen  des  Federns  der  Schenkel). 

Auf  Grundlage  dieser  Sätze  wollen  wir  einige  einfache  Auf- 
gaben lösen.  L  Zu  einer  gegd>enen  Geraden  g  in  einem  gegebenen 
Punkte  P  derselben  eine  Senkrechte  nwglidist  genau  0u  errichten.  Man 
trage  auf  g  die  Strecken  PA  =  PJS,  etwa  =  ^  Z  ab,  wenn  l  die 
Schenkellänge  des  Zirkels  bedeutet,  beschreibe  aus  A  und  B  Kreis- 
bogen  mit   gleichen   Halbmessern,   etwa    '»=  Z,   welche   sich   in    C 
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schneiden^  so  ist  PC  die  verlangte  Senkrechte.  Wegen  3)  müßte 
man  AC^^  BC  ^=  YÖfi  I  =  0,7  i  machen,  wodurch  sich  die  Kreis- 
bögen rechtwinklig  schnitten;  wegen  1)  macht  man  sie  aber  größer, 
etwa  =  L 

n.  Eine  Strecke  AB  möglichst  genau  zu  hdßnren.  Man  beschreibt 
aus  A  und  B  mit  einer  Zirkeloffnung,  die  um  möglichst  wenig 
großer  als  ^  AB  ist,  Kreisbogen,  verbindet  deren  Schnittpunkte  C 
und  D,  so  enthält  diese  Verbindungslinie  den  Halbirungspunki  Es 
wird  dies  begründet  durch  4)  und  2). 

IIL  Aus  einem  geg^)enen  Tunkte  P  eine  Senkrechte  auf  eine  ge- 
gebene Gerade  g  zu  fäUen.  Man  beschreibe  aus  P  mit  einer  Zirkel- 
offiiung  a»  2,  die  aber  größer  als  etwa  1,4  des  Abstandes  des  P 
von  g  sein  muß  (wenn  dies  nicht  möglich,  ist  der  Zirkel  zu  klein), 
einen  Kreis,  welcher  die  ^  in  ^  und  B  schneidet,  beschreibe  aus 
A  und  B  mit  ein  und  derselben,  sogleich  zu  bestimmenden  Zirkel- 
ofiFnung  Kreisbogen,  welche  sich  auf  der  dem  P  gegenüberstehenden 
Seite  der  ^  in  C  treffen,  so  ist  PC  die  gesuchte  Senkrechte.  Je 
nachdem  es  sich  um  die  ganze  Linie  der  Senkrechten  oder  nur  um 
ihren  Fußpunkt  handelt,  macht  man  AC^^BC  nicht  größer  als 
die  kleinere  der  beiden  Längen  AB  und  Z,  oder  nur  wenig  größer 
als  ^AB. 

Anhang  IL  Über  das  Unendliohkleine. 

229.  Anschließend  an  die  Ausführungen  bei  der  Rektifikation  von 
Kurven  wollen  wir  auch  die  Anwendung  des  Verfahrens  des  Unendlich' 
kleinen  auf  die  Bestimmung  des  Inhaltes  einer  ganz  oder  teilweise  knimm- 
linig  begrenzten  Fläche  andeuten,  und  daran  eine  übersichtliche  Erörte- 
rung  dieses  Verfahrens  in  den  verschiedenen  Fällen  anknüpfen.  Man 
versteht  unter  jenem  Inhalte  den  Grenzwert  des  Inhaltes  eines  Viel- 
ecks, dessen  Grenzlinie  man  aus  der  ursprünglichen  erhält,  wenn 
man  jede  der  krummen  Linien,  —  von  denen  man,  wenn  mehrere 
vorbanden  sind,  durch  Zerlegung  der  Fläche  jedem  Teile  eine 
einzige  zuweisen  kann,  —  durch  einen  derselben  ein-  oder  um- 
schriebenen Vieleckszug  ersetzt,  und  dessen  Seitenlängen  sich  der 
Grenze  Null  nähern  läßt.  Es  kann  dann  wieder,  entsprechend 
wie  in  Nr.  225,  gezeigt  werden,  daß  die  Züge  des  ein-  und  um- 
schriebenen Vielecks  und  zwar  bei  beliebiger  Bildungsweise  den- 
selben Grenzwert  liefern.  —  In  der  Rechnung  ist  die  Kurve 
durch  eine  Gleichung  zwischen  ihren  Koordinaten  gegeben,  und  es 
wird  eine  Fläche  bestimmt,  welche  von  der  Absissenaxe  x^  zwei 
Ordinaten  und  dem  von  denselben  begrenzten  Kurvenbogen  ein- 
geschlossen ist,  und  zwar  dadurch,  daß  man  das  zugehörige  Stück 
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von  X  in  gleiche  Teile  z/o:  teilt,  in  ihren  Endpunkten  die  Ordi- 
naten  y  der  Kurve  zieht,  und  jeden  dadurch  gebildeten  Streifen  durch 
eine  aus  dem  zweiten  Endpunkte  seiner  Anfangsordinate  gezogene 
Parallele  zu  x  begrenzt.  Die  Fläche  ist  dann  der  Grenzwert  der 
Summe  aller  Rechtecke  y^x^  wenn  man  jdx  sich  der  Grenze  Null 
nähern  läßt,  oder  :=^  dx  ^^^  unendlich  klein  ==  0  setzt.  Man  konnte 
nun  sagen,  daß  wenn  man  /4x  =  0  setzt,  jeder  Streifen  den 
Inhalt  Null  hätte,  und  von  einer  Summe  nicht  mehr  gesprochen 
werden  könne.  Wir  werden  sehen,  daß  in  diesem  Umstände 
kein  Einwand  gegen  den  Begriff  des  Unendlichkleinen  als  Grenz- 
null liegt. 

Von  dem  Begriffe  des  Unendlichkleinen  wurden  drei  geometri- 
sche Anwendungen  gemacht,  nämlich  auf  die  Bestimmung  der  Tan- 
gente und  der  Bogenlänge  einer  Kurve,  und  der  Fläche  einer 
krummlinigen  Figur.  Alle  drei  Aufgaben  haben  das  Übereinstim- 
mende, daß  das  gesuchte  Ergebnis  nur  als  eine  Grenze  angesehen 
werden  kann.  Die  Tangente  kann  durch  ihren  alleinigen  Berüh- 
rungspunkt nicht  bestimmt,  die  Kurve  durch  gerade  Linienstücke, 
und  jene  Fläche  durch  geradlinig  begrenzte  Flächen  nicht  erfüllt 
werden.  Ferner  haben  die  Auflosungen  der  drei  Aufgaben,  wenn 
bei  der  letzteren  die  Zerlegung  in  Flächenstreifen  angewendet  wird, 
das  Gemeinsame,  daß  bei  dem  Eintritt  in  die  Grenze  die  vorher 
mögliche  Operation  nicht  mehr  möglich  bleibt,  indem  die  beiden 
Punkte,  welche  eine  Gerade  bestimmen  sollen,  zusammen  fallen, 
oder  die  zu  addirenden  Linien-  oder  Flächenelemente  Null  werden. 
Aber  dies  ist  auch  in  den  gegebenen  Begriffen  nicht  verlangt.  Man 
soll  vielmehr  die  Grenzen  von  Gebilden  finden,  die  vor  der  Grenz- 
erreichung zweifellos  bestimmt  sind.  Und  man  löst  diese  Auf- 
gabe in  der  Rechnung  dadurch,  daß  man,  ehe  die  Elemente  Null 
sind,  einen  Ausdruck  für  das  Ergebnis  sucht,  in  welchem  ein  Be- 
standteil unabhängig  von  der  Größe  des  Elementes  ist,  alle  anderen 
aber  die  Größe  des  Elementes  zu  einem  Faktor  haben.  Setzt  man 
diese  Größe  =»  0,  so  ergibt  sich  jener  von  dem  Elemente  unab- 
hängige Bestandteil  als  der  gesuchte  Grenzwert.  Zu  diesem  Grenz- 
werte gehört  also  eine  Größe  des  Elementes  =  0.  Und  da  wir  (wie 
allgemein  gebräuchlich)  die  Größe  des  zu  dem  Grenzwerte  gehörigen 
Elementes  „unendlich  klein''  nennen,  so  muß  unendlich  klein  ■»  0 
sein.  Bei  der  analytischen  Rektifikation  wird  ebenso  verfahren;  zu 
der  wahren  Bogenlänge  gehört  die  Größe  des  Bogenelementes  «=»  0. 
—  In  ähnlicher  Weise,  wie  in  der  Analysis,  vermeidet  man  auch 
in  der  Geometrie  jenes  Unbestimmtwerden  in  der  Grenze.  Bei  Er- 
mittlung der  Richtung  der  Tangente  ersetzt  man  das  bestimmende 
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abnehmende  und  dann  verschwindende  Dreieck  durch  ein  ähnliches 
von  stets  endlicher  Größe, 

Doch  tritt  nicht  immer  eine  Unbestimmtheit  in  der  Grenze  ein; 
nämlich  nicht  bei  der  FlSchenbestimmung  durch  Einsetzen  größerer 
Vielecke  und  Zufügen  stets  kleiner  werdender  Figuren,  wobei  nur 
diese  zuzufügenden  Größen  sich  der  Grenze  Null  nähern.  Bei  der 
mechanischen  Rektifikation  durch  kleine  Sehnen  tritt  keine  Un- 
bestimmtheit, aber  auch  kein  Erreichen  der  Grenze  ein,  sondern 
nur  eine  Annäherung  bis  zu  einem  unter  die  Genauigkeitsgrenze 
der  Operation  heruntergehenden  Fehler. 

V.    Die  Krümmung  der  Kurven.     Das  Unendliolikleine  höherer 

Ordnung. 

230.  Man  nennt  eine  Kurve  um  so  stärker  gekrümmt,  je 
.schneller  sich  bei  ihr  die  Richtung  der  Tangente  oder,  was  dasselbe 
bedeutet,  die  Richtung  der  Normale  ändert,  wenn  deren  Berührungs- 
bezw.  Fußpunkt  auf  der  Kurve  fortschreitet.  Demnach  soll  unter 
der  mittleren  Krümmung  eines  KurvenbogenSy  welcher  keine  Umkehr 
der  Drehungsrichtung  seiner  Tangente  (und  Normale)  erleidet  und  Fig.  in. 
die  Länge  der  Einheit  besitzt,  der-  p. 

jenige  durch  einen  Bogen  vom  Halb- 
messer Eins  gemessene  Winkel  x  sei- 
ner Endnormalen  verstanden  sein, 
welcher  von  einem  aus  dem  Schnitt- 
punkte dieser  Normalen  gezogenen 
Halbstrahle  beschrieben  wird,  wenn 
sich  derselbe  dreht  und  stets  pa- 
rallel zu  der  Normale  der  Kurve 
bleibt,  deren  Fußpunkt  vom  einen 
zum  andern  Endpunkt  jenes  Bogens 
fortschreitet.  Bei  einem  Kurven- 
bogen von   der  Länge  s  und  dem 

Winkel  q)  seiner  Endnormalen  versteht  man  entsprechend  unter  der 
mittleren  Krümmung  den  Winkel 

s 
Bei  einem  Kreise  vom  Halbmesser  r  ist  s  =  rtp,  daher 

9  1 


X 


rtp 


oder  die  mittlere  Krümmung  eines  Kreisbogens  ist  von  dessen  Länge 
unaUiängig  und  gleich  dem  reciprolzen  Werte  seines  Ualhnessers.  Ein 
Kreis  vom  Halbmesser  1  besitzt  die  Krümmung  1. 


Wiener,  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie. 
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Bei  anderen  Kuryen  ist  die  «mittlere  Krümmnng  von  Bogen- 
stücken  an  verschiedenen  Stellen  verschieden.  Unter  der  Krümmung 
X  einer  Kurve  in  einem  Punkte  derselben  versteht  man  den  Grenzwert 
von  9  : 5;  an  welchen  jede  beliehige  Annäherung  stattfindet,  wenn 
der  eine  Endpunkt  von  s  in  dem  fraglichen  Punkte  verharrt  und 
der  andere  in  denselben  hineinrficki 

Man  nennt  eine  Kurve  in  einem  Punkte  P  stetig  in  Bejsug  auf 
die  Krümmung  oder  stetig  von  der  dritten  Ordnung,  wenn  sie  in 
demselben  stetig  von  der  ersten  und  zweiten  Ordnung  ist  (196)  und 
wenn  man  denselben  Grenzwert  von  tp :  s  erhält,  mag  man  den  be- 
weglichen Endpunkt  von  s  sich  dem  festen  Punkte  P  von  der  einen 
oder  von  der  andern  Seite  her  nähern  lassen;  andernfalls  nennt  man 
sie  unstetig. 

Erhaben  oder  honvex  nennt  man  eine  Kurve  in  einem  Punkte  P 
auf  derjenigen  Seite  der  Kurve,  auf  welcher  sich  ihre  Tangente  in 
P  befindet,  hohl  oder  konkav  auf  der  anderen  Seite. 
Fig.  112.  Fiff.  112.  231.    Um  die  Krümmung  einer  stetigefi 

Kurve  k  in  ihrem  Punkte  P  zu  bestimmen, 
nehmen   wir  noch    einen  zweiten  Punkt   Q 
derselben  an,  derart  aber,  daß  auf  dem  Bogen 
PQ  keine  Umkehr  der  Drehungsrichtung  der 
Tangente  stattfindet,   ziehen   die  Normalen 
PK,   QK  in  P  und  Q,  welche  sich  in  K 
schneiden,  setzen  Bog.  PQ  =  5,  <^  PKQ  =  (p, 
so  ist  die  mittlere  Krümmung  von  PQ  => 
X  =  9) :  5.    Femer  ziehen  wir  die  Tangenten 
PS  und  QS  der  Kurve  in  P  und  Q,  welche  sich  in  S  treflFen;  es 
schneide  PS  die  QK  in  T;  ferner  fällen  wir  PN±  QK.    Es  sei 
Q  so  nahe  bei  P  gewählt,  daß  9  ein  kleiner,  jedenfalls  ein  spitzer 
Winkel  ist;  dann  liegt  N  zwischen  K  und  T;  und  weil  keine  Um- 
kehr der  Drehungsrichtung  der  Tangente  stattfindet,  entfernt  sich 
ein  Punkt  des  Bogens  von  P  bis  Q  stets  in  demselben  Sinne  von 
der  Tangente  PT  gegen  die  hohle  Seite  oder  gegen  K  und  PN 
hin;  und  ebenso  entfernt  sich  der  Kurvenpunkt  von  P  bis  Q  stets 
von  PN,  da  erst  in  Q  die  Kurventangente  mit  PN  parallel  wird, 
und  zwar  in  dem  entgegengesetzten,  von  K  abgewendeten  Sinne. 
Demnach  kann  PQ  weder  PT  noch  PN  schneiden,  bleibt  also  ganz 
in  dem  spitzen  Winkel  TPN  beider  Linien,  und  daher  liegt  auch 
Q  zwischen  T  und  N, 

Denkt  man  sich  nun  aus  K  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  durcA 
P  gezogen,  so  hat  derselbe  mit  der  Kurve  k  die  beiden  Normalen 
KP  und  KQ  gemein,  und  läßt  man  Q  auf  k  nach  P  rücken,  wobei 
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sich  K  yerschiebt^  so  wollen  wir  zeigen ,  daß  dann  die  KrQmmung 
der  Kurve  für  PQ  und  die  des  Kreises  denselben  Grenzwert  be- 
sitzen. 

Es  ist  nämlich  Bog.  P^  =  s>  P-RT— n,  und  s<PiS  +  Sö 

<PT=t,  oder 

n<s<t. 

Nun  ist  aber  PT:PN=  KP:  KN,  oder,  wenn  KP=r, 

—     i-(.-"r:)-*-i+i=."+ii.':^- 

Außerdem  ist  ->—>■?->  oder 

f{i+i-?+--)>f>f- 

In  der  Grenze  wird  w  =  0,  daher  werden  von  den  letzteren 
Große  die  zwei  äußeren,  daher  alle  drei  unter  einander  gleich; 
ferner  ist  q)  is  =  Xj  so  daß  auch 

Jener  Kreis,  dessen  Halbmesser  KP  mit  der  Lage  des  Schnitt- 
punktes K  bei  der  Bewegung  von  Q  wechselt,  hat  stets  Bie 
beiden  Endnormalen  und  daher  q>,  n  und  t  mit  unserer  Kurv0  Je 
gemein;  sein  Bogenelement  s  liegt  ebenfalls  zwischen  n  und  t] 
daher  gilt  auch  für  ihn  in  der  Grenze 

t  ~  8   ~  n^ 
and  da  q>:  s  ^^  1  :r,  so  ist  auch 

1 
X  =  — • 

r 

Man  nennt  nun  die  für  s  =  0  erreichte  Grenzlage  des  Punktes  K 
den  KrümmungstniUelpunkty  den  aus  K  durch  P  gezogenen  Kreis  den 
Krümmungskreis,  KP  =  r  den  Krümmungshalbmesser  der  Kurve  h 
in  P;  ihre  Krümmung  in  P  ist  also  dann  x  =  1 :  r. 

232.  Wir  haben  zum  Folgenden  den  BegriS  des  ,,UnendlichkleineH 
der  verschiedenen  Ordnungenf^  notig.  In  Nr.  72  haben  wir  festgesezt, 
daß  wenn  von  einer  veränderlichen  Große  z  eine  andere  y  abhängt 
und  sich  einem  Grenzwerte  y^  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  der 
Annäherung  annähert,  während  z  über  jeden  endlichen  Wert  hinaus 
wächst,  der  dem  Grenzwerte  y^  in  jener  Abhängigkeit  zugehörige  (un- 
eigentliche) Wert  von  z  unendlich  groß  {oo)  genannt  werden  soll. 
Der  Unterschied  y^  —  y,  den  wir  auch  unmittelbar  als  die  von  z 
abhängige  Große  ansehen  können,  hat  dabei  Null  zum  Grenzwerte, 
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und  wir  nennen  diesen  wieder  Grenznull  oder  unendlich  klein,  da 
wieder,  wie  in  Nr.  192,  nach  der  ursprünglichen  Betrachtung  kein 
Erreichen^  gondern  nur  ein  beliebiges  Annähern  an  denselben  mög- 
lich ist,  während  js  beliebig  große,  aber  angebbare  Werte  annimmt. 
Teilt  man  nun  derart  einen  Bogen  PA  =  b  einer  Kurve  in 
z  gleiche  Teile,  deren  erster  PQ  sei,  so  daß  PQ  =  b  :  0,  so  ist  bei 
unbegrenzt  wachsendem  0  der  Grenzwert  von  PQ  gleich  Null,  die 
Grenzlage  der  Sekante  PQ  die  Tangente  des  Bogens  b  in  P^  und  der 
diesen  Grenzen  zugehörige  Wert  von  jgr  ist  ==cx).  Diese  beiden  in  jener 
Gleichung  zusammengehörigen  Werte  liefern  dann  die  Ausdrücke 

Macht  man  die  ß  Teile  nicht  unter  einander  gleich,  gibt  ihnen 
aber  ein  endliches  Verhältnis  unter  einander,  so  steht  jeder  der 
Teile,  z.  B.  der  erste  PQ\  in  einem  endlichen  Verhältnisse  zu  jedem 
anderen,  also  auch  zu  ihrem  mittleren  Werte  PQ  '=b  :  js,  oder  es 
ist,  wenn  a  eine  endliche  Zahl,  PQ' =  a  •  PQ  =  a  (b  :  s),  und  in 
der  Grenze 

Findet  das  endliche  Verhältnis  der  einzelnen  Teile  nur  ,,im  aU- 
gemeineti*'  statt,  —  worunter  stets  verstanden  sein  soll,  daß  die  An- 
zahl der  Ausnahmefalle  nuendlich  klein  im  Verhältnis  zur  Anzahl 
aller  Fälle  ist,  —  und  «.  "^«^^sbesondere  hier  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  Teilen,  deren  ^^zu  den  anderen  unendlich  klein 

oder  unendlich  groß  ist,  t  sie   aber  aufhören  (was  beson- 

ders festgesetzt  sein  muß)  it  wachsendem  z  der  Grenze  Null 

beliebig  zu  nähern,  so  bleib  le  letzten  Gleichungen  ungeändert; 
für  die  Ausnahmeteilchen  w.  de  aber  a  =«  0  oder  =  c»  werden, 
ohne  daß  jedoch  abiz  endlich  werden  dürfte,  da  es  Null  bleiben  muß. 

233.  Unterschiedene  unendlich  kleine  Größen  können  mit  ein- 
ander verglichen  werden,  wenn  sie  in  einer  von  einander  abhängigen 
Weise  entstehen.  Zwei  solclie  ufieudlidh  kleine  Größen  Jteißen  von 
derselben  Ordnung,  wenn  ihr  Verhältnis  endlich  ist;  sie  heißen  von 
der  ersten  Ordnung,  wenn  ihr  Verhältnis  zu  keinen  anderen  der  in 
Betracht  kommenden  unendlich  kleinen  Größen  unendlich  klein  ist; 
dagegen  heißen  sie  von  der  2**^  3**",  . . .  n**°  Ordnung,  wenn  ihr 
Verhältnis  zu  der  2^,  3*^,  ...  n**«^  Potenz  einer  unendlich  kleinen 
Größe  erster  Ordnung  endlich  ist. 

Hat  man  daher  einen  Kurvenbogen  b  von  endlicher  Länge  und 
ohne  Umkehr  der  Drehungsrichtung  der  Tangente  in  e  Teile  geteilt, 
zieht  in  allen  Teilungspunkten  dv  Kurvennormalen,  und  bilden  die 
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Endnormaleu  den  Winkel  /3,  der  ebenfalls  endlich  ist;  so  wird 
dieser  durch  Parallele  zu  den  Zwischennormalen  ebenfalls  in  e  Teile 
geteilt.  Die  ersten  Teile  von  h  und  ß  sind  bezw.  s  =»  a  (&  :  j?)  und 
q>  ^==^  a  (ß:  z),  wo  a  und  a  im  allgemeinen  endliche  Zahlen  sind, 
und  es  ist  daher  der  Grenzwert  von  9:s^oder  l:r  für  z  =  <x> 
oder  für  9  =  0  und  s  «=  0 

1 qp   ap 

r  8        ah' 

Der  letztere  Ausdruck  ist  zunächst  ein  bestimmter  Wert,  weil  a 
and  a  durch  Teilung  von  einander  abhängen,  so  daß  (a  :  d)  einen 
bestimmten  Grenzwert  besitzt;  und  er  ist  im  allgemeinen  ein  end- 
licher Wert,  so  lange  nämlich  nicht  eine  der  Zahlen  a  oder  a  den 
besonderen  Wert  0  oder  cx>  annimmt  (232);  woraus  zugleich  folgt, 
daß  der  Krümmungshalbmesser  r  im  allgemeinen  endlich  ist  und 
nur  in  jenen  besondern  Fällen  0  oder  cx)  wird.  Es  sind  daher  s 
und  ip  unendlich  kleine  Größen,  und  im  allgemeinen  von  derselben 
Ordnung,  und  zwar  von  der  ersten,  weil  sie  im  Vergleich  mit 
keiner  der  betrachteten  unendlich  kleinen  Größen  unendlich  klein  sind. 
Überhaupt,  wenn  man  eine  endliche  Große  6  in  jene  8=^00  Teile 
von  endlichem  Verhältnisse  teilt,  und  dadurch  eine  unendlich  kleine 

Größe  erster  Ordnung  w  ==  a  —  erhält,  wo  a  endlich,  also  —  un- 
endlich klein  erster  Ordnung  ist,  so  erhält  man  durch  Teilung  von 
dieser  Größe  u  in  dieselbe  Anzahl  z  von  Teilen  eine  unendlich  kleine 
Größe  der  zweiten  Ordnung  Wj  nämlich,  wenn  a  endlich, 

w  =  a    -u  =  aa  (-  j  fc. 

234.  Unendlich  kleine  Größen  der  1**°,  2*~  . . .  n^""  Ordnung 
wollen  wir  mit  0^,  0*,  . . .  0*  bezeichnen.  Es  gilt  nun  der  Satz:  In 
einem  mefirgliedrigen  ÄusdrucJce  verschwindet  ein  unendlieh  kleines  Glied 
von  einer  geiüisseti  Ordnung  gegen  ein  solcJies  von  niederer  Ordnung 
oder  gegen  ein  endliches  Glied,  Denn  seien  u  und  v  unendlich  kleine 
Größen  erster  Ordnung,  so  daß  v  =  au^  wo  a  endlich  ist,  und 
seien  a  und  h  endliche  Größen  und  n  eine  ganze  positive  Zahl, 
so  ist 
aM*  +  6^""*"^  =  fl«*"  +  ta""^*  w*"^*  t=s  ti"  (a  -f-  6«"+^  m)  =  au", 

weil  das  zweite  Glied  der  Klammer  mit  u  zugleich  Null  wird.  Eine 
Gleichung  mit  unendlich  kleinen  Größen  muß  also  homogen  in  Bezug 
auf  dieselben  sein,  d.  h.  alle  Glieder  müssen  unendlich  klein  von 
derselben  Ordnung  sein,  so  daß  durch  Division  der  Gleichung  durch 
eine  dieser  Größen  nur  noch  endliche  Größen,  darunter  die  Ver- 
hältnisse der  unendlich  kleinen  Größen  gleicher  Ordnung,  vorkommen. 
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Fig.  113. 


Nur  in  Zwischengleichungen  innerhalb  einer  Entwicklung  sind  Glieder 
von  verschiedener  Ordnung  in  Bezug  auf  das  Unendlichkleine  dann 
gerechtfertigt,  wenn  sich  später  alle  Glieder  bis  auf  diejenigen  von 
der  höchsten  Ordnung  aufheben. 

235.   Wir  woUen^nun  zeigen,  daß  der  Krümmungskreis  auch 

der  durch  drei  benachbarte  Punkte  einer  Kurve  bestimmte  Ejreis  ist 

Fig.  11».  „.     ,,„  Seien  P,  Q,  B  drei  Punkte 

einer  Kurve  k,  derart  daß 
Sehne  PQ  =  Sehne  QR, 
seien  die  Tangenten  in 
j^*-/  diesen  Punkten  PS,  SQT^ 
TB,  seien  die  Normalen  in 
P  und  Ö  bezw.  PK,  QK, 
die  Winkel  PKQ  =  tp, 
SPQ  =  ^,  SÖP=  t\ 
TQB  =  ^",  TÄÖ  =  i>"\ 
so  ist,  wenn  man  PQ  un- 
endlich  klein  (=  0^)  werden 
läßt,  K  der  Krümmungs- 
mittelpunkt (231)  und  im  allgemeinen  tp  =  0^  (233). 

Man  sieht  nun,  daß  jeder  der  vier  Winkel  ^  =  0^  und  der 
Unterschied  je  zweier  =  0*  ist.  Denn  indem  beim  Fortschreiten 
auf  Ic  um  einen  endlichen  Bogen  h  das  zu  demselben  unendlich 
kleinen  Bogen  s  gehörige  q>  im  allgemeinen  0^  ist  und  dabei  für 
die  Endpunkte  von  h  verschiedene  Werte  besitzt,  so  daß  ihr  Unter- 
schied ebenfalls  im  allgemeinen  ein  0^  beträgt,  so  ist  wegen  der 

•• 

Stetigkeit  der  Änderung  die  auf  ein  Fortschreiten  um  das  unend- 
liehe  kleine  PQ  kommende  Änderung  von  q>  ein  0*  (2.33).  Da  ferner 
^  -|-.  ^'  =s  ^^  80  ist  auch 

^  +  ^'  =  0^; 

es  ist  also  die  Summe  ^  -f-  ^'  und  auch  jedes  einzelne  derselben 
=»  0^,  da  sie  gleichartig  gewonnene  Winkel  sind.  Wenn  man  h 
durchschreitet,  ändert  sich  daher  auch  das  zu  demselben  s  gehörige  ^ 
um  ein  0*,  und  wenn  man  nur  PQ  durchschreitet,  um  ein  0*,  da  man 
die  Veränderung  in  s  Teile  teilt;  ebenso,  wenn  man  einmal  von  Q 
nach  B,  das  anderemal  von  Q  nach  P  schreitet    Es  ist  demnach 

Werden  in  dem  gleichschenkligen  Dreiecke  PQB  die  Winkel.  P 
und  B  mit  %  bezeichnet,  so  gilt  daher 

2x  — «'  +  *"  =  2^/  + Ol 

Es  ist  aber  der  Winkel  der  Tangente  S QT  mii  der  Sehne  PB  ?= 
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X  —  ip>\  also  =  0*,  und  mit  diesem  Winkel  ist  derjenige  der  Nor- 
malen QK  der  Kurve  und  der  auf  PB  gefällten  Senkrechten  QL 
gleich,  so  daß  auch  ^  KQL  =  OK   Daher  gilt  für  das  Dreieck  QKL 

KL:QK=  sin  KQL  :  sin  QLK, 
oder  da  smQLK=Bm{q>  +  KQL)=q>+KQL=0^+0^=0\ 
so  ist  KL  iQK^O' :  0'  =  0^ :  1, 

oder  KL  ist  unendlich  klein  gegen  QK  und  gegen  PK,  so  daß  es 
zugleich  mit  PQ  Null  wird,  oder  daß  L  in  K  fällt,  wenn  Q  und 
i2  in  P  rücken. 

Sei  R  ein  mit  R  auf  entgegengesetzter  Seite  von  P  gelegener 
Punkt  der  Kurve,  sei  Q'L'  die  durch  die  Mitte  der  Sehne  PR  ge- 
zogene Normale  derselben,  und  schneide  Q'L'  die  PK  in  L\  so  ist 
XL'  ==  0^,  so  daß  wegen  KL  =  0\  auch  LL'  =  OK  Da  femer  im 
Dreiecke  LL'M  der  -^L  und  -^L'  =  0^,  so  sind  auch  LM,  L'Mund 
KM=  OK  (Hätte  man  PR  =  PB  gemacht,  so  wäre  auch  KL'  =  KL, 
ML'  =  ML  und  KM  =  0*  geworden.)  Auch  wenn  man  R  auf 
gleicher  Seite  von  P  wie  ü,  aber  nicht  in  B  angenommen  hätte, 
wurde  man  KM  =  0^  erhalten  haben.  Es  werden  also  KL  und 
KM  zugleich  mit  PB  zu  Null,  und  der  KrümmungsmiUelpunM  einer 
Kurve  k  in  ihrem  Punkte  P  kann  ebensowohl  als  der  Schnittpunkt  K 
der  Normalen  der  k  in  P  mit  ihrer  Normalen  in  einem  benachbarten 
Punkte  Q  derselben,  wie  als  der  Schnittpunkt  L  der  ersteren  Normalen 
mit  der  senkrechten  Hälbirungslinie  einer  unendlich  kleinen  Sehne  PB 
der  k,  wie  als  der  Schnittpunkt  M  der  senkrechten  Halbirungslinien 
ssweier  unendlich  kleiner  Sehnen  PB  und  PR  der  k  angesehen  werden. 
Und  da  M  der  Mittelpunkt  des  durch  P,  B,  R  gehenden  Kreises, 
so  ist  auch  der  Krümmungskreis  der  durch  drei  benachbarte  Punkte 
der  Kurve  gehende  Kreis, 

236.   Bestimmen  wir  nun  zum  Zwecke  baldiger  Benutzung  die 
Ordnungen  einiger  der  vorkommenden  unendlich  kleinen  Größen.   4nFig.ii4. 
Nr.  231  fanden  wir 

(1)  PN=Bog,PQ=PT,odeTn=s=t=^0\ 


t 
n 

,  woraus 

(2) 

t- 

1  n» 

=  0"; 

und 

in 

Nr.  235: 

/o\ 

if 

=  V»'  ==  Z  = 

2 

OS 

Flg.  113, 


Das  Dreieck  PQS  liefert  vermittelst 

QS :  PS :  PQ  ==  ava  t :  sin  t' :  sin  (^  +  ^')  =  0*  +  0*  :  0» :  20'  +  0*, 
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(4)  QS  =  P8'^\PQ  =  0\    gS— PS  =  0*. 
Flg.  lu.         Die  Fig.  114  zeigt 

(5)  iyrr  =  ^  =  0*, 

(6)  daher  KN=KQ'=KT  =  r, 

weil  der  Unterschied  dieser  endlichen  Größen  =  0*.  Ferner  ist 
wegen  (4),  (1),  (5) 

NT 

(7)  PS  =  S^  =  Sr  und   NQ  =  QT  =  ^  =  0'. 

Für  die  Sehne  PQ  erhält  man  anter  Beachtung  von  (7),  (5),  (6),  (2) 
P<3*  =  PN'  +  NQ*  =  n«  +  4^  NT*  =  n*  +  ^   /^,  , 

(8)  1-Q-n- {  ",-  _;(<-„)_ 0> 

Da  aber  PQ  <  s  <  ^,  PQ  —  n  <s  —  w  <  ^  —  n,  so  ist  wegen  (2) 
und  (8)  aach 

(9)  s  -  w  =  0^ 

Verlängert  mau  in  Gedanken  PN  bis  zu  seinem  zweiten  Schnitt- 
punkte B  mit  k,  so  ist  auch  Bog.  QR  —  NR  =  0^  daher  durch 
Addition 

(10)  Bogen  PR  —  Sehne  PR  =  0\ 

Fig.  115.         237.    Die  Krümmungsmittelpunkte  M  einer  Kurve  k  in   ihren 
sämtlichen  Punkten  bilden  eine  Kurve  e,  welche  die  Evolute  der  k 

heißt.  Seien  PöiJSr...  Punkte 
der  k  von  gleichen  Sehnenabstän- 
den,  und  zieht  man  in  der  Mitte 
jeder  Sehne  eine  Senkrechte  zu 
derselben,  so  schneiden  sich  je 
zwei  benachbarte  Senkrechte  in 
den  Punkten  M,  M^  . .  . ,  welche 
die  Mittelpunkte  der  durch  drei 
benachbarte  Punkte  PQRy  QRS, 
RST . . .  gehenden  Kreise  sind. 
Denkt  man  sich  nun  einen  bieg- 
samen, nicht  dehnbaren,  st^ts  ge- 
spannten Faden  auf  dem  Vielecks- 
zuge MM^M^.,,  aufgelegt,  an 
einem  entfernten  Punkte  Jf«  be- 
festigt,   und   um  Jlf^    verlängert, 
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80  beschreibt  sein  Endpunkt  Q,  wenn  der  Faden  von  MM^M^ . . . 
abgewickelt  wird,  die  Kurve  Ä,  wenn  PQ  ^=0  wird.  Denn  es  wird 
um  M  ein  Bogen  QN  beschrieben ,  bis  M^MN  eine  Gerade,  dann 
um  M^  ein  Bogen  NN^  bis  M^M^N^  eine  Gerade,  u.  s.  w.  Dabei 
geht  aber  der  Kreisbogen  NN^  durch  R.  Denn  da  MQ  =  MB  =  r, 
MM^  s=s  ti  =:  0^  als  Zunahme  von  r  (da  diese  bei  dem  Fortschreiten 
von  Q  um  einen  endlichen  Bogen  endlich  ist,  und  in  z  Teile  ge- 
teilt wurde),  '^NMB  =  fp  =  0^y  so  ist  in  dem  Dreiecke  MM^li, 
8mMEM^:9mM^MB  =  MMi:M^R,  oder ^MRM,:0'  =  0':M^B, 
oder  -^  MBM^  =  0*  und  ^  MM^B  =  g?  —  0^  =  9.  Daraus  er- 
gibt sich 

M^B  =  JtfiM cos  MM^B  +  r  cos  MJKlfi 
=  Jlf,Jtf(l-ig)»)  +  r(l-iO*), 
woraus  M^M  +  r  —  Jf,U  =  \  M^Mq>^  =  0\ 

Der  Kreisbogen  NN^  geht  also  an  B  in  einem  Abstände  von  0^ 
vorbei;  und  indem  sich  diese  Abweichungen  für  einen  endlichen 
Bogen  b  ebenso  oft  mal  wiederholen,  als  derselbe  die  Bogen  NN^, 
N1N2* ..  von  der  mittleren  Länge  s  enthält,  also  js  oder  (b  :  s)  mal, 
wird  die  Abweichung  am  Ende  von  b  gleich  0*  (6 :  s)  =  0* .  i  oder 
unendlich  klein,  oder  der  Endpunkt  des  von  der  Evolute  e  abgewickelten 
Fadens  beschreibt  die  Kurve  k. 

Da  nun  die  Gerade  NMM^y  wenn  QB  und  MM^  Null  werden, 
die  Normale  der  k  und  die  Tangente  der  e  ist,  so  folgt:  Die  Nor- 
malen  einer  Kurve  k  sind  Tangenten  ihrer  Evolute  e.  Und  aus  dem  Vor- 
gang der  Abwicklung  folgt,  wegen  N^M^  —  NM^=  Polygon  MM^  M^ : 
Für  einen  Kurvenbogen  von  nur  zu-  oder  ahiehmender  Krümmung 
ist  der  Unterschied  der  Krümmungshalbmesser  in  seinen  Endpunkten 
gleich  detn  Bogen  der  Evolute  zwischen  den  Krümmungsmittelpunkten 
für  jene  Endpunkte. 

Zugleich  ergibt  sich:  Sind  Q  und  B  zwei  Futücte  einer  Kurve  k 
vonh  Abstände  =  0^,  so  ist  der  Abstand  des  B  von  dem  Krümmungs- 
kreise  der  k  in  Q  ^^  0^.  Denn  dieser  Abstand  ist  durch  den  letzten 
Ausdruck  gegeben. 

238.    Die  Kurve  k  heißt  die  Evolvente  der  c  und  jeder  Punkt 

der  Tangente  der  e  beschreibt  eine  Evolvente.     Eine  Kurve  besitzt 

daher  eine  einzige  Evolute  aber  unendlich  viele  Evolventen,  welche 

^meinschaftliche   Normalen    und    einen    unveränderlichen    Abstand 

1    einander    haben    und    daher    äquidistante    oder   Parallelkurven 

en. 

Den  biegsamen  Faden  kann  man  durch  die  unbiegsame,  ohne 
Gleiten  abrollende  Tangente  ersetzen.  Stößt  nun  der  die  Evolvente 
k   beschreibende  Punkt  auf  die   Grundkurve  e,  was  senkrecht  ge- 
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Mcbielit;  MO  verlaßt  er  sie  dann  wieder  und  erzeugt  im  allgemeinen 
«ino  Spitzr.  der  k. 

280.    Aufy.    Den  Krümmungsmittelpunkt  K  einer  verzekhneten 
Hlvtifim  t'ljeftm  Kurve  in  einem  Punkte  P  derselben  0u  konstruiren, 
Kill.  110.         Aufl.   Man  bestimme  mittelst  der  Tangente  (201)  die  Normale 

PK  in  P  und  dann  Annäherungs- 
lagen des  Erümmungsmittelpunktes, 
indem  man  etwa  yier  Lagen  Ton  Q 
auf  der  Kurve,  6i,  Q^  auf  der  einen, 
Q^i  Qi  auf  der  andern  Seite  von  P 
annimmt,  die  Sehnen  PQu  PQi  •  •  • 
senkrecht  durch  Gerade  halbirt,  welche 
PK  bezw.  in   den  Punkten  K^^  K^, 
K^y  K^  treffen,  und  indem  man  dann 
eine  Fehlerkurve  bildet,  etwa  durch 
die  unter  einander  Parallelen  K^S^^ 
K^S^  .  • .,   auf  denen  man  K^S^  = 
PQ^,  K^S^  =  PQ^  . .  .auf  derselben 
Soito  der  Nonualen  auftragt,  auf  welcher  bezw.  Q|,  Q ^  .  . .  liegen; 
di«  Fohlerkurvo  iSiiS^^^jS^  schneidet  dann  die  PK  im  Krummnngs* 
miitelpunkte  A'.   —    £s   ist  zweckmäßig  die  Abstände   PQ^,  PQz 
Kt^rado  so  klein  zu  wählen»  daß  der  spitzwinklige  Schnitt  in  K^  nnd 
A*,  noch  sicher   genug  winl,   also   um   so  kleiner,  je   großer    die 
KrAnuttung  und  je  schärfer  die  Zeichnung;  ferner  die  Richtung  K^  S^ 
so  zw  wählen*  daß  A.  A^A'^  nahezu  IH)**. 

Mau  kann  iui  allgemeinen  den  Kriimmungskreis  auch  mit  guter 
Aiiuäheniu^  als  dex^jeui^u  berührenden  Kreis  TeFwehnai,  der  die 
Kurve  im  IWrühruugspunkte  zugleich  schneidec 

dlQk    IVii  Nebenwinkel  d«^  WinkeU  zweier  anf  emander   fol- 
^v^   j^^  gencen    gletehen   Elemente 


>V »« 


i 


ei:>*r  Kum^nouil  nutti  ihren 
K-m'-  mxns9nmbL  Ist  Sehne 
i  K  —  Pi^  =  ;,^  »  ist  der, 
i^t  al.^m-eiaii»  spitze«  Ne- 

v:«:*r    K;a: 

i^r  J^rxr  i>w«Dca:t  Sind 
^  -"* »    «r  «j. 
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die  k  in  Q  und  Q'  und  sich  unter  einander  im  Krümmungsmittel- 
punkte  M  schneiden,  so  ist  JfP=  MB  =  MH  =  r,  -^QMQ'  =  qif 
^  ÜJfjR' =  2^,  und  die  Bogen  FR  und  FÜ  der  Kurve  und  des 
durch  FRS  gelegten  Kreises  weichen  von  s  nur  um  0^  ab  (236,  (10)), 
so   daß  Bog.  üil' =3  2 5.     Aus  dem  Kreise  ergibt  sich  aber  2s  = 

2(prj  woraus 

1 
op  =  s  — • 

Daher  ist  der  Kontingemmnkel  q>  einer  Kurve  k  in  ihrem  Punkte  F 
proportional  mit  der  Krümmung  1 :  r  und  mit  der  Größe  s  des  Ele- 
mentes der  Kurve  in  jenem  Punkte.  Bei  Vergleichung  verschiedener 
Kurven  macht  man  alle  Elemente  gleich;  dann  verhalten  sich  die 
Krümmungen  wie  die  Kontingenzwinkel.*) 

241.  Ein  Kreis,  der  mit  einer  Kurve  in  einem  Bereiche  drei 
Punkte,  und  nicht  mehr,  gemein  hat,  wechselt  in  jedem  derselben 
die  Seite  der  Kurve  und  befindet  sich  daher  vor  dem  ersten  undFig.iiu. 
hinter  dem  letzten  dieser  Funkte 
auf  entgegengesetzten  Seiten  der 
Kurve.  Rücken  die  drei  Punkte  in 
einander,  ohne  daß  sich  noch  ein 
weiterer  Punkt  mit  ihnen  vereinigt, 
so  geht  der  Kreis  in  den  dreipunktig 
berührenden  Krümmungskreis  über, 
und  dieser  wechselt  im  Berührungs- 
punkte die  Seite  der  Kurve.  Be- 
rührt er  dagegen  vierpunktig,  so 
wechselt  er  die  Seite  der  Kurve 
nicht;  so  die  Krümmungskreise  in 
den  Scheiteln  der  Ellipse.   Beachtet  man,  daß  in  Fig.  119  M^N^  =Fig.u9. 


Fig.  118. 


*)  Die  Behandlung  der  Eontingenzwinkel  von  verschiedenen  Schriftstellern 
läßt  erkennen,  welche  Schwierigkeiten  entstehen,  wenn  man  das  Unendlich- 
kleine nicht  gleich  Null  setzt.  So  unterscheidet  Gugler  (Desc.  Geom.,  4.  Aufl., 
S.  16)  die  genäherte  und  die  strenge  Tangente,  indem  die  zwei  von  einem 
Punkte  einer  Kurve  ausgehenden  genäherten  Tangenten  den  Kontingenzwinkel 
bilden,  während  im  allgemeinen  nur  eine  einzige  strenge  Tangente  möglich  ist. 
Herr  Schlesinger  (Darst.  Geom.,  1870,  S.  267)  unterscheidet  Berührungsebenen 
und  tangirende  Ebenen  von  Flächen,  indem  in  einem  Punkte  der  Fläche  un- 
endlich viele  Berührungsebenen  bestehen,  welche  unendlich  kleine  Winkel  mit 
einander  bilden,  dagegen  im  allgemeinen  nur  eine  einzige  tangirende  Ebene. 
Man  sieht,  wie  die  Erkenntnis,  daß  die  Tangente  mit  der  Kurve  an  der  Stelle 
der  Berührung  nur  einen  Punkt  gemein  hat,  und  die  Annahme,  daß  sie  mit 
ihr  zwei  unendlich  nahe,  aber  getrennte  Punkte  gemein  habe,  sich  wider- 
sprechen, und  wie  die  Lösung  in  der  Unterscheidung  zweier  verschiedenen 
Arten  der  Berührung  gesucht  wurde, 
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Fig.  118 


M^M^M<MN^y  80  folgt,  daß 
wenn  auf  einer  Kurve  k  von  einem 
Punkte  N  bis  zu  einem  Punkte 
N^  die  Krümmung  bestandig  ab- 
nimmty  N  im  Inneren  des  Krüm- 
mungskreises für  ^2;  ^^^  -^s  ^^ 
Äußeren  desjenigen  für  N  liegt. 
Hieraus  ergibt  sich  ebenfalls^  daß 
in  einem  gewöhnlichen  Punkte 
einer  Kurve  Je  der  Krümmungs- 
kreis die  k  schneidet,  daß  aber  in 
einem  Punkte  P,  in  dem  ein  Mcixi- 
mum  oder  Minimum  der  Krümmung 
stattfindet,  die  k  auf  beiden  Seiten 
von  P  außerhalb  bezw.  innerhalb  des  Krümmungskreises  liegt. 

Haben  zwei  sich  berührende  Linien  nur  zwei  benachbarte  Punkte 
gemein^  wie  im  allgemeinen  eine  Kurve  und  ihre  Tangente,  so 
nennt  man  die  Beriihrwng  eweipunktig  oder  von  der  ersten  Ordnung, 
haben  sie  drei  gemein,  wie  im  allgemeinen  eine  Kurve  und  ihr 
Krümmungskreis,  dreipuhktig  oder  von  der  zweiten  Ordnung ^  wenn 
n  Punkte,  n  punktig  oder  von  der  (n  —  1)^*  Ordnung. 


VI.    Die  singnlären  Funkte  der  Kurven. 

243.  Läßt  man  einen  Punkt  auf  einer  Kurve  hinlaufen  und 
mit  ihm  die  zugehörige  Tangente  ohne  Gleiten  hinrollen,  so  besitzt 
der  wechselnde  Berührungspunkt  eine  fortschreitende  Bewegung  auf 
der  Tangente  gegen  einen  festen  Punkt  derselben,  die  Tangente 
dagegen  eine  drehende  Bewegung  (um  den  wechselnden  Berührungs- 
punkt)  gegen  eine  feste  Gerade  der  Ebene.  Ändert  sich  der  Sinn 
des  Fortschreitens  in  einem  Punkte,  so  heißt  dieser  Punkt  ein 
Rückkehrpunkt,  und  ändert  sich  der  Sinn  der  Drehung  in  einer  Lage 
der  Tangente,  so  heißt  diese  Tangente  eine  Bückkdirtangente,  Dieses 
Verhalten  des  Punktes  oder  der  Tangente  wollen  wir  ihren  Chch 
rakter  nennen  und  mit  +  bezeichnen,  wenn  der  Bewegungssinn 
ungeändert  bleibt,  andernfalls  mit  — .*)  Dann  gibt  es  vier  mög- 
liche Kombinationen  und  Fälle: 


*)  Diese  Anschanung  hat  v.  Statuit  in  seiner  Geometrie  der  Lage  (Nürn- 
berg 1847,  S.  110)  gegeben,  dabei  aber  den  Zeichen  die  entgegengesetzte  Be- 
deutung, wie  oben,  beigelegt. 
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+ 

*"""" 

Punkt  P 


Tangente  t  \  + 

In  diesen  Fällen  ist  der  Punkt  P  der  Kurve  Tc 

1)  ein  gewöhnlicher  Punkt  (Fig.  123), 

2)  ein  Wendepunkt  (Fig.  120), 

3)  ein  Röckkehrpunkt  erster  Art  oder  eine  Spitze  (Fig.  121), 

4)  ein  Rückkehrpunkt  zweiter  Art  oder  ein  Schnabelpunkt  (Fig.  122). 

Die  Punkte  mit  Rückkehrelementen  werden  im  Gegensatz  JtM 
den  gewöhnlichen  unter  die  singulären  Punkte  gerechnet.  Betrachten 
wir  diese  vier  Arten  von  Punkten  unter  Beachtung  ihrer  Krümmungs- 
halbmesser. 

243.  Im  Wendepunkte  wechselt  die  Taugente  mit  der  Änderung  Fig.  120. 
ihres   Drehungssinnes    zugleich   die    Seite    der    Kurve,   so    daß   sie 
dieselbe     zugleich     schneidet.  p.     ^ 

Ebenso  muß  auch  der  Krüm- 
mungsmittelpunkt und  die  Evo- 
lute e  die  Seite  der  Kurve  k 
wechseln,  was  bei  der  voraus- 
gesetzten Stetigkeit  nur  im 
Unendlichen  oder  auf  der  Kurve 
selbst  stattfinden  kann.  Im 
ersten  Falle  (1)  ist  die  Normale 
von  Ä  in  P  die  Asymptote  von 
e,  und  die  beiden  dem  unend- 
lich fernen  Krümmungsmittelpunkte  P'  zustrebenden  Teile  der  e 
liegen  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Asymptote;  im  zweiten  Falle 
(2)  schneidet  die  e  die  2;  in  P  und  besitzt  ebenfalls  in  P  einen 
Wendepunkt,  da  mit  der  Tangente  von  k  auch  ihre  Normale,  d.  i. 
die  Tangente  der  e  den  Drehungssinn  ändert,  während  ein  Punkt 
der  6  diese  Kurve  ohne  Umkehr  durchläuft.  Aus  diesen  beiden 
Möglichkeiten  folgt  für  i,  daß  der  Krümmungshalbmesser  einer  Kwve 
in  einem  Wendepunkte  unendlich  groß  oder  Null  ist 

244.  Im  dritten  und  vierten  Falle  ist  P  ein  Rückkehrpunkty 
welcher  die  Kurve  in  zwei  Zweige  mit  gemeinschaftlicher  Tangente  P^ffi^i 
in  P  teilt.  Im  dritten  Falle  entsteht  der  Rückkehrpunkt  erster  Art 
oder  die  Spitze,  und  es  liegen  beide  Zweige  und  daher  auch  ihre 
hohlen  Seiten  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Tangente;  im  vierten 
Falle  entsteht  der  Rückkehrpunkt  zweiter  Art  oder  der  Scfinabeljninkf, 
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und  es  liegen  beide  Zweige  und  daher  auch  ihre  hohlen  Seiten  auf 
derselben  Seite  der  Tangente. 

Bei  der  Spitze  muß  daher  ebenso  wie  beim  Wendepunkte  der 
Krümmungsmittelpunkt   und    die   Evolute   die   Seite   der  Tangente 


Fig.  121. 


«y 


/ 


I  I 

/ 
/ 


^'»•^^^  -  wechseln^     der    Krümmungshcäbfnesser 

muß  auch  bei  ihr  NuU  oder  unendlich 
groß  sein.    Im  ersteren  Falle  (1)  geht 
die  Evolute  e  durch  die  Spitze  P  der 
Kurve  kj  im  zweiten  Falle  (2)  ist  die 
Normale   der  %   in  P  die  Asymptote 
der  e.     Damit  der  Drehungssinn   der 
Tangente  der  k^  somit  auch  der  Tan- 
gente der  e  nicht  geändert  wird,  hat 
\  i^     die  e  bei  (1)  in  P  einen  gewöhnlichen 
Punkt,   während   bei  (2)   ihre   beiden 
Äste  auf  derselben  Seite  der  Asymptote  liegen. 
Fig.  122.         246.    Ist  P  ein  Schnabelpunkt ^  so   wechselt  äer  KrQmmungs- 
mittelpuukt  die  Seite  der  Tangente  nicht;  der  KrümmungsJuilbfnesser 

Fig.  122. 


Z^ 


kann  daher  jeden  beliebigen  Wert,  Null,  endlich,  oder  unendlich,  an- 
nehmen. Da  die  Evolute  e  in  P'  eine  Rückkehrtangente  besitzen 
muß,  so  ist  P'  ein  *  Wendepunkt  oder  ein  Schnabelpunkt  der  e. 
Wechselt  der  Krümmungshalbmesser  der  A;  in  P  nicht  den  Sinn 
seiner  Änderung,  bleibt  also  zu  oder  abnehmend,  so  ist  P'  ein 
Wendepunkt  der  e  und  PP'  ist  endlich  (1).  Wechselt  er  aber  den 
Sinn,  ist  also  ein  Maximum  oder  Minimum,  so  ist  P'  ein  Schnabel- 
punkt von  e;  bei  dem  Maximum  ist  der  Krümmungshalbmesser  end- 
lich (2)  oder  unendlich  (4),  bei  dem  Minimum  endlich  (3)  oder 
Null  (5), 
Fig  123.  246.  Im  ersten  Falle,  bei  dem  getüöhnlidien  Punkte^  bleibt  die 
Evolute  e  auf  der  hohlen  Seite  der  Kurve  und  besitzt,  weil  sich 
der  Drehungssinn  ihrer  Tangente  nicht  ändert,  in  P'  einen  gewöhn- 
lichen Punkt  oder  eine  Spitze;  der  Krümmungshalbmesser  kann  end- 
lich. Null  oder  unendlicfi  sein.     Bleibt  er  im  Zu-  oder  Abnehmen, 
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SO  ist  er  endlich  und  P'  auf  e  ein  gewöhnlicher  Punkt  (1)5  wird 
er  ein  Maximum  oder  Minimum ^  so  ist  P'  auf  e  eine  Spitze;  im 
ersten  Falle  kann  er  endlich  (2)  oder  unendlich  (3),  im  zweiten 
endlich  (4)  oder  Null  (5)  sein.  Im  Falle  (3)  heißt  der  Punkt  P 
ein  UndulaHonS'  oder  Flachpunkt*)  Er  unterscheidet  sich  von  dem 
Wendepunkte  mit  einem  ebenfalls  unendlich  großen  Halbmesser 
dadurch,  daß  die  Tangente  auf  derselben  Seite  der  Kurve  bleibt, 
und  die  Berührung  daher  vierpunktig  ist  (241). 

247.  In  Nr.  195  wurde  ein  vielfacher  Punkt  einer  Kurve  als 
ein  solcher  bezeichnet,  zu  welchem  man  auf  mehr  als  zwei  Zugängen 
anf  der  Kurve  hin  gelangen  kann.  Ist  in  ihm  die  Kurve  stetig,  so 
ist  die  Anzahl  dieser  Zugänge  gerade  und  zwei  derselben  haben  eine 
gemeinschaftliche  Tangente  in  dem  mehrfachen  Punkte.  Solche 
zwei  Zugänge  bilden  einen  Zweig  der  Kurve  und  ihre  Anzahl  be- 
stinunt  den  Grad  i?*     ^o^ 

Flg.  124. 

der    Yielfachheit  ^  o 

der  Kurve.  (1)  und  — 

(2)  zeigen  Doppel- 
punkte P  mit  zwei 
getrennten  bezw. 
zusammenfallen- 
den Tangenten,    (3)    einen  dreifachen  Punkt  mit  zwei    zusammen- 
fallenden Tangenten. 

248.  Einer  Kurve  gehören  manchmal  vereinzelte  Punkte  an, 
welche  demselben  Gesetze,  wie  die  andern  Punkte  der  Kurve,  ge- 
nügen. Dieselben  heißen  isolirte,  konjugirte,  beigeordnete  Punlcf^, 
Einsiedler.  Z.  B.  der  Ort  eines  Punktes  in  einer  Ebene,  der  von 
einem  Kreise  derselben  Ebene  einen  unveränderlichen  Abstand  hat, 
wird  durch  zwei  zu  jenem  Kreise  koncentrische  Kreise  gebildet;  ist 
jener  Abstand  gleich  dem  Halbmesser  des  gegebenen  Kreises,  so 
wird  ein  Teil  des  geometrischen  Ortes  ein  Punkt.    Die  Schnittlinie 


Fig.  124. 


*)    Gugler  in  seinem  Lehrb.  d6r  deecriptiven  Geometrie,  3.  Aufl.   1874, 
S.  170  achlägt  die  letztere  bezeichnende  Benennung  vor. 
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eines  Kegels  mit  einer  durch  ihre  Spitze  gehenden  Kugel  kann  diese 
Spitze  als  zugehörigen  isolirten  Punkt  enthalten. 


Fig.  125. 


Vn.   Die  Krümmungshalbmesser  und  Evoluten 

der  Kegelschnitte. 

Fig.  125.         249.    Seien  F^  F^  die  Brennpunkte  einer  Ellipse,  P,  Q  zwei 
benachbarte  Punkte  derselben,  PK,  QK  die  Normalen  in  denselben, 

welche  also  die  Winkel  der  Leitstrahlen 
(=  2  a  bezw.  =2/3)  halbiren,  so  ist  ihr 
Schnittpunkt  K  der  Krümmungsmittel- 
punkt, an  welchem  sie  den  Winkel  tp  bil- 
den. Die  Dreiecke  (siehe  Fig.)  CFP, 
CKQ  und  DF^Q,  DKP  liefern  dann 

woraus  9  =  i  (^  +  ^i). 

Ist  das  Element  PQ  =  s,  so  ist  von  den 

aus  F  und  F^  durch  P  gelegten  Kreisen 

das  zwischen  den  Leitstrahlen  aus  F  bezw.  denen  aus  jP,  liegende 

Element  PR  =  PRi  «==  s  cos  a,  woraus 


8  COS  tt 


r=-7 


Daher 
und 


s  cos  a 


8  cos  a 


/; 


s  cos  a 


ffi 


9  a  cos  a 


Fig.  186. 


(1) 

Trägt  man  auf  PF  die  PG  =  PFj  auf,  schneidet  die  Normale 

PK  mit  Pj  f?  in  F  und  mit  FF^  in  JiT, 
nimmt  dann  H  in  der  Mitte  von  GF, 
wodurch  HF  \\  FF^  wird,  so  ergibt  sich 

pn=Lyi  =  a, 

PH:PF=PE:PN, 
oder  wenn  man  die  Strecke  PN=  n  setzt 


^ 


V 


und  als  Normale  bezeichnet, 

rt  :  /"  =*  /i  cos  a  :  n. 

Diese  Gleichung,  in  Verbindung  mit  (1) 
liefert 


n 


r  = 

^       cos'  et 


Oder:   der  Krümmungshalbmesser  in  einem  Punkte  der  Ellipse  (und 
jedes  Kegelschnittes)  ist  gleich  der  Naimale,  dividirt  durch  das  Quadrat 
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127. 


Fig.  127. 


des  Cosinus  des  Winkels  der  Normale  mit  einem  Leitstrahle  des  Kurven- 
Punktes.  Zur  Konstruktion  dieses  Ausdrucks  errichte  man  in  N 
eine  Senkrechte  zur  Normale^  welche  einen  der  Leitstrahlen  in  J 
treffe,  ziehe  durch  J  eine  Senkrechte  zu  PJy  so  schneidet  diese 
die  Normale  im  Erümmungsmittelpunkte  K.  Denn  es  ist  PK  = 
PJ:  cos  a  =  PN:  cos*  a  =  r. 

Bei  der  Hyperbel  ist  die  Herleitung  dieselbe,  nur  daß  y^  und 
/i  negativ,  dadurch  aber  i^{f  —  f^  =  a  wird,  wie  vorhin.  Das  Er- 
gebnis ist  dasselbe. 

Bei   der   Paräbd  ist  F^    im   Unendlichen,  yi  =  0,   9?  =  i  y,^*«- 
y  =  s  cos  a  :  /*,  woraus 

tp  COS  a 

D^  nun  /*=  PF  =  Pü,  so  ist  PL  = 
fzcosa  und  r  =  PK=  2  PL,  oder 
der  Krümmungshalbmesser  in  einem 
Punkte  der  Parabel  ist  doppelt  so  groß, 
cUs  das  Stück  der  Normale  zuoisdien 
dem  Kurvenpunkte  und  der  Leitlinie, 
Beachtet  man,  daß  A  PFN  gleich- 
schenklig, also  n  =  2/'cos  ff,  so  er- 
gibt sich  auch  hier  die  allgemeine 
Formel  r  =  w  :  cos'  a. 

250.  Suchen  wir  nun  die  Krüm- 
mungshdlbmesser  in  den  Scheiteln  der  Kegelschnitte.   Für  den  Scheitel 
A  der  EEauptaxe  wird  a  =  0,  cos  a  =  1,  r,  =  w,  aber  n  selbst  wird 
unbestimmi    Die  Formel  (1)  der  vorigen  Nr.  gibt  aber  für  die  Ellipse  Fig.  lis. 


.*■ 


.  i 


{ < 


(a  —  e)  (o  +  c) 


Fig.  128. 


a 


a 


und  für  die  Hyperbel 

^        ff.  _  («  -  «)  (^+_«) 


a 


««  — a' 


Fig. 129. 


Für  die  Parcibel  isi  r^^2AC=  ^^--^.^aAI/ — -^  Fig.  130. 

2AF=p. 

Die  Ordinate  im  Brennpunkte 
eines  Kegelschnittes  heißt  der  halbe  Parameter  p.     Er  bildet  mit 
dem    andern    Brennpunkte    ein    rechtwinkliges    Dreieck,    so    daß 
(2  a  —  pY  =1)^  +  (2cy,  p  =  6^ :  a  =  r,,  oder  für  alle  drei  Kegel- 

Wiener,  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie.  14 
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schnitte  ist  der  Krümmungshalbmesser  im  Scheitel  der  Hauptcuce  gleich 
dem  halben  Parameter  d.  i.  gleich  der  Ordinate  im  Brennpunkte. 

Fig.  129. 


Für  den  Scheitel  B  der  kleinen  Axe  der  Ellipse  ist  cos  a  = 
hia^  n  «»  6;  daher  der  Krümmungshalbmesser 


Fig.  130. 


»"2  = 


T 


Fig.  128, 
121»,  130 


Diese  Formeln  führen  zu  folgenden  Kon- 
struktionen. Für  die  Ellipse:  Man  vervoll- 
standige  AMB  zu  einem  Rechtecke,  falle 
von  dessen  viertem  Eckpunkte  D  eine  Senk- 
rechte auf  ^Jß,  so  schneidet  diese  die  große 
und  kleine  Axe  in  den  Krümmungsmittel- 
punkten K^  und  K^  der  Scheitel.  Für  die 
Hyperbel:  die  aus  dem  vierten  Eckpunkte 
D  des  Rechtecks  AMBD  auf  MB  (der 
Asymptote)  errichtete  Senkrechte  liefert  auf 
der  Hauptaxe  den  Punkt  K^. 

251.  Bie  Evoluten  der  Kegelschnitte 
erhält  man  durch  eine  Reihe  von  Normalen  und  Krümmungsmittel- 
punkten derselben.  Eine  Symmetrielinie  odar  Axe  einer  Kurve  h 
ist  auch  Symmetrielinie  ihrer  Evolute  e\  und  da  wegen  der  Sym- 
metrie in  einem  auf  der  Axe  liegenden  Scheitel  der  Tc  ein  Maximum 
oder  Minimum  des  Krümmungshalbmessers  stattfindet,  so  muß  e  in 
den  Axen  Rückkehrpunkte,  und  zwar  wegen  der  Symmetrie  Spitzen 
besitzen.  Die  Evoluten  der  Hyperbel  oder  Parabel  verlaufen  ins 
Unendliche. 

Die  Gleichung  der  Evolute  der  Parabel  soll,  weil  sie  später 
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Fig.  131. 


benutzt  wird,    hergeleitet   werden.     Sei   für   die   Parabel   AS  =  a:,Pig.isi. 
SP  =  yy  und  für  die  Evolute,  deren 
Spitze  J^i  als  Ursprung  angenommen 
wird,  K^M=^Xyj  MK=y^^  so  ist, 
weil  PK  ^2  LP  (249),  auch 

SM===2CS=2(CA  +  AS)=p+2x, 

und  da  SM=SN+  NM=^p  +  NM 
{SN  =  p  nach  Nr.  220),  so  ist 

''NM=2x. 

Außerdem  gilt 

AN—p^AN—AK,  =  AN-8N, 

K^N=AS^x, 

daher  x^  =  K^N^  NM=  3  x. 

Aus  ähnlichen  Dreiecken  ergibt  sich  aber 

KM:  NM=  P8:NS  =  SP:  SN, 
oder  —  y^:2x  =  y  :p, 

woraus  mittelst  der  Parabelgleichung  {y^  =  2px)  und  x  =  ^Xi  folgt 

was  die  Gleichung   der  Neilschen  Parabel  ist.     Die  Evolute  der  ge- 
meinen oder  ApoUonischen  Parabel  ist  also  eine  Neilsdie  Parabel, 


VAU.    Über  unebene  Kurven  und  die  Projektionen  von  Kurven. 

252.  Jede  durch  die  Tangente  einer  Kurve  gehende  Ebene 
heißt  berührende  Ebene  der  Kurve.  Rückt  ein  dritter  Punkt  der 
Kurve,  den  eine  solche  Ebene  außer  den  beiden  im  Berührungspunkte 
zusammenfallenden  enthält,  in  diesen  hinein,  so  wird  sie  zur  Osku- 
lations-  oder  Schmiegungsebene  der  Kurve  in  diesem  Punkte,  welche 
also  drei  benachbarte  Punkte  oder  zwei  benachbarte  Elemente  und 
Tangenten  der  Kurve  enthält. 

Die  senkrecht  zur  Tangente  einer  Kurve  durch  deren  Berüh- 
rungspunkt gehende  Ebene  heißt  eine  Normalebenej  jede  in  ihr  durch 
jenen  Punkt  der  Kurve  gehende  Gerade  eine  Normale  der  Kurve, 
die  Normale  in  der  Schmiegungsebene  die  Hauptnormale,  die  auf 
dieser  senkrechte  Normale  die  Binormale,  Die  Ebene  der  Tangente 
und  der  Binormale  wird  die  rektificirende  Ebene  genannt. 

Der  durch  drei  benachbarte  Punkte  einer  Kurve  gelegte  Kreis 
heißt  ihr  KrümmungsTcreis,  sein  Halbmesser  der  Krümmungshalb- 
messer, sein  Mittelpunkt  der  Krümmungsmittelpunkt.   Der  Kreis  liegt 

in  der  Schmiegungsebene,  der  Mittelpunkt  auf  der  Hauptnormale. 

U* 
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253.  Die  Projektion  Tc  einer  Kurve  k  ist  im  allgemeinen  wieder 
eine  Kurve;  nur  wenn  h  eben  ist  und  ihre  Ebene  durch  den  Pro- 
jektionsmittelpunkt 0  geht,  ist  Tc  eine  gerade  Linie.  Eine  Sehne 
TQ  der  Je  projicirt  sich  in  eine  Sehne  P'  Q'  der  Je'.  Nähert  sich  Q 
dem  P,  so  nähert  sich  FQ  der  Tangente  t  =  PT  der  A;  in  P  bis 
auf  jeden  beliebig  kleinen  Winkel.  Dann  bilden  auch  im  allge- 
meinen die  projicirenden  Ebenen  Ot  und  OPQ  einen  beliebig  kleinen 
Winkel  mit  einander  und  ebenso  die  Projektionen  t'  und  P'Qf.  In 
diesem  Falle  ist  t'  die  Grenzlage  der  P'  Q',  welche  zu  P'  ^'  =  PQ  =  0 
gehört,  d.  h.  die  l^angente  der  Je,  Jene  projicirenden  Ebenen  bilden 
aber  einen  endlichen  Winkel,  wenn  t  und  PQ  mit  der  Schnittlinie 
OP  dieser  beiden  Ebenen  unendlich  kleine  Winkel  bilden;  dann  muß 
die  tf  welche  fest  ist,  in  die  Projicirende  OP  hineinfallen,  d.  i.  durch 
0  gehen,  wodurch  seine  Projektion  ein  Punkt  wird.  Daher  gilt: 
Die  Prqjelction  f  der  Tangente  t  einer  Kurve  Je  in  einem  Punkte  P 
derselben  ist  die  Tangente  an  die  Projektion  Je  der  Kurve  in  der  Pro- 
jeJäion  P'  jenes  Punktes^  ausgenommen  wenn  sich  t  als  Punkt  prqjidrt. 

Die  Ebene  Ot  nennt  man  BerüJirungsebene  des  prqjicirendeft 
Kegels  Ok  der  Kurve  entlang  seiner  Erzeugenden  OP]  sie  enthält 
die  Tangenten  aller  Kurven  k'  des  Kegels  in  deren  Schnittpunkten 
P'  mit  OP,  Man  ersetze  nur  in  dem  soeben  geführten  Beweise  die 
Projektionsebene  durch  die  Schmiegungsebene  der  k'  in  P'. 

Die  ZJnüeehrung  des  letzten  Satzes  findet  nickt  statt.  Vielmehr 
idt  eine  Gerade  nur  dann  Tangente  einer  Kurve  in  einem  Punkte, 
wenn  zwei  Projektionen  der  Geraden  Tangenten  an  die  entsprechenden 
Projektionen  der  Kurve  in  den  Projektionen  jenes  Punktes  sind, 
vorausgesetzt  daß  die  projicirenden  Ebenen  der  Geraden  nicht  zu- 
sammenfallen. 

254.  Satz  und  Übungsaufgabe,  Der  Grund-  und  der  Aufriß 
einer  ebenen  Kurve  sind  nach  dem  Umlegen  einer  Projektionsebene 
in  die  andere  perspeJctiv- affine  Kurven  (140). 

Gegeben  ist  die  erste  Projektion  einer  ebenen  Kurvf  und  die 
zweite  Projektion  dreier  Punkte  derselben;  man  soll  die  zweite  Pro- 
jektion und  die  wahre  Gestalt  der  Kurve  finden  (140,  141). 

256.  Aufg.  In  einem  gegebenen  Punkte  P  einer  durch  ihre  beiden 
Projektionen  gegebenen  Kurve  k  iJire  Tangetite  und  Schmiegungsebene 
SU  Jeonstruiren. 
Fig.  132.  Aufl.  Man  verzeichne  die  Tangenten  t'  an  k'  in  P',  f"  an  k" 
in  P",  so  ist  t  die  Tangente  der  k  und  die  Schmiegungsebene  geht 
durch  t,  ihre  Spuren  daher  durch  deren  Spuren  I\  und  T^,  Eine 
Sehne  PQ  der  k  habe  die  erste  Spur  S,  daher  die  Ebene  tQ  die 
erste  Spur  JjÄ    Läßt  man  Q  die  Kurve  beschreiben,  so  beschreibt 
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S  eine  durch  T^  gehende  Kurve 
s;  kommt  Q  in  P,  also  S  in  T^, 
so  geht  die  Ebene  ^Q  in  die 
Schmiegungsebene  über,  und  ihre 
erste  Spur  ist  die  Tangente  der 
s  in  T^j  welche  daher  verzeichnet 
werden  muß.  Es  ist  zweckmäßig 
je  zwei  Punkte  Q  auf  jeder  Seit« 
von  P anzunehmen.  —  Wird  s  eine 
Gerade,  so  ist  k  eine  ebene  Kurve. 

256«  Äufg,  Die  Schnittpunkte 
einer  durch  ihre  beiden  Projektionen 
gegd)enen  Kurve  mit  einer  g€gd)enen 
Ebene  E  zu  bestiminen. 

Durch  beigesetzte  Buchsta- 
ben sei  jedem  Punkte  der  einen 
Projektion  der  Kurve  ein  einziger 


Fig.  132. 


Fig.  133. 


«; 


Punkt  der  andern  zugeordnet  und  dadurch  die   sonst  stattfindende 
Doppeldeutigkeit  vermieden.     AB  CD  ist  die  Kurve. 


« 
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Auß,  1.  Man  nelime  eine  auf  einer  Spur  der  E,  etwa  auf  e^, 
senkrechte  F3  an,  bilde  die  dritte  Spur  und  Projektion  e^  der  E 
und  die  dritte  Projektion  Ä"  W  . . .  der  Kurve,  so  bestimmen  deren 
Schnittpunkte  P"'  und  ^"   mit   Cg   die   gesuchten   Punkte   P',  ^, 

P",  r. 

Aufl.  2.  Man  bestimme  die  zweite  Projektion  A^^^  W^  . . .  der- 
jenigen Punkte  der  E,  deren  erste  Projektionen  A',  B"  .  .  .  sind 
(79,  6)),  zeichne  die  Kurve  A^^B^^ , . .,  so  sind  deren  Schnittpunkte 
mit  Ä'B'.,,  die  Punkte  P",  Qf']  denn  sie  stellen  gleichzeitig 
Punkte  der  Kurve  und  der  Ebene  dar. 

257«  Läßt  man,  unter  Erweiterung  des  in  Nr.  242  Gesagten, 
auf  einer  unebenen  Kurve  Je  einen  Punkt  P  hingleiten,  mit  ihm  die 
zugehörige  Tangente  t  ohne  Gleiten  hinrollen  und  die  Schmiegungs- 
ebene  S  sich  mitbewegen,  so  führt  der  Punkt  eine  Bewegung  auf 
der  Tangente  gegen  einen  festen  Punkt  derselben,  die  Tangente  eine 
Drehung  in  der  Schmiegungsebene  um  den  augenblicklichen  Berüh- 
rungspunkt gegen  eine  feste  Gerade  der  Schmiegungsebene,  und  die 
Schmiegungsebene  eine  Drehung  um  die  augenblickliche  Tangente 
gegen  eine  Ebene  aus,  welche  durch  diese  Tangente  und  einen  festen, 
auf  keiner  der  Tangenten  liegenden  Punkt  des  Raumes  geht.  In 
einem  Punkte  der  Kurve  kann  jedes  der  drei  Elemente  P,  t,  S 
seinen  Bewegungssinn  beibehalten  oder  umkehren,  welches  Verhalten 
wir  seinen  Charakter  genannt  und  im  ersteren  Falle  mit  +,  im 
letzteren  mit  —  bezeichnet  haben.  Im  letzteren  Falle  heißen  die 
Elemente  Bückhehrpankt^  Bückkehrtangente ^  Bückkehrebene  oder  steh 
tionäre  Ebene.    Nach  v.  Statidt  sind  acht  Fälle  zu  unterscheiden: 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

p 

+ 

+ 

+ 

+ 

— 

— 

— 



t 

+ 

+ 

— 
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+ 

— 
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+ 



+ 

^_ 
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258.  Projicirt  man  die  Kurve  aus  einem  in  endlichem  oder  in 
unendlichem  Abstände  befindlichen  Auge  auf  eine  Ebene,  so  sind 
die  Charaktere  des  Punktes  P'  und  der  Tangente  t'  der  Projektion 
übereinstimmend  mit  denen  von  P  und  t  der  Kurve  selbst,  so  lange 
die  Tangente,  bezw.  die  Schmiegungsebene  nicht  das  Auge  durch- 
schreitet. Dann  sind  also  P  ^=  P*,  t  =  t\  Man  erkennt  dies  z.  B. 
für  den  Punkt  daran,  daß  seine  Bewegung  aus  derjenigen  in  der 
Tangente  und  auis  den  durch  die  Drehungen  der  Tangente  und  der 
Schmiegungsebene   hervorgebrachten   zusammengesetzt  ist,    welche. 
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Bewegungen  der  Reihe  nach  unendlich  klein  von  der  ersten,  zweiten 
und  dritten  Ordnung  sind,  daß  also  gegen  den  ersten  Bestandteil 
die  anderen  verschwinden,  und  daß  dies  auch  für  die  Projektionen 
gilt,  so  lange  nicht  die  Tangente  das  Auge  enthält.  —  Bewegt 
sich  aber  die  Tangente  so,  daß  sie  das  Auge  in  sich  aufnimmt  und 
dann  über  dasselbe  hinaus  geht,  wobei  also  ^  <»  -f*  ^^^7  ^^  sieht 
man  die  Tangente  vor  und  nach  dem  Durchgang  durch  das  Auge 
von  entgegengesetzten  Seiten,  es  kehrt  sich  hierdurch  der  scheinbare 
Sinn  der  Bewegung  um  und  es  wird  P'  =  —  P,  Geht  andernfalls 
die  Tangente  nur  bis  ins  Auge  und  dreht  sich  dann  wieder  rück- 
wärts, wobei  f  s»  —  ist,  so  sieht  man  sie  nicht  von  entgegen- 
gesetzten Seiten  und  es  wird  P'  =  P.  Für  beide  Fälle  gilt  daher 
P'  =  —  ^P,  wobei  die  Zeichen  +  und  —  ebenso  mit  einander 
multiplicirt  werden  sollen,  wie  Einheiten,  welche  sie  zum  Vorzeichen 
haben.  —  Ebenso  ergibt  sich,  wenn  die  Schmieguugsebene  das 
Auge  durchschreitet  oder  umkehrt,  nachdem  es  dasselbe  in  sich  auf- 
genommen hat,  t'  =^  —  S^. 

269«  Damach  findet  man  nun  die  Charaktere  ftir  die  Projek- 
tionen der  Kurve  auf  die  Schmiegungsebene  (P',  t'),  auf  die  Normal- 
ebene  (P",  t")  und  auf  ß^  rektificirende  Ebene  (P"',  t'").  In  der 
Figur  sind  die  beiden  letzteren  Ebenen   parallel  verschoben.    ManFig.i8i. 
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findet  P'  =  P,  f'  =  ^;  P"  =  —  <P,  weil  die  Tangente  durch  das 
Auge  geht;  t"  =  S,  weil  die  Tangente  als  Punkt  erscheint  und  der 
Sinn  der  scheinbaren  Drehung  der  Tangente  in  ihre  folgende  Lage 
von  dem  Drehungssinne  der  Schmiegungsebene,  welche  die  Tan- 
gente projicirt,  abhängt;  endlich  P'"  =  P,  i'"  =  —  S^,  letzteres, 
weil  die  Schmiegungsebene  durch  das  Auge  geht.     Es  ist  also 


r 


p"  =  -  ^p, 


t 


ff 


s, 


P"'  =  p, 
r  — SU 


Man  erhalt  daher  in  den  acht  Fällen  die  in  der  nachstehenden  Tabelle 
verzeichneten  Charaktere. 
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Die  Figur  zeigt  die  acht  Fälle^  die  man  auch  dadurch  anschau- 
lich unterscheiden  kann^  daß  man  den  Raum  durch  die  drei  Pro- 
jektionsebenen in  acht  Oktanten  und  ein  Eurvenstück  durch  den 
fraglichen  Punkt  in  zwei  Zweige  geteilt  denkt,  den  einen  Zweig 
stets  in  demselben  Oktanten,  den  andern  der  Reihe  nach  in  jedem 
der  acht  Oktanten  liegen  läßt.*) 
Fig.  184, 1)  260..  Der  erste  Fall  ist  der  gewöhnliche,  in  welchem  kein 
Rückkehrelement  der  Kurve  h  auftritt.  Für  ihn  zeigt  die  Projek- 
tion h'  einen  gewöhnlichen  Punkt,  k"  eine  Spitze,  i'"  und  die  Pro- 
jektion auf  jede  zur  Schmiegungsebene  senkrechte  Ebene,  mit  Aus- 
nahme der  Normalebene,  einen  Wendepunkt.     Daher  gilt: 


*)  Ich  hatte  die  angegebenen  Beziehungen  aufgeetellt,  als  ich  darauf  aaf- 
inerksam  gemacht  wurde,  daß  sie  schon  in  v.  Stamdts  Geometrie  der  Lage  mitgeteilt 
seien.  In  dieser  reichen,  bei  emeatem  Studium  stets  Neues  darbietenden  Fund- 
grube Yon  Sätzen  schließt  die  Nr.  209  die  obigen  Sätze  in  sich,  ohne  daß  An- 
wendungen auf  unsere  drei  Projektionen  gemacht  sind.  —  Drahtmodelle  der 
Kurven  und  Fadenmodelle  der  abwickelbaren  Flächen  derselben  för  die  acht 
Fälle  habe  ich  bei  der  Naturforscherversammlung  in  Baden-Baden,  im  Sept. 
1879,  in  der  mathematischen  Sektion  vorgezeigt  und  eine  Veröffentlichung  in 
Schlömilch's  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phjs.,  1880,  B.  25,  S.  95  gemacht.  Die 
ModeUe  sind  neuerdings  im  Verlage  von  L.  Brill  in  Darmstadt  erschienen. 
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Ist  bei  der  (Parallel'  oder  Central')  Projektion  einer  unebenen 
Kurve  ein  prqjicirender  Strahl  Tangente  der  Kurve  k  in  einem  gewöhn- 
lichen Punkte  P  der  seihen  y  so  besitzt  die  Projektion  der  Kurve  eine 
Spitße  in  der  Projektion  des  Berührungspunktes;  liegt  dagegen  der  pro- 
jicirende  Strahl  nur  in  der  Schmiegungsebene  der  k  in  P,  ohne  die  k 
zu  berühren  f  so  besitzt  die  Projektion  der  k  einen  Wendepunkt  in  der 
Projektion  von  P. 

Ist  die  Schmiegungsebene  S  der  A;  in  P  eine  Rückkehrebene,  ^^^^  ^^^^^ 
und  man  dreht  sie  utn  die  Tangente  in  P  im  richtigen  Sinne,  so 
enthält  sie  von  k  außer  zwei  Punkten  in  P  noch  zwei  weitere 
Punkte  auf  den  von  P  ausgehenden  beiden  Zweigen  der  k^  so  daß 
beim  Zurückdrehen  in  8  vier  Punkte  der  A;  in  P  zusammenfallen. 
Daher:  Eine  Rückkehrebene  einer  Kurve  etitJiält  vier  msammenfoMende 
Punkte  derselben.  In  diesem  Falle  wird  die  Projektion  einer  Kurve 
▼ierpunktig  von  ihrer  Tangente  berührt,  wenn  ein  projicirender 
Strahl,  ohne  die  Kurve  zu  berühren,  in  der  Rückkehrebene  liegt. 

Die  Tabelle  der  vorigen  Nr.  zeigt,  daß  unter  den  drei  fraglichen 
Projektionen  wenigstens  eine,  möglicher  Weise  aber  alle  drei  singu- 
lare Punkte  darbieten. 

26L  Aufg,  Aus  dem  Krümmungshalbmesser  r  einer  ebenen  Kurve 
k  in  einem  Punkte  P  denjenigen  r  einer  kollinearen  Kurve  k'  in  dem 
entsprechenden  Punkte  F  zu  bestimmen. 

Aufl.  Seien  bei  perspektiver  Lage  0  der  Mittelpunkt  und  c  die  Fig.  is6,  a) 
Axe  der  KoUineation  (181),  seien  P,  Q,  R  drei  benachbarte  Punkte  der 
Ä;  P',  Off  R  die  entsprechenden  der  k\  schneiden  OPP  und  OQQf 
die  c  bezw.  in  P^  und  Qq^  und  treffen  sich  QR,  ^S  in  P^;  RP^ 
RP"  in  Qi]  PQj  P (^  in  i^i,  wobei  Pj,  ^j,  R^  auf  e  liegen,  und 
sind  PT,  P'  T  bezw.  die  Tangenten  der  k  und  H  in  P  und  P',  wobei 
auch  T  auf  c  liegt,  so  gilt  (weil  PR  und  P'PC  unendlich  klein) 
i^PT=PQ,=RQ^  =  QR,  und  t'  =  P'T  =  P'Q,  ^R  Q,= 
Q^R,,  Ferner  seien  PR  =  s,  FR  =  s,  ^P,QP=ip,  ^P^  QR^tp'-^ 
es  gehen  nun  durch  P,  Qj  R  und  P',  Qf,  R  die  Krümmuugskreise 
von  den  Halbmessern  r  und  r ,  deren  Umfangswinkel  über  PR  und 
RR  bezw.  9  und  <p'  sind,  und  es  gilt,  wenn  man  die  unendlich 
kleinen  Größen  höherer  Ordnung  wegläßt, 


_/ 


S_  /  8 


2fp  '  2tp 

Nun    wird   das  Dreieck  PP'Qi    von   der  Transversalen    ORR   ge- 
schnitten, daher  ist  nach  dem  Satze  des  Menelaos: 

Femer  gilt 
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-^       S'f     ß     ^'    ^ 


^ 


eo 


und  aus  diesen  drei  Gleichungen  folgt 


r 
r 


ZOP'      0P\  (fy  *) 
\P'P.  '  PPJ  \t)  ' 


OP'      OP 
Dabei  ist    „.p  :  pp-  die  für  alle  Paare  entsprechender  Punkte  un- 
veränderliche Charakteristik,  die  in  Nr.  311  näher  betrachtet  wird, 

Zur  Konstruktion  drückt  man  die  Charakteristik  durch  das 
Verhältnis  zweier  Strecken  aus,  indem  man  auf  einem  beliebigen 
Strahle  OS'  den  Punkt  S'  im  unendlichen  annimmt  und  daraus  den 


*")  Diese  Formel  wurde  von  Herrn  Geismheimer  aufgestellt  (Zeitschr.  f. 
Math.  u.  Phys.,  1880,  B.  26,  S.  214).  Da  er  aber  PQ  >»  QB  und  zugleich 
P'Q'  r»  Q^li'  setzt,  was  im  allgemeinen  nicht  der  Fall  ist,  mußte  sein  Be- 
weis etwas  abgeändert  werden. 
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entsprechenden  Punkt  S  in   der   gewöhnlichen  Weise  (siehe  Fig.) 
ermittelt-,  dann  wird 


r 
r 


(OS' 
\S'S. 


OS 

S8^ 


)(4r-i§(T)'- 


Man  bestimme  nun  in  Fig.  b)  den  Winkel  SSqO  =^  a  derart,  Fig.  155,  b) 
daß  sin  a  =  SO  :  SSq^  wenn  SO  <  SSq,  wie  in  der  Figur,  (dagegen 
sin  a  =  SSq  :  SO,  wenn  SO  >  SSq),  und  andererseits  den  Winkrf 
SSqT'  =  ß  so,  daß  sin  ß^t'it  =  TT  :  TSq,  wenn  t'  <  t,  wie  in 
der  Figur,  (dagegen  sin  /)  s=  ^ :  t\  wenn  t'  >  t).  Sodann  bestimme 
man  auf  SqS  den  Punkt  P  so,  daß  sein  Abstand  von  SqO  gleich 
Pü  =  r  (=  PK  der  Fig.  a))  ist;  dann  greife  man  mit  dem  Hand- 
zirkel den  Abstand  PK  des  P  von  SqT'  ab,  trage  ihn  auf  SqS  als 
P^Sq  =  PK  auf,  messe  den  Abstand  PiK^  des  Pj  von  SqT\  trage 
ihn  auf  SqS  als  P'S^  =  Pi-^i  auf,  so  ist  der  Abstand  des  P  von  SoT* 

oder  PK'  =  r.  Denn  es  ist  offenbar  PK'  =  PSq  ^  =  P,K,~  = 
F.8.  {^'-PK(^--PS,  (!)•- PV |§  (i)'-. -1^  (4)'- .. 

—  Man  hätte  auch  ß  durch  y  =  90®  —  ß  ersetzen  können,  so  daß 
cos  y  =  f  :  t  (oder  =^  t :  t')  gewesen  wäre,  und  hätte  dann,  statt 
mit  dem  Zirkel,  mit  dem  Dreieck  und  Lineal  vermittelst  PLP'L 
die  L'Sq  «a  r   erhalten. 

262«   Sind  die  Kurven  Je  und  J^  a/}'!n,  so  liegt  0  im  Unend- 
lichen und  es  wird*) 


IL  —  Ifo_  (lY 
r  ~  P'P^  \t)  ' 


und  bei  PP  _L  c  kann  man 


PPn 


=  sm  a, 


PP. 


Fig.  136. 


Fig.  1S6. 


==  sm  a 


t  '        t' 

setzen,  und  da  t  cos  a  =  t'  cos  a 
PqPi,  so  wird  auch 

sin  a  cos'  a 


r 
r 


Bin  a    CO8''  a 


Sind    nun    K,  K'    die   Erümmungs- 

mittelpunkte  von  h  in  P,  bezw.  von 

k'mP,üho^P,PK=^P,PK'  = 

90^   PK^r,    PK'^r\   so   kon- 

struirt  man  r',   indem   man  KÄ  \\  c 

zieht  und  mit  PP  in  Ä  schneidet,  AB  ±.  PP^  fällt,   durch  den 

Fußpunkt  B   die   BC±c   föhrt    und   mit   FP^    in   C  schneidet, 


*)  Diesen  Ausdruck  in  etwas  anderer  Form  und  fär  senkrechte  Projektion 
leitet  BeUatntis  ab  in  seiner  geometria  descrittiva,  1851,  S.  241. 
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CE  II  c   zieht    und   mit   PP'   in   D,   mit   P'K'   in   £,   ferner   die 
P'Ä'  mit  liC  in  F  schneidet;  dann  ist  P'JSC'  =  FE^r.    Denn 

es  ist 

CD  =  -B4  sin  «  =  PJ.  cos  a  sin  a  =  PiT cos*  a  sin  a, 
OD  =  CP'  cos  a  =  CJS;  cos*  a  =  F£  sin  a  cos«  a, 
oder  r  sin  a  cos*  a  =  r'  sin  a'  cos*  a . 

Sind  ^  und  t'  \c,  also  ^  »=  ^'^  so  wird  nach  der  ersten  Formel 

r  PPo  1 


r         P'  pQ         008  «  ' 


wenn  bei  senkrechter  Projektion  b  der  Winkel  der  Ebenen  beider 
Figuren  ist. 


i 


VI.  Abschnitt. 
Projektive  öeometrie. 

I.   Projektive  Beziehung  zwischen  gerader  Pnnktreihe, 
Strahlenbüschel  nnd  EbenenbüsoheL 

263.  Wir  gehen  nun  zu  den  für  die  «darstellende  Geometrie 
sehr  wichtigen  projektiven*)  Eigenschaften  der  Figuren  über,  d.  i. 
zu  denjenigen,  welche  sich  durch  Projiciren  aus  einem  Punkte 
nicht  ändern^  wie  z.  B.  die,  daß  drei  Punkte  auf  einer  Geraden 
liegen  oder  daß  drei  Gerade  durch  einen  Punkt  gehen.  Es  treten 
dabei  folgende  neue  Begriffe  auf. 

Die  Elemente  des  Baumes  sind  der  Punkt,  die  Gerade  oder  der 
StrcM  und  die  Ebene,  Aus  diesen  werden  die  Grundg^ilde  der 
verschiedenen  Stufen  zusammengesetzt.  Die  einförmitßfm  Grundgehilde 
oder  diejenigen  der  ersten  Stufe  sind  folgende: 

1)  Die  gerade  PunktreHie  oder  kurz  die  Punktreihe.  Sie  ist  der 
Inbegriff  aller  Punkte^einer  Geraden;  die  Punkte  sind  die  Elemente, 
die  Gerade  ist  der  Träger  der  Punktreihe. 

2)  Das  ebene  Strahlenbüschel  oder  kurz  das  Strahlenbüschel,  Es 
ist  der  Inbegriff  aller  Geraden,  welche  in  einer  Ebene  durch  ein 
nnd  denselben  Punkt,  den  Mittelpunkt  des  Strahlenbüschels  gehen. 
Die  Geraden  sind  die  Eleiäente,  der  Punkt  und  die  Ebene  sind  die 
Träger.  Liegt  der  Punkt  im  Unendlichen,  so  ergibt  sich  das  Pa- 
rallelstrahlenbüschel. 

3)  Das  EbenenbüscheL  Es  ist  der  Inbegriff  aller  Ebenen  (Ele- 
mente), welche  durch  eine  Gerade  (Axe,  Träger)  gehen.  Liegt 
die  Axe  im  Unendlichen,  so  ergibt  sich  das  Parallelebenenbüschel. 


*)  Die  vorherrschend  gebraachten  Bezeichnungen  sind  „projektivisch**  nnd 
„perspekÜTisch".  Andererseits  sagt  Plücker  in  seinem  System  der  analytischen 
Geometrie  (Berlin  1836,  S.  67)  „projectiv",  nnd  Schreiher  in  seinem  geometri- 
schen Port-Folio  (Carlsrnhe  1839,  S.  16,  50  u.  a.)  „projectiv",  jedoch  „per- 
spectivisch".  B.  Sturm  (math.  Annalen,  1876,  B.  10,  S.  118)  schlägt  „pro- 
jectiv"  nnd  „perspectiv"  nach  Analogie  von  projettivo  und  projectif  vor,  um 
zu  vermeiden,  an  die  Endung  „iv'*  noch  die  Endung  „isch"  anzuhängen;  und 
diesen  Vorschlag  nehme  ich  an. 
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Als  Grundgebilde  der  zweiten  Stufe  werden  wir  später  das 
ebene  System  und  das  Strahlenbündel,  als  solches  der  dritten  Stufe 
das  räumliche  System  kennen  lernen. 

264«  Die  Begel  des  Vorzeichens.  Ein  Punkt  kann  sich  auf  einer 
Geraden  im  einen  oder  im  entgegengesetzten  Sinne  bewegen,  von 
denen  der  eine  positiv ,  der  andere  negativ  heißt.  Befinden  sich  auf 
der  Geraden  zwei  Punkte  A  und  By  so  soll  durch  AB  nicht  nur 
die  absolute  Länge  der  zwischen  A  und  B  begriffenen  endlichen 
Strecke,  sondern  auch  der  Sinn  der  Bewegung  auf  dieser  Strecke 
vom  erstgeschriebenen  zum  zweitgeschriebenen  Punkte  ausgedrückt 
werden.  Demnach  ist  BA  von  absolut  gleicher  Länge  aber  von 
entgegengesetztem  Vorzeichen  wie  AB,  so  daß 

.      AB  =  —  BAy 

oder  AB  +  BA  =  0.*) 

pig.i37.Befinden  sich  auf  einer  Geraden  drei  Punkte  A,  jB,  C,  so  gilt  bei 

jeder  Lacre  derselben 
Fig.  137.  •*  ^ 

*  AB  +  BC^AC, 

^J  -H 1 1 

A  jff  C  l)  Liegt  B  zwischen  A  und  C, 

^      I .         so  drückt  die  Gleichung  den  Begriff 

ji  C  J^      der  Addition  von  Strecken  aus. 

^       ^  j_  2)  Liegt  B  außerhalb  AB  über 

B  A  C       C  hinaus,   so  folgt  die  Behauptung 

aus  der  Addition  von 

AB^AC+CB    und    BC^-^CB. 

3)  Liegt  B  über  A  hinaus,  so  folgt  sie  aus 

BC'^BA  +  AC    und    AB  ^ -- BA. 

Man  kann  obige  Gleichung  auch  schreiben 

ab  +  bc+ca'=o. 

Es  ergibt  sich  leicht  für  beliebig  viele  Punkte 

AB  +  BC-] [-LM  +  MN  ^AN, 

oder  AB  +  BC-\ h  LM+  MN  +  NA  =  0. 

266.  Wenn  sich  eine  nach  beiden  Seiten  unbegrenzte  Gerade 
in  einer  Ebene  um  einon  ihrer  Punkte  dreht,  so  beschreibt  sie  einen 
voUkofnmenen  Winkel  y  der  aus  zwei  Scheitelwinkeln  im  gewöhnlichen 
Sinne  besteht  Sei  a  die  Anfangs-,  l  die  Endlage  der  Geraden,  so 
soll  der  beschriebene  Winkel  ah  heißen.  Da  aber  der  Drehungs- 
sinn durch  die  Angabe  „ab''  nicht  bestimmt  ist,  so  kann  jeder  der 


*)  Diese  Gleichnng  und  die  Untencbeidung  von  AB  und  BA  rühren  von 
Kästner  (1790)  her. 
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beiden  von  a  und  b  gebildeten  Winkel ,  welche  sich  zu  einem  flachen 
Q=2R)  ergänzen,  verstanden  werden.  Die  entsprechende  Zweideu- 
tigkeit fand  bei  der  Geraden  nicht  statt,  weil  wir  die  endliche 
Strecke  AB  vor  dem  Beste,  einer  unendlichen  Strecke^  auszeichnen 
konnten;  wir  vermeiden  nun  die  Zweideutigkeit  bei  dem  Winkel 
durch  seine  Verbindung  mit  einer  willkürlichen,  aber  unveränder- 
lich angenommenen,  nicht  durch  den  Scheitel  gehenden  Geraden, 
welche  die  Strahlen  ab,  und  weitere  cd . . ,  in  den  Punkten  J.,  B^ 
Cy  D .. .  triflFt,  von  denen  keiner  ins  Unendliche  fällt,  wenn  man 
die  schneidende  Gerade,  was  vorausgesetzt  werden  soll,  mit  keinem 
der  Strahlen  parallel  legt.  Der  Winkel  ab  oder  cd . . .  soll  dann 
immer  derjenige  sein,  welcher  die  endliche  Strecke  AB,  bezw.  CD.,, 
in  sich  schließt,  und  es  soll  ihm  dasselbe  Vorzeichen  wie  AB,  CD . . . 
beigelegt  werdeiL  Daraus  kann  man  ganz  entsprechend  wie  bei 
den  Strecken  ableiten 

a6  =  —  6a,    ab  -{-ba  ^^^  0, 

a6  +  6c  +  •  •  •  +  im  +  mn  =  an, 

a6  +  6c  +  •  •  •  +  Ztw  +  mn  -f-  na  =  0. 

Da  keiner  dieser  Winkel  den  unendlich  fernen  Punkt  der  schnei- 
denden Geraden  enthält,  so  ist  dies  auch  nicht  bei  einer  Summe 
von  Winkeln  der  Fall,  welche  mit  je  einem  gemeinschaftlichen 
Schenkel  aneinander  gereiht  werden,  und  es  kann  daher  auch  eine 
Summe  solcher  Winkel  nicht  über  einen  flachen  Winkel  oder  zwei 
Rechte  hinaus  gehen.  Der  Sinus  eines  Winkels  hat  daher  stets  das 
Vorzeichen  des  Winkels. 

Ganz  entsprechende  Sätze  gelten  von  den  Winkeln  zwischen 
den  Ebenen  eines  Ebenenbüschels. 

266.  In  der  projektiven  Geometrie  wird  ein  Punkt  C  auf  einer 
Geraden  nicht  durch  seinen  Abstand  von  einem  festen  Punkte  der- 
selben bestimmt,  sondern  durch  das  Verhältnis,  nach  welchem  er 
eine  Grrundstrecke  AB  der  Geraden  teilt.  Als  beide  Abschnitte  be- 
zeichnet man  AC  und   CB,   deren   Summe   AC -\- CB  =^  AB  ist, 

und  ihr  Verhältnis 

AC 


CB 


=  A 


heißt  das  Teilungsverhältnis  oder  der  Moduhis  des  Punktes  C,  Man 
erkennt,  daß  das  Teilungsverhältnis  positiv  ist,  wenn  die  beiden 
Teile  gleichen  Sinn  besitzen,  C  also  innerhalb  AB  liegt,  negativ, 
wenn  außerhalb.  Rückt  C  von  A  durch  die  Mitte  von  AB  nach 
B,  so  nimmt  k  alle  Werte  an  von  Ö  durch  -|-  1  bis  -|-  ^^y  ^^^ 
rückt   dann  C  von  B  weiter  durch  das  Unendliche   und   auf  der 
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andern  Seite  wieder  nach  A^  so  durchläuft  k  alle  Werte  von  —  oo 
durch  —  1  bis  0. 

Durch  die  gegebene  Grundstrecke  AB  und  das  TeüungsverhäUnis 
k  ist  der  Punkt  C  eindeutig  bestimmt     Denn  aus 

2^AC_        AG AG 

CB  ~  CA  +  AB  ~  AB  —  AG 

folgt  AC  =  ~-^AB', 

daher  ist  AC  nach  Sinn  und  Größe  eindeutig  bestimmt. 

267,   Aufg.   Auf  der  Strecke  AB  einen  PunM  C  durch  Kon- 
struktion  zu  bestimmen ,  dessen   Teilungsverhältnis  AC:  CB  =^  X  ge- 
gdten  ist 
Fig.  138.         Aufl.   Man  ziehe  durch  A  und  B  zwei  parallele  Gerade,  trage 

auf  ihnen  nach  einem  be- 

^*  ^^^'  liebigen  Maßstabe  B2)  = 

>v  —  1  und  AC  *=  l  auf,  so 

^     '^v  schneidet  DC   den  Punkt 

"" \  "  ^  --  -^z?»^-,  Punkte  C  für  A  =  0,  \,  1, 

,      ^-^\\//l\       "">.  2,cx),~2, -1,-iyer. 

-i<^^ :^?  fn'   r- ^^-^     zeichnet 


//  /       \  268.     Befinden    sich 

\^    I  auf    einer    Geraden    vier 

Punkte  A,  B,  C,  2),  so 


\  l  nennt  man  das  Verhältnis 

^  i  der     Teilungsverhältnisse 

der  Punkte  C  und  D  auf 
AB,  d.  i. 

das  Dqppelverhältnis  der  vier  Punkte,  worin  AB  die  Grundstrecke, 
C  der  erste  und  Z)  der  zweite  Teilungspunkt  ist,  und  bezeichnet  es 
abgekürzt  durch  (AB CD). 

Man  kann  24  Doppelverhältnisse  der  vier  Punkte  aufstellen, 
weil  man  24  Permutationen  mit  ihnen  bilden  kann;  dieselben  haben 
aber  nur  sechs  verschiedene  Werte. 

269,  Wird  ein  Winkel  ab  durch  einen  aus  seinem  Scheitel 
gezogenen  Strahl  c  geteilt,  so  versteht  man  unter  dem  Teilungs- 
verhältnis des  Strahles  c  den  Wert 

sin  ac 
eiu  cb 

Auf  den  absoluten  Wert  des  Sinus  hat  es  keinen  Einfluß,  welcher  von 
den  durch  ac  oder  cb  bezeichneten,  sich  zu  180®  ergänzenden  Winkeln 
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genommen  wird.  Das  Vorzeichen  des  Verhältnisses  hängt  von  der 
Lage  der  schneidenden  Geraden  ab  und  stimmt  mit  demjenigen  von 
AC :  GB  überein  (265) ;  es  ist  daher  positiv,  wenn  G  innerhalb  AB 
liegt,  sonst  negativ.  Das  Vorzeichen  wechselt  also  mit  der  Lagen- 
änderung der  schneidenden  Geraden. 

Andererseits  versteht  man  unter  dem  Doppelverhältnis  von  vier  in 
einer  Ebene  durch  denselben  Punkt  gehenden  Strahlen  afijC^d  den  Wert 

sin  ac     sin  ad         /,     Yv 
Bin  CO      sm  ao        ^  ^ 

Dasselbe  ist  nicht  nur  der  Große,  sondern  auch  dem  Vorzeichen 
nach  unabhängig  von  der  Lage  der  schneidenden  Geraden.  Denn 
liegen  c  und  d  in  ein  und  demselben  der  beiden  von  a  und  h  ge- 
bildeten Winkel,  so  sind  auf  der  schneidenden  Geraden  die  Punkte 
C  und  D  entweder  beide  innerhalb  oder  beide  außerhalb  AB\  in 
beiden  Fällen  aber  haben  das  Teilungsverhältnis  von  c  und  das  von 
d  gleiche  Vorzeichen,  und  das  Doppel  Verhältnis  ist  positiv^  negativ 
findet  man  es  dagegen,  wenn  c  und  d  in  den  verschiedenen  Win- 
keln ah  liegen. 

270.   Schneidet  man  ein  Strahlenbüschel  S{abc  . . .)  durch  eineFig.i8». 
in  seiner  Ebene  liegende  nicht  durch  „. 

_j         .  -»^ijf»  139. 

S  gehende  Gerade  g^   so   entsteht 

eine  Punktreihe  ^JßC . .  Man  nennt 

dann  das  Strahlenbüschel  S  und  die 

Punktr^ihe    g   perspektiv,   g    einen 

Schnitt  des  /S;  man  sagt,  daß  8  die 

g  projicire  oder  ihr  Schein  sei.     A 

und  der  durch  ihn  gehende  Strahl 

a,  ebenso  B  und  h  u.  s.  w.  heißen  enir 

sprechende  oder  homologe  Elemente. 

Die  Punktreihe  und   das  Strahlen- 

bOschel  heißen  auch  projektiv  imd 

zwar  auch  noch  dann,  wenn  man  sie  getrennt  hat,  während  man 

die   erste   Lage   die  Perspektive  nennt.    «Es   leuchtet   ein,  daß   die 

Reihenfolge  entsprechender  Elemente  in  beiden  projektiven  Crebilden 

dieselbe  sein  muß. 

27 L  In  einer  Punktreihe  und  einem  damit  projektiven  Strahlen' 
huschd  ist  das  Doppelverhältnis  von  vier  Punkten  A,  B,  G,  D  gleich 
dem  gleichgeordneten  Doppelverhältnisse  der  vier  entsprechenden  Strahlen 
a,  &,  c,  df  d,  i. 

AC     AD         Bin  ac     sin  ad 


OB  '  DB         sin  ch  '  sin  db  ' 

oder  {ABGD)  =  {ahcd). 

Wiener,  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie.  15 
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Fig.  189.  Sei  nämlich  h  die  von  S  auf  ABCD  gefällte  Senkrechte,  so 
ist  ÄC-h  der  doppelte  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ÄCS,  behaftet 
mit  dem  Vorzeichen  von  AC,  indem  h  absolut  genommen  werden 
soll.  Bezeichnet  mau  die  absolut  genommenen  Strecken  SAjSB ... 
bezw.  mit  a,  2), . . .,  so  ist  ac  sin  ac;  ebenfalls  der  doppelte  Flächen- 
inhalt des  Dreiecks  ACS,  behaftet  mit  dem  Vorzeichen  von  sin  ac, 
also  demselben  wie  von  AC  (265).     Daher  gilt 

AC '  h  =  ac  sin  ac, 

und  entsprechend  CB  •  Ä  =  c6  sin  c6  u.  s.  w.     Daher  auch 

AC  'h  ^  AD  '  h        ac  sin  ac  ^  ad  sin  ad 
CB~h  '  DB    h  ™  cb~lin~cb  '  db  sin  db ^ 

woraus  der  Satz  folgt. 

272.  Wird  ein  Strahlenbüschel  abc . . .  durch  zwei  Gerade  in 
den  Punktreihen  ABC...  und  A' B' C . . .  geschnitten ,  so  nennt 
man  die  beiden  Punktreihen  perspektiv^  und  diejenigen  Punkte,  wie 
Af  ^V  ^^^sp^6<^^6Q<^)  welche  auf  demselben  Strahle,  a,  liegen.  Die 
aus  dieser  ihrer  Perspektiven  Lage  gebrachten  Punktreihen  heißen 
immer  noch  projektiv.    Es  gilt  für  dieselben 

(ABCD)  =  {ÄSCBf) 

denn  jedes  dieser  Doppelverhältnisse  ist  =  {ab cd). 

Auf  alle  Grundgebilde  ausgedehnt,  entsteht  der  Begriff:  Ztcei 
Crrundgebilde  sind  mit  einander  perspektiv,  wenn  eines  durch  das 
andere  projicirt  wird  oder  sein  Schnitt  ist  (wie  Punktreihe  und 
Strahlenbüschel,  Punktreihe  und  Ebenenbüschel,  Strahlenbüscbel 
und  Ebenenbüschel),  oder  wenn  beide  durch  dasselbe  dritte  projicirt 
werden  (zwei  Punktreihen  durch  dasselbe  Strahlen-  oder  Ebenen- 
büschel,  zwei  Strahlenbüschel  durch  dasselbe  Ebenenbüschel),  oder 
wenn  beide  dasselbe  dritte  projiciren  (zwei  Strahlenbüschel  dieselbe 
Punktreihe,  zwei  Ebenenbüschel  dieselbe  Punktreihe  oder  dasselbe 
Strahlenbüschel),  Die  Begriffe  f^entsprecftend"  und  y^perspektiif^  gelten 
auch  hier,  wie  vorher. 

Ganz  wie  bei  den  beiden  Punktreihen  wird  in  jedem  Falle  be* 
wiesen/  daß  bei  prpjektiven  Grundgebilden  ABC .  . . ,  abc  . . . , 
ABC  ...  die  gleichgeordneten  Doppelverhältnisse  von  vier  Paaren 
entsprechender  Elemente  einander  gleich  sind,  d.  i. 

{ABCD)  =  {abcd)  =  (ABCD). 

Ein  Strahlenbüschel  z.  B.,  welches  ein  Schnitt  eines  Ebenen- 
büschels  ist,  ist  perspektiv  mit  demjenigen  Strahlenbüschel,  wel- 
ches die  Winkel  der  Ebenen  enthält,  dessen  Ebene  also  senkrecht 
auf  der  Axe  des  Ebenenbüschels  steht.  Beide  Strahlenbüschel  pro- 
jiciren  dieselbe   auf  der   Schnittgeraden    ihrer  Ebenen   durch    das 
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£beneiibü8chel  gebildete  Punktreihe,  woraus  die  Formel  für  Strahlen- 
und  Ebenenbüschel  folgt 

273.  Es  ergibt  sich  nun  leicht:  1)  Wenn  in  einem  einförmigen 
Grundgebilde  drei  Elemente  gegeben  sind,  und  das  DoppelverhältniS; 
welches  bei  einer  gegebenen  Reihenfolge  ein  viertes  mit  jenen  bildet, 
so. ist  das  vierte  eindeutig  bestimmt. 

Seien  zunächst  in  einer  Punktreihe  drei  Elemente  A,  Bj  C  und 
für  D  das  Doppelverhältnis 

gegeben,  so  ist  das  Teilungsverhältnis  AD :  DB  «=»  k  bekannt  und 
dadurch  JD  eindeutig  bestimmt  (266).  Bei  einem  Strahlen-  oder 
£benenbüschel  lege  man  eine  schneidende  Gerade,  suche  zu  ihren 
Schnittpunkten  mit  den  drei  gegebenen  Elementen  aus  6  den  vierten 
Punkt;  durch  diesen  geht  dann  das  gesuchte  vierte  Element. 

2)  Wenn  von  zwei  projektiven  Grundgebilden  drei  Elemente 
A,  B,  C  des  einen  bezw.  in  den  entsprechenden  a,  b,  c  des  anderen 
liegen,  so  liegt  auch  jedes  vierte  Element  D  des  ersten  in  dem 
entsprechenden  d  des  zweiten  Gebildes.  Denn  wegen  der  Projekti- 
vität  ist  (ABCD)  =  (ahcd).  Bezeichnet  man  nun  das  in  d  liegende 
Element  des  ersten  Gebildes  mit  D\  so  ist  wegen  der  Perspektiven 
Lage  {ABCBf)  =  {ahcd),  daher  auch  (ABCD)  =  (ABCD').  Dann 
liegt  aber  nach  1)  D  in  iX  und  in  d. 

Sind  beide  Gebilde  gleichartig,  z.  B.  Punktreihen,  so  decken 
sie  sich,  sind  sie  ungleichartig,  so  liegen  sie  perspektiv. 

274.  1)  Zwei  projektive  Punkt-  „  ^*«-  i*o- 

.1  Fig.  140. 

reiben 

ff  (ABCD . . .)  und  g  {AB' CD' . . .) 

liegen  perspektiv,  wenn  zwei  ent- 
sprechende Punkte,  wie  A  und  A\ 
sich  decken.  Schneiden  sich  die 
Geraden  BB'  und  CC  in  S,  so 
liegen  beide  Reihen  mit  demselben 

Strahlenbüschel  S  perspektiv.  Denn  wegen  Projektivität  und  Per- 
spektivität  ist 

S{ABCD)^{ABCD)={ÄBrC'U)  =  S{ÄSCD')^S{ABGD\ 

letzteres,  weil  SA  mit  SÄ,  SB  mit  SB',  SC  mit  SC  zusammen- 
fallen. Wegen  der  Gleichheit  des  ersten  und  des  letzten  Ausdrucks 
fallen  auch  SD  und  SD^  zusammen  (273,  1)),  d.  h.  die  Punkte 
eines  beliebigen  vierten  Paares  liegen  auf  demselben  Strahle  aus  5. 

2)  Zwei  projektive  Strahlenbüschel  S{abc...)  und  S'  {ab'c.  .)Fig.ui. 

lö* 
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Fig.  141.  liegen  perspektiv,  wenn  sie  sich  in  der- 

selben Ebene  befinden  und  zwei  entspre- 
chende Strahlen ,  wie  a  und  a,  sich  decken. 
Denn  schneiden  sich  b  und  b'  in  B,  c 
und  c  in  (7,  so  wird  entsprechend  wie 
vorhin  bewiesen  ^  daß  beide  Strah^en- 
büschel  mit  der  Punktreihe  BC,  also  unter 
sich  perspektiv  liegen. 

3)  Zwei  Ebenenbüschel  h  (ABCD . . .) 
und  h'  (A'B'O'd'  . . .)  liegen  perspektiv  ^  wenn  zwei  entsprechende 
Ebenen  A  und  A'  sich  decken.  Dann  schneiden  sich  beide  Axen  h 
und  h\  etwa  in  S]  B  und  B'  mögen  sich  in  b^  C  und  O'  sich  in  c 
schneiden,  wobei  b  und  c  durch  S  gehen,  so  liegen  beide  Ebenen- 
büschel mit  den  Strahlenbüscheln  bc  perspektiv,  dessen  Scheitel  S  ist. 
Vermittelst  dieser  Sätze  ist  man  im  Stande,  zwei  gleichartige 
projektive  Grundgebilde  in  Perspektive  Lage  zu  bringen. 

275.   Aufg.   Eine  Punktreihe  g  {ABC . . .)  und  ein  damit  pro- 
jektives Stralüenbüsdiel  S  {abc  . . .)  in  Perspektive  Lage  zu  bringen. 


Fig.  142. 


Fig.  142.  „.     _^  Aufl.  1,   Die  endliche  Strecke  AB 

enthalte  nicht  C  und  ebenso  BC  nicht 
A.   Dann  beschreibe  man  in  einer  durch 
g  gelegten  Ebene  auf  der  einen  Seite 
der  Geraden  g   über   der  Strecke  AB 
einen    Kreisbogen,    welcher    denjenigen 
von  beiden  Winkeln  ab  faßt,  welcher  c 
nicht  enthält;  und  ebenso  auf  derselben 
Seite  von  g  über  BC  einen  Kreisbogen, 
welcher  denjenigen  Winkel  bc  faßt^  der 
a  nicht  enthält,  woraus  a6  +  fec  <  180® 
folgt.   Beide  Bogen  schneiden  sich  außer 
in  ihrem   gemeinschaftlichen  Punkte  B  noch  in   einem  Punkte  S\ 
Denn  würde  der  zweite  Schnittpunkt  auf  der  anderen  Seite  von  g 
durch  die  Ergänzungsbogen  in  einem  Punkte  T  geschehen,  so  müßte 
^ATC=^ATB'\'^BTC=lS(y^  —  ab  +  180°  —  bc>  180«> 
sein    während  doch  ^ATC  <1S0^  ist.    Legt  man  nun  das  Strah- 
lenbüschel abcd...  mit  a,  b,  c,  bezw.  in  S'A,  S'B,  S'C,  so  liegt 
auch  D  auf  d  u.  s.  w.  (273,  2)).     Wählt  man  die  andere  Seite  von 
Q    80  erhält  man  den  Scheitel  S"  als  zweite  Auflösung.   S'S"  wird 
durch  g  senkrecht  halbirt. 
Fig  143         Aufl.  2.  Man  trage  auf  einem  Strahle  des  Büschels,  etwa  auf  r?, 
die  SB,A  '^  CBA  (SB,  =  CB,  B,A,  =  BA)  auf,  ziehe  B,B,  ||  c, 
schneide  sie  mit  b  in  Bj,  ziehe  A^B^,  welche  die  c  in  C^  trifft,  so 


I 
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ist  A^B^  :B^C2=-  A  ^i  •  -Bi^-  Nun  trage  Fig.  U3.  * 

man  auf  A^^B^  die  AiB^  =  AiBi  auf, 
ziehe  B^B'  \\  a,  schneide  sie  mit  b  in  B^, 
ziehe  durch  JS'  eine  Gerade  !|-4|  JBg,  welche 
die  a  und  c  bezw.  in  Ä  und  C  triflFfc,  so 
ist  offenbar  ÄB'C  die  Auflösung.  Ver- 
tanscht  man  einmal  den  Sinn  des  Auf- 
tragens, so  erhält  man  die  zweite  Auf- 
lösung Ä'B^'C  II  ÄB'C. 

Zus,  Eine  Punktreihe  bringt  man  zu 
einem  Ebenenbüschel  in  Perspektive  Lage, 
wenn  man  sie  zu  einem  Strahlenbüschel  desselben  perspektiv  legt. 

276,   Aufg.   Ein  StraMenbüschd  S{abc...)  und  ein  damit  pro- 
Jektivee  Ehenenbüsdiel  h  (ABO...)  in  Perspektive  Lage  zu  bringen, 

Aufl.   Man  schneide  das  Ebenenbüschel  h  durch  eine  zu  h  senk- 
rechte Ebene  in  dem  Strahlenbüschel  Hj  das  mit  S  projektiv  ist. 


Fig.  144. 


Man  bringe  nun  S  und  H  in  einer 
Ebene  durch  Deckung  zweier  ent- 
sprechenden Strahlen  in  Perspektive 
Lage;  g  sei  ihr  perspektiver  Schnitt. 
Zieht  man  dann  einen  £reis  durch 
die  beiden  Scheitel  H  und  S,  dessen  _ 
Mittelpunkt  auf  g  liegt,  welcher  die       ^  ^ 

g  in  Q  und  R  schneide,  so  sind  SQ  =  q  und  SB  =  ry  sowie 
HQ  =  q  und  HB  =  r  zwei  Paare  auf  einander  senkrechter  sich 
entsprechender  Strahlen.  Daher  stehen  auch  die  entsprechenden 
Ebenen  Q  und  B,  welche  q  und  r  enthalten,  auf  einander  senk- 
recht. Nun  lege  man  das  Strahlenbüschel  S  so  in  dasjenige  H^ 
daß  q  in  q  und  Q,  r  in  /  und  B  fallt,  und  zwar  derart,  daß  ein 
anderes  Paar  entsprechender  Strahlen  a  und  a  (nebst  A)  sich  in 
demselben  rechten  Winkel  befinden.  Dann  liegt  a  entweder  in  dem 
spitzen  Winkel  a  q  oder  in  ar\  findet  ersteres  statt,  so  drehe  man 
das  Strahlen büschel  S  um  seinen  Strahl  r,  bis  a  in  die  Ebene  A 
fallt,  was  dabei  in  zwei  Lagen  eintreten  wird.  Da  zugleich  q  die 
Ebene  Q  beschreibt  und  r  in  B  bleibt,  so  befinden  sich  in  jenen 
beiden  Lagen  drei  Elemente  von  S  in  den  entsprechenden  von  h^  also 
sind  dann  S  und  h  perspektiv.  Liegt  a  in  dem  ar\  so  dreht  man  um  q, 
277.  Säte.  Zwei  einförmige  Grundgcbilde,  bei  denen  jedem  Ele- 
mente des  einen  eines  des  andern  als  entsprechend  zugewiesen  ist,  und 
bei  denen  das  Doppelverluütnis  aus  vier  beliebigen  Elementen  des  einen 
gleicfh  dem  gleidigeordneten  der  vier  entspreclienden  Elemente  des  andern 
istj  sind  projektiv. 


Fig.  144. 
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Seieu  nämlich  ABCD  . . .  und  ahcd ...  die  Grundgebilde ^  so 
ist  {ABCD)  =s  (ahcd).  Legt  man  nun  das  erste  so,  daß  A,  B,  C 
bezw.  in  a,  6,  c  fallen  (274—276),  so  enthalte  das  Element  d  des 
zweiten  dasjenige  D'  des  ersten  Gebildes,  und  es  ist  wegen  der 
Perspektiven  Lage  {ABCD')  =  {ahcd).  Daher  auch  {ABCD)  = 
{ABCD'l  und  D  fällt  in  D'  und  d  (273,  1)). 

Die  projektive  Beziehung  zweier  einförmigen  Gnmdgdfüde  wird 
dadurch  hergestdlt,  daß  man  dreien  Elementen  A,  B,C  des  einen  drei 
heliebige  a^hjC  des  andern  als  entsprechend  zuuoeistj  und  dann  zu  einem 
vierten  D  das  entsprechende  d  sucht,  indem  man  {ABCD)  =  {ahcd) 
setzt  (273,  1)),  oder  indem  man  beide  Gebilde  in  Perspektive  Lage 
bringt,  so  daß  a,  b,  c  bezw.  durch  A^  B,  C  gehen;  dann  geht  auch 
d  durch  D. 

278.  Zwei  einförmige  Grundgd}ilde,  weklw  mit  einem  dritten  pro- 
jektiv sind,  sind  es  auch  unter  einander.  Denn  seien  ABCD . . .  und 
ahcd . . .  mit  ABCD  . . .  projektiv,  so  ist 

{ABCD)  =  (ABCD),     {ahcd)  «=  (ABCD), 

daher  {ABCD)  =  {ahcd), 

und  beide  Gebilde  sind  projektiv  (277). 

Ebenso  sind  von  einer  Reihe  von  Gebilden  zwei  beliebige  unter 
einander  projektiv,  wenn  es  jedes  mit  einem  vorhergehenden  ist. 

Die  Projektivität  zweier  Gebilde  mit  beliebig  vielen  Elementen 
mag  so  ausgedrückt  werden: 

{ABCDEF.. .)  =  {ahcdef. . .). 

279«  Jedes  einförmige  Grundgdnlde  von  vier  Elementen  ist  pro- 
jektiv mit  seiner  Permutation,  welcJie  durch  Vertausdmng  zweier  be- 
liebigen Elemente  desselben,  soune  der  zwei  übrigen,  entsteht  Oder 
es  ist 

{ABCD)  =  {BADC)  =  {CD  AB)  =  {DCBA), 

ÄC    AD        BD    BC        CA     CB       DB    DA 


weil 


CB'DB        DA' CA        AD'  BD~  BC  '  AG 


280.   Betrachten   wir   einige   Elemente  und  Lagen  projektiver 

Gebilde. 
Flg.  145.  ^  „,  Ein   Strahlenbüschel  S,  das  eine 

Punktreihe  g  projicirt,  besitzt  einen 
mit  g  parallelen  Strahl  q,  den  man  den 
Parallelstrahl  nennt;  derselbe  projicirt 
den  unendlich  fernen  Punkt  Q  der  Punkt- 
reihe. 

Projicirt  man  zwei  Punktreihen  g 
und  g'  aus  S  auf  einander,  so  schneidet 
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der  mit  g  parallele  Strahl  q  die  g  in  ^,  so  daß  Q'  der  g'  dem 
nnendlich  fernen  Punkte  Q  der  g  entspricht.  Man  nennt  ^  den 
Gegenpunkt  der  g.  Ebenso  ist  JB  der  Gegenpnnkt  der  g  und  ent- 
spricht dem  unendlich  ferneh  Punkte  K  der  g\  In  zwei  projektiven 
Punktreihen  hat  das  Produkt  des  Abstandes  eines  Punktes  B  der  einen 
Seihe  von  ihrem  Gegenpunkte  R,  in  den  Abstand  des  entsprechenden 
PutJctes  B'  der  andern  Reihe  von  deren  Gegenpunkte  Q\  also  BR-B'Q' 
für  alle  Paare  entsprechender  Punkte  denselben  •  Wert  p^,  welclier  die 
projektive  Potenz  der  beiden  Reihen  heißt. 

Der  Beweis  wird  durch  {ABQR)  =  (AffOfR!),  indem  Q  und 
R  im  Unendlichen  liegen,  oder  geometrisch  geführt.  Ahnliche 
Dreiecke  liefern 

SQ^:BR  =  B'Q':SR 

oder  AR   ÄQ'  =  BR    B'Qf  =  p\ 

Dreht  man  die  g'  um  Äj  so  bleibt  sie  stets  mit  g  in  perspektiver 
Lage,  und  ihr  Projektionsmittelpunkt  S  beschreibt  einen  Kreis  um 
jK,  und  liegt  stets  auf  der  Parallelen  RS  zu  g\  Denn  dann  ver- 
schiebt sich  nur  das  Parallelogramm  ARSQ\  indem  S  der  Schnitt- 
punkt von  QQ'  und  RR  bleibt. 

281.  Zwei  projektive  Punktreihen  heißen  ähnlich ,  wenn  sie  pa- 
rallele Schnitte  eines  und  desselben  Strahlenbüschels ,  oder  beliebige 
Schnitte  eines  Parallelstrahlenbüschels  sind.  Zwei  entsprechende 
Strecken  haben  dann  ein  unveränderliches  Verhältnis,  das  Ähfüicli- 
keitsverhäUnis,  die  Gegenpunkte  liegen  im  Unendlichen,  oder  die 
unendlich  fernen  Punkte  entsprechen  sich.  —  Parallele  Schnitte 
eines  Parallelstrahlenbüschels  sind  gleiche  Punktreihen. 

282.  In  zwei  projektiven  Strahlenbüscheln  S  und  S'  gibt  es  stets 
zwei  auf  einander  senkrechte  Strahlen  g,  r  des  einen,  denen  zwei 
ebenfalls  auf  einander  senkrechte  Strahlen  q,  r  des  andern  ent- 
sprechen, welche  die  Rechtwinkelpaare  heißen.  Denn  legt  man  die 
Büschel  in  einer  Ebene  in  Perspektive  Lage,  indem  man  zwei  be- 
liebige entsprechende  Strahlen  zur  Deckung  bringt  (wie  die  beiden 
Büschel  S  und  H  in  Fig.  144),  bestimmt  den  Perspektiven  Schnitt 
g  beider  Büschel  und  legt  aus  einem  Punkte  der  g  einen  Kreis  durch 
S  und  S',  welcher  die  g  in  Q  und  R  schneidet,  so  sind  die  nach 
Q  und  R  laufenden  Strahlen  q,  r^^  ^  *"  *"  ö  Rechtwinkelpaare. 
Wenn  aber  g  ins  Unendliche  fälli  an  S  und  S'  symme- 
trisch in  Bezug  auf  g  liegen,  sind  ^chel  kongruent,  und  je 
zweien  rechtwinkligen  Strahlen  des  e  «^sprechen  auch  zwei  solche 
des  anderen. 

Die  Rechtwinkelpaare  spielen  d   ^elbe  Rolle,  wie  der  unendlich 
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ferne  und  der  Gegenjinnkt  bei  Punktreilien.   Die  entsprechende  Be- 
ziehung ist: 

tg  ar  •  tg  aq  =  tg  6r  •  tg  b'q\ 
Dieselbe  kann  analytisch  aus  dem  DoppeWerhältnis  der  Sinus  ab- 
geleitet  werden y   ergibt    sich   aber,  vielleicht  noch  übersichtlicher, 
geometrisch,  wenn  man  die  Büschel  dadurch  in  Perspektive  Lage 


Fig.  146. 


Fig.  147. 


Fig.  146.  „,_  ,,^  bringt,  daß  man  r. und  /  zur  Deckung  bringt, 

worauf  der  Perspektive  Schnitt  g  '=  ABB  mit 
q  und  q  parallel  läuft  Der  Satz  folgt  dann 
aus  den  Gleichungen 

AB^SBigar  =  S'B  cot  aq, 
BB^SBtgbr  =  S'Bcotb'q.  • 
pig.  u7.  283.   Aufg.   In  zwei  prqjektiveny  in  einer 

Ebene  liegenden^  aber  nickt 
Perspektiven  Punktreihen  g 
und  g'y  u}elcbe  durdi  drei 

Paare  entsprechender 
Punkte  ABC,  AB  C  ge- 
geben  sind,  zu  einem  vier- 
ten Punkte  B  der  einen 
^  den  entspredtenden  Bf  der 

anderen  zu  konstruiren. 

Aufl.  Die  Strahlen- 
büschel   A{ÄBC'...) 
und  A\ABC.. .),  welche 
aus  zweien  der  gegebenen 
entsprechenden  Punktet, 
A!  jedesmal  die  andere   Punktreihe  projiciren,  sind  projektiv   nnd 
perspektiv,   weil   zwei   entsprechende  Strahlen  AÄ   und  Ä A   zu- 
sammenfallen.   Ihre  Perspektive  Schnittlinie  i  geht  durch  die  Schnitt- 
punkte der  entsprechenden  Strahlen  Aff^  AB  und  A(7^  AG,  und 
ist  durch  sie   bestimm!     Auf  i  müssen  sich  auch  AB  und  AB' 
treffen»  wodurch  B'  erhalten  wird. 

In  dem  Schnittpunkte  von  g  und  g  sind  zwei  nicht  entspre- 
chende l\inkte  ¥y  G'  vereinigt,  deren  entsprechende  jF',  G  sich 
durch  tlieselbe  Konstruktion  als  auf  i  liegend  ergeben.  Daher  ist 
I  oder  FG  unabhängig  von  der  Wahl  jenes  Punktepaares  AA\ 
und  es  müssen  sich  daher  auch  BC  und  BC  auf  i  treffen,  und 
D*  wird  auch  durch  ffB,  Bff  bestimmt  i  heißt  die  perspetiive 
Axt  dex  Reihen  g  und  g\ 

Man  konstruire  die  Gegenpunkte  i/  und  B;  i/R  und  die  un> 
ejidlich  ferne  QK  müs^n  sich  auf  i  treffen,  dah^  i/B  l  i  sein* 


^N 


\ 


\ 


VI,  284—285.  Proj.  Bezieh,  sw.  Punktreihe,  Strahlenbüschel  u.  Ebenenbüschel.  233 


284.  Aufg,  In  zwei  projektiven  in  einer  Ebene  liegenden ,  abemgus. 
nicht  Perspektiven  Stralilenbüsclieln 
S  und  S\  todche  durch  drei  Paare 
entsprechender  Sirahlen  ahc,  a'Vc 
gegeben  sind,  zu  einem  vierten 
SirafUe  d  des  einen  den  entspre- 
chenden d'  des  andern  zu  hm- 
siruiren. 

Aufl.  In  ganz  entsprechender 
Weise,  wie  in  der  vorigen  Nr., 
sind  die  Punktreihen  a  {a!  V  c') 
und  •a'(a  6  c)  projektiv  und  per- 
spektiv,  weil  die  entsprechenden 
Punkte  aa  und  a'a  sich  decken. 
Ihr  Projektionsmittelpunkt  J  wird 
als  Schnittpunkt  der  beiden  Ge- 
raden ab\  ab  und  ac,  de  ge- 
funden. Auf  einem  Strahle  aus  J  liegen  auch  ad  und  ad\  wo- 
durch d'  bestimmt  ist 

Den  in  SS'  vereinigten  Strahlen  /*,  g'  entsprechen  die  Strahlen 
S'J=^f  und  SJ^^^g,  wie  die  Konstruktion  ergibt.  J  ist  also  un- 
abhängig von  der  Wahl  der  Strahlen  a,  a,  daher  müssen  auch  bc, 
b'c  und  bd'y  b'd  u.  s.  w.  durch  J  gehen.  J  heißt  der  Perspektive 
Mittelpunkt  von  S  und  S\ 

286.  Das  Gesetz  der  Beciprociiät  oder  Dualität  Alle  Sätze  über 
projektive  Eigenschaften  zerfallen  in  zwei  Gruppen,  derart  daß 
jedem  Satze  der  einen  ein  solcher  der  anderen  gegenübersteht,  der 
aus  ihm  hergeleitet  wird,  wenn  man  gewisse  Begriffe  durch  andere 
ersetzt  und  umgekehrt  Diese  sich  gegenseitig  ersetzenden  Begriffe 
und  die  durch  eine  solche  Yertauschung  aus  einander  abzuleitenden 
Sätze  nennt  man  reciprok  oder  dual,  und  das  Gesetz  der  Yertau- 
schung heißt  das  Gesetz  der  Beciprocität  oder  der  Dualität.  Im  Räume 
sind  Punkt  und  Ebene,  Punktreihe  und  Ebenenbüschel  reciproke 
Gebilde,  die  Gerade  ist  mit  sich  selbst  reciprok,  nämlich  die  Ver- 
bindungslinie zweier  Punkte  mit  der  Schnittlinie  zweier  Ebenen. 
Diese  Yertauschbarkeit  wird  später  allgemein  nachgewiesen.  Bei 
den  folgenden  einfachsten  reciproken  Sätzen  ist  sie  selbstverständlich. 
Zwei  Punkte  A  und  B  bestim-  Zwei  Ebenen  A  und  B  bestim- 
men eine  Gerade  AB,  men  eine  Gerade  AB. 


Drei  Punkte  A,  B,  C,  welche 
nicht  auf  derselben  Geraden  liegen, 
bestimmen  eine  Ebene  ABC. 


Drei  Ebenen  A,  B,  C,  welche 
nicht  durch  dieselbe  Gerade  gehen, 
bestimmen  einen  Punkt  ABO. 
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Zwei  Gerade  a  uud  V,  welclie 
eiueu  l'unkt  gemeiu  Laben,  liegen 
in  einerlei  Ebene  ab. 

Ein  System  von  Geraden,  ilie 
nicht  alle  durch  denselben  Punkt 
gehen,  wovon  aber  eine  jede  jede 
andere  schneidet,  liegen  in  der- 
selben Ebene. 

In    der   Ebene    stehen   sich 
gegenüber. 

Zwei  Punkte  A  und  B  bestim- 
men eine  Gerade  AB. 

Wir  fügen  hier  die  reciprok' 
eeks  und  Vierseita  an. 

Unter  einem  vollständujen  ebenen 
VicrecliC  versteht  man  vier  Punkte 
in  einer  Ebene  (die  Ecken),  und 
die  sechs  Verbinduugalinien  je 
zweier  (die  Sätai).  Gegenseiten 
nennt  niitii  zwei  aolche,  welche 
in  keiner  Ecke  zusammentreffen; 
ihr  Schnittpunkt  heißt  Diagonal- 
punkt  oder  N^tenecke.  Es  gibt 
drei  Paare  ?on  Gegenseiten  und 
drei  Nebenecken.  Die  Verbin- 
dungslinien je  zweier  heißen  Neben- 
sciien.  Die  Nebenecken  und  Neben- 
seiten bildon  das  Polar-  oder 
Nfbimdrdai-  des  vollständigen 
.1.  Vierecks;  so  EFG  von  ABCD. 


Zwei  Gerade  a  und  b,  welche 
in  einerlei  Ebene  liegen,  haben 
einen  Punkt  ab  gemein. 

Ein  System  von  Geraden,  die 
nicht  alle  in  derselben  Ebene 
liegen,  wovon  aber  eine  jede  jede 
andere  schneidet,  gehen  durch 
denselben  Punkt. 
Punkt    und    Gerade    als   reciprok 

Zwei  Gerade  a  und  6  bestim- 
men einen  Punkt  ab. 
en  Begriffe  des  vollständigen  Vier- 
Unter  einem  vollständigen  ^fctieii 
Vierscite  versteht  man  vier  Ge- 
rade in  einer  Ebene  (die  Seiten), 
und  die  sechs  Schnittpunkte  je 
zweier  (die  Ecken).  Gegenecken 
nennt  man  zwei  solche,  welche 
nicht  auf  derselben  Seite  liegen; 
ihre  Verbindungslinie  heißt  Dia- 
gonale oder  Nebenseite.  Es  gibt 
drei  Paare  von  Gegeneeken  und 
drei  Nebenseiton.  Die  Schnitt- 
punkte je  zweier  heißen  Neben- 
ecken. Die  Nebenseiten  und  Neben- 
ecken bilden  das  Polar-  oder 
Nä?endreiseit  des  vollständigen 
Vierseits;  so  FHJ  von  AB,  BC, 
CD,  DA. 


n.   HarmoniBohe  Oebilde. 

2Sli.  Man  nennt  vier  Elemente  eines  einförmigen  Grundgebildes 
vier  harmonische  Elemente  oder  ein  harmonisches  Gdtilde,  wenn  es 
irgend  eine  Verbindungsweise  gibt,  tür  welche  ihr  Doppel  Verhältnis 
gleich  der  negativen  Einheit  ist. 

Betrachten  wir  zunächst  eine  Punk^eäte  ABCD,  und  gelte 

SO  sind  die  vier  Punkte  harmonisch.    Aus  der  Gleichung  folgt,  daß 
auf  der   ürondstiecke   AB  die  Teilungsverhältnisse  von  C  und  D 
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entgegengesetzte  Vorzeichen  besitzen;  daß  also  der  eine  Punkt  ein 
innerer,  der  andere  ein  äußerer  ist.  Die  absoluten  Werte  A  beider 
Teilungsverbältnisse  sind  einander  gleich,  und  man  kann  sich  daher 
leicht  eine  Vorstellung  von  den  gegenseitigen  Lagen  der  Punkte 
machen.  Sei  Cder innere  p.     ^^^  Fig.  hd. 

Punkt  und  befinde  sich  ^  ^^ 

derselbe   zuerst   als  C,       ^ /g    jl 1;     ^    ^"jj  Js^  ^, 

in  A,  so  ist  A  =  0,  daher        *^  ' 

liegt  auch  Dj  in  A.  Rückt  C  gegen  B  nach  Cg,  so  rückt  D  in 
entgegengesetztem  Sinne  nach  D^;  gelangt  (7  in  die  Mitt^  M  Yon 
-4jB  nach  G,,  so  kommt  D  ins  Unendliche  U  nach  Dgj  liegt  6^ 
zwischen  3/  und  B,  so  liegt  D^  zwischen  U  und  B  und  endlich 
fallen  C^  und  Dg  in  B  zusammen. 

Betrachtet  man  CD  als  Grundstrecke^  so  ist;  da  (279) 

{ABCD)  =  {CDAB), 

das  letztere  Doppel  Verhältnis  ebenfalls  =  —  1;  für  jede  Annahme 
anderer  Grenzpunkte  der  Grundstrecke  wird  aber  das  Doppelver- 
hältnis positiv,  weil  dann  die  Teilungspunkte  beide  innere  oder 
beide  äußere  sind. 

Man  nennt  A  und  B,  sowie  C  und  D  mgeordnete  Funkte;  es 
sind  dies  also  diejenigen,  welche  durch  die  anderen  getrennt  sind. 
Man  sagt  auch:  A  und  B  sind  durch  C  und  D  harmonisch  getrennt, 
oder  durch  zwei  Gerade  oder  zwei  Ebenen,  welche  durch  G  bezW. 
D  gehen. 

287.  Zwei  harmonische  Gebilde  sind  mit  einander  projektiv,  denn 
sie  besitzen  gleiche  Doppelverhältnisse  ( —  1).  Ein  Strahlen-  oder 
ein  Ebenenbüschel  mit  vier  Elementen,  welche  vier  harmonische 
Punkte  projiciren,  sind  aus  demselben  Grunde  harmonisch.  Auch 
hier  sind  diejenigen  beiden  Elemente  zugeordnet,  welche  durch  die 
beiden  anderen  getrennt  sind. 

288.  Bildet  man  aus  vier  harmonischen  Elementen  eines  Grund- 
gebüdes  AB  CD  ein  neues  durch  Vertauschung  zweier  ^zugeordneten 
Elemente^  so  ist  dieses  d>enfcUls  Jiarmotiisch,    Denn  aus 

AC    AD 


CB'  DB 


-  ,   .  BC    BD  .  j      AD    AC  . 

^^^8*  CA-DÄ^-^^      "^^      DB'CD=^-^^' 

oder  (ABCD)  =  {BACD)  =  (ABDC)  =  -  1. 

Und  umgekehrt:  Entsteht  aus  einem  einförmigen  GrundgeJnlde 
von  vier  getrennten  Elementen  AB  CD  durch  Vertauschung  gu^eier, 
z,  JB.  von  C  und  D,  ein  neues  ABDC,  welches  mit  jenem  projektiv 
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istf  so  sind  beide  Jiarmonisch,  und  die  vertausclUen  Elemente  sind  zu- 
geordnete.   Denn  es  ist  dann 

AGAD_ADAa 
CB' DB       DB'cb' 

Bezeichnet  man  das  erste  Doppelverhältnis  mit  6,  so  ist  das  zweite 
1  :  ö,  und  es  ergibt  sich 

6=1:0,     ö*  =  l,     ö  =  +  h 

<y  =  +  1  ist  gegen  die  Voraussetzung;  denn  dann  waren  die  Tei- 
luugs Verhältnisse  von  C  und  D  auf  AB  einander  gleich,  und  C  und 
D  würden  zusammenfallen  (266),  wären  also  keine  getrennten  Ele- 
mente. Daher  kann  nur  6  =  —  1  sein,  das  Gebilde  ist  harmonisch 
und  C  und  D  sind  zugeordnet 

289.   Drückt  man  in  der  Gleichung 

AG    AD        _-         ,         CB  __        JDB 
Cb'dB^        ^     ^^^^     AC~        AD 

alle  Stücke  aus  durch  Abstände  von  ein  und  demselben  der  vier  Punkte, 
etwa  von  Ä,  dessen  Zeichen  man  in  die  Nenner  gebracht,  setzt  daher 

GB=CA+ÄB=^AC+AB,   DB=DA+AB AD+AB, 

so  erhält  man 

_1  O-ri^— 1  _ri^       9J L-L    ^ 

^      \        An  *  Ä  Ti9         ^    A   Ti  J/71 


AG  AD^      ^  AB       AG   ^    AD 

Daher:   Wenn  die  Strecke  AB  harmonisch  durch  C  und  D  geteilt  wird, 
so  ist  der  reciprohe  Wert  von  AB  das  arithmetische  Mittel  der  red- 
proken   Werte  von  AC  und  AD.     Man  nennt  AB  die  mittlere  har- 
monische Proportionale  von  AC  und.  AD. 
Pigiöo.  „:„  ,,,  290.  l^i  ABCD... 

eine  Reihe  gleichweit  von 
einander  entfernter  Punkte, 
so  daß  AB  ^  BC  ^ 
CD  =  . . .  =  6,  und  ist 
AB" CD'...  eine  damit 
projektive  Punktreihe,  sind 
Q  und  R  die  unendlich 
fernen  Punkte  der  Reihen,  so  haben  die  Abstände  vom  Gegenpunkte 
R  nämlich  RA,  RB,  RC . . .  bezw.  die  Werte 

a,    a  +  fc,    a  +  2&,    a  +  36,  ... 

und  diejenigen  von  Q'  nämlich  Q'A',  QfB',  Q'C ...  die  Werte  (280) 

Für  a  =  b  entstehen  die  Verhältnisse 

Q'Ä  :  Q'B' :  Q'C  :  (>'ir  :  •   •  =  1  :  i:  i  :  i  •• 
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Fig.  151. 


Weil  ABGQ,  BCDQ,  GBEQ,  ...  (286)  und  daher  auch  ÄJB^CQ', 
B^CLf  Q'y  C IfE'Q' ,..  je  vier  harmonische  Punkte  sind,  nennt  man 
die  ganzen  Reihen  AJbC . , .  Q^  A'S^C\..Q'  harmonische.  Der 
Name  harmonisch  rührt  daher,  daß  man  ein  Monochord  nach  dem  Ver- 
hältnisse dreier  auf.  einander  folgenden  Werte  der  Reihe  1,  ^,  \y 
^;  . . .  teilen  muß,  um  einen  harmonischen  Dreiklang  hervorzu- 
bringen. 

291.  Sind  A,  B,  ü,  D  die  Eckpunkte  eines  vollständigen  Vierecks, Fig-isi. 
so  ergeben  sich  die  drei  Nebenecken: 
E  aus  AB,  CD-,  F  aus  AC,  BD] 
G  aus  AD,  BCj  und  die  Nebenseite 
EG  wird  von  den  durch  F  gehenden 
Gegenseiten  in  H  und  J  getroflFen. 
Dann  wird  die  Punktreihe  ACFJ 
aus  D  in  die  Punktreihe  GEHJ^  aus 

B  in  EGHJ  projicirt,  woraus  CHE  ^ 

{ACFJ)  =  {GEHJ)  =  (EGHJ), 

daher  sind  diese  Punktreihen  harmonisch  (288).  Dasselbe  gilt  von 
dem  Strahlenbüschel  F{EGHJ).  Betrachtet  man  AB,  BC,  CD, 
DA  als  die  Seiten  eines  vollständigen  Vierseits,  so  sind  BD,  EG, 
AC  seine  Nebenseiten.    Man  kann  daher  folgende  Sätze  aussprechen. 

In   einem   vollständigen  Vier-         In   einem   vollständigen  Vier- 
ecke (AB  CD)  werden   in  jeder     seite  (-4  JB,  JBC7,  CD,  2)-4)  werden 


Nebenecke  (z.  B.  F)  zwei  Neben- 
seiten {FE,  FG)  durch  zwei 
Gegenseiten  (AC,  BD)  harmo- 
nisch getrennt 


in  jeder  Nebenseite  (z.  B.  EG) 
zwei  Nebenecken  (H,  J)  durch 
zwei  Gegenecken  (E,  G)  harmo- 
nisch getrennt 


292.  Vier  Strahlen  eines  Büschels  sind  harmonisch,  wenn  zwei 
Strahlen  die  Winkel  der  beiden  anderen  halbiren  und  daher  auf 
einander  senkrecht  stehen.  Denn  eine  schneidende  Gerade,  die  mit 
dem  einen  der  auf  einander  senkrechten  Strahlen  parallel  ist,  schneidet 
in  vier  harmonischen  Punkten,  indem  ein  Punkt  im  Unendlichen 
und  einer  in  der  Mitte  der  zwei  letzten  liegt 

293«  Aufg.  Zu  drei  gegebenen         Zu    drei    gegebenen    Strahlen 
Punkten  A,  B,  C  einer  harmoni-     a,  b,  c  eines  harmonischen  Strah- 


schen  Punktreihe  den  vierten,  dem 
C  zugeordneten  Punkt  D  zu  be- 
stimmen« 


lenbüschels  den  vierten,  dem  c 
zugeordneten  Strahl  d  zu  be- 
stimmen. 

Aufl.  zu  links.     1)  Sind  (statt  A,  B,  C)  E,  G,  H  die  gegebenen  pig.isi. 
Punkte,  so  ziehe  man  durch  H  eine  willkürliche  Gerade,  nehme 
auf  ihr   willkürlich   die   Punkte   B  und   D  an,   ziehe   EB,   GD, 
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Fig.  162. 
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Fig.  164. 


welche  sich  in  -4;  EDy  GB,  welche  sich  in  C  schneiden,  so  be- 
stimmt AC  den  vierten  dem  H  zugeordneten  Punkt  J,     2)  Man 
Fig.  162.  „.     _^  ziehe  durch  Ä  und  j&  zwei  parallele  Gerade, 

trage  auf  der  einen  in  passender  Länge  AC  =^ 

AD'  auf,  ziehe  GC  und  schneide  sie  mit  der 

durch  B  gehenden  Parallelen  in  E,  so  geht 

Eiy    durch    den    Punkt  D.     Denn   ABCD 

ist  eine  Projektion  der  harmonischen  Beihe 

AooC'iy  aus  E.  —  Ist  C  ein  innerer  Punkt, 

so  liegt  D  auf  der  gemeinschattlichen  äußeren 

Tangente   der   beiden   Kreise  ^   welche 

aus  A  und  B  durch  C  gelegt  sind.    Ist 

C  ein  äußerer  Punkt,  so  liegt  D  auf 

der    gemeinsamen    inneren    Tangente 

zweier  Kreise,  welche  aus  A  und  B 

berührend  an  eine  durch  C  gezogene 

Gerade  gelegt  sind. 

Aufl.  zu  rechts.  1)  Seien  F  {H,  J,  E) 
die  drei  Strahlen,  so  nehme  man  auf 
FE  den  Punkt  E  willkürlich  an,  ziehe 
durch  E  willkürlich   zwei    Strahlen, 
welche   die  FE  und  FJ  in  J?,  D\ 
Aj  C  schneiden,    so  bestimmen  BC 
und  AD  den  Punkt  G  und  den  vier- 
ten Strahl  FG.     2)  Man  schneide  das 
Strahlenbüschel  durch  eine  zu  a  pa- 
^     rallele  Gerade,  welche  b  und  c  in  i5 
und  C  trifft,  trage  auf  jener  Geraden  BD  =  CB 
ab,  so  ist  SD  der  gesuchte  Strahl. 

294.   Sind  van   vier  harmonischen  Punkten 
A,B,C,  D  einer  Geraden  ztcei  einander  nicht  zu- 
geordnete A,  D  fest,  dagegen  B  und  C  heweglid^, 
so  beschreiben  beide  Punkte  projektive  Eeihen.   Denn 
legt  man  durch  A  eine  andere  Gerade  mit  vier 
^      '9\    ^C  wg      harmonischen  Punkten  -4,  B!y  CT,  D\  zieht  2)2/, 
'^  wählt  darauf  einen  beliebigen  Punkt  0,  so 

bestimmen  JB^O^  CO  auf  AD  zwei  Punkte 
B^  C  von  der  verlangten  Art  Beschreibt  O 
eine  Punktreihe  auf  DU.  so  beschreiben  B 
\J^^  und  C  damit,  also  auch  unt«r  einander  pro- 
jektive Reihen. 


Fig.  155. 


Fig.  15G. 


Fig.  156. 
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295.  Übungsaufgaben. 
Von  einem  Büschel  S  von  vier 
harmonischen  Strahlen  a,  b,  c,  d, 
bei  denen  a  und  b  einander  au- 
geordnet sind,  ist  der  eine  a  ge- 
geben und  von  jedem  anderen 
ein  auf  ihm  liegender  Punkt 
B,C,D]  den  Scheitel  S  des  Büschels 
zu  finden. 


Von  einer  Reihe  g  von  vier 
harmonischen  Punkten  A,  B,  C,  D, 
bei  denen  A  und  B  einander  zu- 
geordnet sind,  ist  der  eine  A  ge- 
geben und  von  jedem  anderen 
ein  durch  ihn  gehender  Strahl 
6,  c,  d;  die  Gerade  g  der  Reihe  zu 
finden. 


m.   Involution;  imagin&re  Elemente. 

296.  Wenn  auf  einer  Geraden  zwei  projektive  Punktreihen  ver-Fig.157. 
einigt  sind,  so  ist  jeder  Punkt  der  Geraden  sowohl  ein  Punkt  der 

Fig.  167. 
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einen,  als  der  anderen  Reihe.  Entspricht  nun  einem  Punkt  A  der 
Geraden,  wenn  man  ihn  als  Punkt  der  ersten  Reihe  ansieht,  der 
Punkt  Ä  der  Geraden  als  Punkt  der  zweiten  Reihe,  und  entspricht 
zugleich  dem  A^  als  Punkt  der  zweiten  Reihe,  Ä  als  Punkt  der 
ersten,  so  sagt  man,  A  und  Ä  entsprechen  sich  doppelt  Gilt  dies 
von  allen  entsprechenden  Punkten,  so  nennt  man  die  Punktreihen 
involutorisch  liegend  oder  involutorisch  oder  in  Involution  befindlichy 
nennt  auch  die  beiden  vereinigten  Reihen  eine  involutorische  PunJct- 
reihe.  Entsprechende  Benennungen  wendet  man  unter  entsprechender 
Bedingung  auf  zwei  Strahlenbüschel  an,  welche  denselben  Punkt 
und  dieselbe  Ebene  zu  Trägem  haben,  und  auf  zwei  Ebenenbüschel 
mit  derselben  Aze.  Zwei  ungleichartige  Gebilde  heißen  involuto- 
risch, wenn  das  eine  mit  dem  Schnitte  seines  Trägers  durch  das 
andere  Gebilde  involutorisch  liegt.  Zwei  sich  doppelt  entsprechende 
Elemente  nennt  man  einander  zugeordnet,  involutorisch  gepaart  oder 
ein  Elementev^paar. 

297.  Zwei  projektive  einförmige  Orundgebilde  liegen  involutorisch^ 
wenn  irgend  zwei  nicht  zusammenfallende  Elemente  {A  und  A')  sich 
doppelt  entsprechen. 

Entspreche*  irgend  einem  weiteren  Elemente  B  des  ersten  Ge- 
bildes das  Element  B'  des  zweiten,  so  gilt  nach  Nr.  279 

{AÄBB")  =  {ÄABB). 
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Den  Elementen  A,A',B  des  ersten  Gebildes  entsprechen  aber  nach 
der  Voraussetzung  A',  A,  "B  des  zweiten,  also  auch  nach  dieser 
Gleichung  dem  B  des  ersten  das  3  des  zweiten  Gebildes^  oder  lä 
und  f  entsprechen  sich  doppelt  und  die  Gebilde  sind  involutorisch. 
Fallen  A  und  Ä  zusammen,  so  ist  das  B  des  zweiten  Ausdrucks 
unbestimmt.  A^  Ä  ist  dann  ein  auch  ohne  Involution  mögliches 
Doppelelement. 

Bei  einer  involutorischen  Punktreihe  nennt  man  den  Punkt  O, 
welcher  dem  unendlich  fernen  0'  zugeordnet  ist,  den  Miüdpunkt 
der  Involution,     In  ihm  fallen  die  beiden  Gegenpunkte  zusammen. 

Eine  Involution  ist  durch  zwei  Elementenpaare  AÄ^  BS  gegeben^ 
d.  h.  es  ist  dadurch  das  einem  weiteren  Elemente  C  zugeordnete 
Element  C  bestimmt.    Denn  {AÄBC)  =  {ÄASC)  (273,  1)). 

298.  Zwei  involutorische  Grundgebilde  heißen  gleichlaufend^ 
wenn  ein  Element  des  einen  sich  in  demselben  Sinne  bewegt,  wie 
das  zugeordnete  des  andern,  sonst  ungleiddaufend.  Ein  Doppel- 
dement  oder  Ordnungselement  ist  ein  solches,  in  welchem  zwei  zu- 
geordnete Elemente  zusammenfallen. 

Zwei  ungleichlaufende  involutorisdie  einförmige  Grundgdnlde  be- 
sitzen  zwei  Doppelelemente  MN,  zwei  gleichlaufende  keines.  Zwei 
zugeordnete  Elemente  B,  B"  werden  im  ersteren  Fcdle  durch  zwei  andere 
zugeordnete  A,  Ä  eingesMossen,  im  letzteren  FaUe  getrennt, 

Fig.  16S. 

Fig.  158.  A  und  A  teilen  das  Gebilde  in  zwei  Teile  AÄ  und  A  •  Ä, 
Fig.  a)  Während  bei  einer  ungleichlaufenden  Involution  ein  bewegliches 
Element  B  den  Teil  AÄ  durchläuft,  durchläuft  das  zugeordnete 
Element  S  in  entgegengesetztem  Sinne  denselben  Teil  A' A.  In 
diesem  Teile  muß  daher  eine  Begegnung  in  einem  Doppelelemente 
stattfinden  und  das  Elementenpaar  BS  von  A  und  Ä  eingeschlossen 
Fig  b)  sein.  ■  Ein  zweites  Doppelelement  liegt  in  A  *  Ä,  Bei  gleich- 
laufender Involution  dagegen  durchläuft  B  den  Teil  AÄ  und  zu- 
gleich B'  den  anderen  Teil  Ä  •  A.  Dabei  entsteht  kein  Doppel- 
element  und  zwei  zugeordnete  Elemente  B  und  S  sind  durch  A 
und  Ä  getrennt 

299,  Da  im  Mittelpunkte  0  der  Involution  die  beiden  Gegen- 
punkte vereinigt  sind  (297),  so  gilt  (280) 
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OA'OA  =  OB'OB'  =p\ 

und  p^  heißt  die  Potenz  der  Involution.  Sind  31  »nd  N  die  beiden 
Doppelpunkte,  wovon  also  jeder  zwei  zugeordnete  Punkte  M  und 
M',  bezw.  N  und  N'  in  sich  vereinigt,  so  ist  auch 

und  0M=  ON'=^±yÖA'~ÖÄ'  =  ±p. 

Die  beiden  Doppelpunkte  liegen  also  auf  entgegengesetzten  Seiten 
und  in  gleichen  Abständen  von  dem  Mittelpunkte  der  Involution. 

Seien  entsprechend  bei  einem  involutorischen  Strahknhüschel  r^r 
ein  rechtwinkliges  Strahlenpaar,  so  ist  nach  Nr.  282,  indem  man 
sich  in  ersterem  r  und  g ,  in  letzterem  r   und  q  vereinigt  denkt, 

tg  ar  '  tg  ar  =  tg  6r  •  tg  feV, 

und  für  die  Doppelstrahlen  m  und  n 

tg  mr  =  tg  nr  ==  +  V^o  ^^  •  ^S  ^^' 
Es  bilden  also  die  Doppelstrahlen  gleiche  Winkel  mit  jedem  Schenkel 
r  und  /  des  Rechtwinkelpaares. 

300.  Konjugirte  imaginäre  Elemente.  Bei  ungleichlaufender  In- 
volution sind  A  und  Ä  durch  0  und  0'  eingeschlossen;  OA  und 
OA'  haben  daher  gleiche  Vorzeichen  und  ihr  Produkt,  oder  die 
Potenz  |)*  ist  positiv.  Bei  gleichlaufender  Involution  sind  A  und  A' 
durch  0  und  0'  getrennt;  OA  und  OA'  haben  daher  ungleiche  Vor- 
zeichen und  ihr  Produkt  oder  p^  ist  negativ.  Daher  ist  auch  im 
ersten  Falle  0M=  ON  =  p  reell,  im  zweiten  imaginär,  was  damit 
übereinstimmt,  daß  nach  Nr.  298  im  ersten  Falle  Doppelpunkte 
(verzeichenbare)  bestehen,  im  zweiten  nicht.  Man  kann  sie  daher 
im  zweiten  Falle  nicht  verzeichnen,  nennt  sie  aber  dennoch  be- 
stehend, jedoch  imaginär. 

Man  gewinnt  dadurch  den  Vorteil  übereinstimmender  Bezeich- 
nung, indem  man  involutorischen  Gebilden  unter  allen  Umständen 
zwei  Doppelelemente  zuschreiben  kann,  die  bei  entgegengesetztem 
Sinne  der  Punktreihen  reell,  bei  übereinstimmendem  imaginär  werden. 
Im  ersten  Falle  kann  man  sie  unmittelbar  verzeichnen,  in  beiden 
Fällen  sind  sie  aber  durch  die  Involution  gegeben. 

Sucht  man  bei  einer  gleichlaufenden  involutorischen  Punktreihe 
die  zwei  gleichweit  vom  Mittelpunkte  0  entfernten,  aber  entgegen- 
gesetzt liegenden,  sich  also  nicht  deckenden  zugeordneten  Punkte 
M  und  jM',  so  ist 

OM'  OM  =  0M'{-  OM) OM^  =  OA  -  OÄ  =p\ 

0M=±y—f, 

was  wegen  des  negativen  p^  reell  wird.    Man  nennt  M  und  M'  die 

Wiener,  Lehrbuch  der  dargtellenden  Geometrie.  16 
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ideellen  Doppelputikte  der  gleichlaufenden  Involution.  Sie  bestimmen 
die  ganze  Involjitiony  weil  sie  den  Mittelpunkt  0  von  MM'  als 
dem  unendlicli  fernen  0'  zugeordnet  feststellen ,  während  von  den 
reellen  Doppelpunkten  Jf  (M,  M')  und  N{N^  N')  schon  jeder  ein 
Punktepaar  angibt. 

Die  beiden  imaginären  Doppelelemente  einer  gleichlaufenden 
Involution  heißen  konjugirte  imaginäre  Elemente  und  sie  sind  stets 
durch  zwei  Elementenpaare  einer  gleichlaufenden  Involution  ge- 
geben.*) Zwei  konjugirte  imaginäre  Punkte  liegen  daher  stets  auf 
einer  reellen  Geraden ,  zwei  solche  Strahlen  gehen  durch  einen 
reellen  Punkt  und  liegen  in  einer  reellen  Ebene  ^  zwei  solche  Ebenen 
gehen  durch  eine  reelle  Gerade.  Wir  werden  später  sehen,  daß 
man  imaginäre  Elemente,  wie  reelle,  zur  Konstruktion  benutzen  kann. 

Je  nachdem  p^  positiv,  Null  oder  negativ  ist,  erhält  man  bei 
der  Punktreihe  und  ebenso  bei  dem  Strahlen-  und  Ebenenbüschel 
zwei  getrennte  reelle,  zwei  zusammenfallende  reelle,  oder  zwei  ge- 
trennte imaginäre  Doppelelemente. 

301.  Zwei  zugeordnete  Elemente  eines  einförmigen  ungleichlau' 
fenden  involutorischen  Grundgdnldes  sind  durch  die  Doppelelemente 
(Mund  N)  harmonisch  getrennt  Denn  es  ist  {MNAÄ')  ==  (MNA'Ä) 
(288).  Und  umgekehrt:  Alle  Paare  von  Elementen  -4,  Äy  wdclie  durch 
eu)ei  feste  Elemente  M^  N  harmoniseh  getrennt  sind,  bilden  eine  un- 
gleichlaufende Involution  mit  M  und  N  als  Doppelelenienten,  Denn 
dann  gilt  dieselbe  Gleichung,  woraus  das  doppelte  Entsprechen  von 
3f,Jlf;  N,N',  A,A  folgt. 

302.  Aufg.  Von  einer  iitvolutorischen  Punktreilie  g  sind  zwei 
Funitepaare  AÄ,  BB'  gegeben;  man  soll  1)  den  Mittelpunkt  0  der 
Involutiofi,  2)  die  Doppelpunkte  M,  N,  3)  den  einem  Punkte  C  zu- 
geordneten  C  finden. 

Fig.  15».  Pj     j,g  Aufl,    Man  beschreibe  Kreise 

__  über    AA'   und  BB^    als    Durch- 

^ ^^^  ^^^         messer;  beide  schneiden  sich   bei 

y      ^r^fr^.  ^  \       gleichlaufender  Involution  in  S,  S'\ 

dann  triflFt  SS'  (die  Potenzlinie  der 
Kreisel  die  g  in  0,  weil  0  der  ein- 
zige Ihinkt,  für  welchen  0  A  •  OA'  = 
Oi^.  (>Ä'  =  OS.  0Ä"  =  OS*  (299); 
die  ideellen  Doppelpunkte  M  und 
N  sind  durch  03/  =  0X=  OS  besUmmt,  C  durch  SC  ±  SC. 

*)  Diese  Art  der  Darstellung  des  ImR^inäxeu  in  der  Geometrie  ist  r.  Staudt 
(Beiträge  «ur  Geometrie  der  Lafft»,  Nflrnborj:  1850-  f>0>  so  verdanken.  Eine  er- 
weiternde Bearbeitung  gab  Herr  l.üroth  in  den  nuUh.  Auual*^n  (1874.  B.  8,  S,  145). 
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Bei  ungleichlaufender  Involution  schneiden  sich  die  Kreise  nicht pig.ico. 
in  reellen  Punkten;  man 
findet  dann  0,  indem 
man  einen  dritten^  jene 
beiden  Kreise  schneiden- 
den Kreis  zeichnet,  etwa 
durch  B  und  B']  er  treffe 
den  Kreis  AÄ'  in  2)  und         /  !    /^'^^     \  j  \ 

1/;   dann   schneidet   die      -^ -^ — ^\\  \^  ^^' — /^  ^^, 

Gerade   DD'    die    ö    in  ,  1  \  ''^C- 


Fig.  160. 


V 


O.     Denn   es    ist    dann  j        ^t^-^ 

OD^ODT^OAOÄ^  ßV^^^^ 

OB '  OB".  Zieht  man  aus 

O  eine  Tangente  OT  an  den  Kreis  AA'  mit  dem  Berülirungspunkte 
T,  so  ist  OM=ON==^OT,  weil  Or  =  OA'OA\  Zieht  man 
(die  Potenzlinie)  OSS'  A-g,  nimmt  auf  ihr  einen  willkürlicht-n  Punkt 
S  ah,  und  bestimmt  S'  so,  daß  S' Ä  J_  SA,  so  erhält  man  C  durch 
S'C'±Sa  Denn  aus  ähnlichen  Dreiecken  folgt  0^:OÄ=0>S":0^'  . 
und  OC:OS=  OS' :  0C\  daher  00  •  00'  =  OA  :  OÄ.  —  Solche 
zwei  getrennten  Punkte  S,  S'  können  auch  im  ersten  Falle  an- 
gewendet werden. 

Die  entsprechende  Aufgabe  über  ein  involutorisches  StraJilen- 
hüschel  wird  vermittelst  der  Involution  auf  einer  schneidenden  Ge- 
raden gelöst.  —  Später  werden  reciproke  Auflösungen  mittelst  eines 
Kegelschnittes  gegeben  werden. 

rv.   Kollineation  ebener  Systeme. 

303.  Die  Gesamtheit  der  Punkte  und  Strahlen  in  einer  Ebene 
heißt  ein  ebenes  System;  die  Ebene  ist  ihr  Träger.  Die  Gesamtheit 
der  Strahlen  und  Ebenen,  welche  durch  einen  Punkt  gehen,  heißt 
ein  StraJdenbündd,  der  Punkt,  sein  Mittelpunkt,  ist  sein  Träger.  Es 
sind  dies  die  beiden  Grundgebilde  der  ztmiten  Stufe,  —  Ein  ebenes 
System  wird  aus  einem  Punkte  außerhalb  desselben  durch  ein 
Strahlenbundel  projicirt,  und  ein  Strahlenbündel  durch  eine  Ebene, 
die  nicht  durch  seinen  Mittelpunkt  geht,  in  einem  ebenen  Systeme 
geschnitten. 

Zwei  ebene  Systeme  sind  perspektiv,  wenn  sie  Schnitte  eines  und 
desselben  Strahlenbündels  sind;  bringt  man  sie  aus  dieser  Lage 
heraus,  so  sind  sie  noch  kollinear  oder  in  Kollineation  befindlich. 
Zwei  Strahlenbündel  sind  perspektiv,  wenn  sie  ein  und  dasselbe  ebene 
System  projiciren;  aus  dieser  Lage  gebracht,  sind  sie  noch  pro- 
jektiv.    Wir  werden   die  Betrachtung   an   den  für  uns  wichtigeren 

16* 
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kollinearen  ebenen  Systemen  ausführen,  von  denen  sich  die  Ergeb- 
nisse leicht  auf  die  Strahlenbündel  übertragen  lassen.  Einzelnes 
über  Kollineation  haben  wir  schon  in  Nr.  180  f.^  und  140  betrachtet- 
Der  Punkt,  aus  dem  sich  ewei  Perspektive  ebene  Systeme  auf  ein- 
ander projiciren,  heißt  der  Kollineationsmittelpunkt ,  oder  das  KoIH- 
neationscentrumy  die  Strahlen  aus  demselben  Kollineationsstrahlen^ 
die  Schnittgerade  der  beiden  Ebenen  die  Kollineatiofisaxe,  zwei  Punkte 
oder  zwei  Gerade,  welche  bezw.  von  einander  die  Projektionen  sind, 
entsprechend.     Es  gilt  dann  offenbar 

1)  jedem  Punkte  und  «jeder  Geraden  des  einen  Systems  ent- 
spricht ein  Punkt,  bezw.  eine  Gerade  des  andern;  liegt  im  einen 
System  ein  Punkt  in  einer  Geraden,  so  liegt  im  anderen  der  ent- 
sprechende Punkt  in  der  entsprechenden  Geraden;  jeder  Punktreihe 
entspricht  eine  damit  projektive  Punktreihe,  jedem  StrahlenbQschel 
ein  damit  projektives  Strahlenbüschel; 

2)  die  Verbindungsgerade  zweier  entsprechenden  Punkte  A 
und  A'  geht  durch  den  Kollineationsmittelpunkt; 

3)  Zwei  entsprechende  Gerade  a  und  a  schneiden  sich  ajif  der 
Kollineationsaxe. 

Fig.  161.         304.  Seien  die  Ebenen  E  und  E'  der  beiden  Systeme  in  senk- 
rechter Projektion  auf  einer  zur  EoUineationsaxe  s  senkrechten  Ebene 

dargestellt,  sei  D  der  Kollinea- 
tionsmittelpunkt, so  lege  man 
zu  jeder  der  Ebenen  eine  Parallel- 

ebene   durch  D:  dieselben  pro- 

.^      ^      ^y"^ t  \^^  iiciren  die  unendlich  fernen  Ge- 

/         ^"tc.       f        ^v   ^v  raden  q  der  S  in  q    der  B'  und 

/       ^^f^j         I  ^v  \  **'  d®''  B'  in  ^  d^r  E.    r  und  q 

^x\  heißen  die  £r6i^enaa;en  der  E  bezw. 

^        y  der  E'.     Sie  sind    parallel    zur 

Eollineationsaxe.   Es  entspricht 

dann  jedem    unendlich    fernen 

Punkte  der  einen  Ebene  ein  Punkt  der  Gegenaxe  der  anderen  Ebene, 

und  jedem  Parallel strahlenbüschel  der  einen  ein  Strahlenbüschel  der 

anderen,  dessen  Mittelpunkt  in  deren  Gegenaxe  liegt. 

305,  Dreht  man  von  zwei  Perspektiven  ebenen  Systemen  E  und  B' 
das  eine  E'  um  die  Kollineationsaxe  s,  so  bleiben  beide  Systeme  per- 
spektiv;  dabei  beschreibt  der  Kollineationsmittelptinkt  O  einen  Kreis, 
dessen  Drehaxe  die  Gegenaxe  r  der  festen  Ebene  E  ist,  und  befindet 
sich  stets  in  einer  z%i  der  jedesmaligen  Lage  von  E'  parallelen  durch  r 
gellenden  Ebene  und  mvar  derart,  daß  die  Ebetien  E'  und  Dr  von  der 
Anfangslage  aus  gleiche   Winkelräume  b<*sclineben  haben. 
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Sind  nämlich  g  und  g  irgend  zwei  entsprechende  Gerade^  welche 
sich  daher  in  einem  Punkte  S  der  s  treffen,  während  g  die  r  in  U, 
g  die  q  in  Qf  schneide,  so  daß  R  und  Q'  die  Gegenpunkte  von  g 
und  g'  sind,  und  ergänzt  man  BSQ'  zu  einem  Parallelogramme,  so 
ist  der  neue  Eckpunkt  der  Perspektive  Mittelpunkt  von  g  und  g' 
(280)  oder  der  Kollineationsmittelpunkt  D.  Dreht  man  nun  £'  samt 
g'  um  s,  so  beschreibt  Q  einen  Kreis  um  5,  und  da  in  dem  Er- 
gänzungsparallelogramme stets  RÜ^S^  bleibt,  so  beschreibt  £)  einen 
Kreis  um  r  und  ist  in  der  im  Satze  bezeichneten  Lage  der  Kollinea- 
tionsmittelpunkt für  alle  Punkte  irgend  zweier  entsprechenden  Ge- 
raden g  und  g,  daher  für  die  ebenen  Systeme  E  und  E'. 

306.  Legt  mau  £'  ganz  in  E  um,  so  gelnngt  der  Kollineations-^'ig  ißi. 
mittelpnnkt  in  einen  der  beiden  Schnittpunkte  0  oder  0*  des  von  D 
beschriebenen  Kreises  mit  E.  Da  auch  dann  RS^O  seine  Gestalt 
als  Parallelogramm  bewahrt  und  also  0,  bezw.  0*  der  Kollineations- 
mittelpunkt für  alle  Punkte  irgend  zweier  entsprechenden  Geraden 
g  und  g  ist,  so  erhält  man  jswei  in  einer  Ebene  vereinigte  perspektiv- 
hollineare  Systeme^  welche  die  in  Nr.  303  unter  1),  2),  3)  angeführten 
Eigenschaften  besitzen.  In  dem  Kollineationsniittelpunkte  sind  jedes- 
mal zwei  entsprechende  Punkte  vereinigt,  da  alle  durch  ihn  gelegte 
Geraden  sich  selbst  entsprechen.  Es  sind  dies  die  Punkte  0  und  0', 
oder  0*  und  0*',  in  jener  auf  s  senkrechten  Ebene,  für  wejche 
SO  ==  S0\  SO*  =  SO*'  ist.  Außer  dem  Kollineationsniittelpunkte 
entsprechen  nocja.  die  Punkte  der  Kollineationsaxe  s  sich  selbst,  sonst 
aber  keine,  ausgenommen  in  dem  Falle,  in  welchem  O  auf  00\ 
oder  auf  0*0*',  ins  Unendliche  rückt,  wo  dann  jeder  Punkt  mit  seinem 
entsprechenden  zur  Deckung  gelangt,  und  die  Systeme  kongruent  sind. 

Die  beiden  entstehenden  Lagen  der  vereinigten  Systeme  sind  in 
den  Fig.  162,  a)  und  b)  dargestellt.  In  der  ersten  sind  die  Gegen- Fig.  le». 
azen  durch  0  und  s  eingeschlossen,  in  der  zweiten  schließen  sie  0* 
und  5  ein.  Aus  Fig.  161  ergibt  sich,  daß  die  Abstände  sr  =  q'fD 
=  qO'  und  sq  =  r£)  ^=  rÜ,  oder  in  Fig.  162  ^r  =»  g''0  =  —  Oq' 
{=  —  0*q),  sq  =  rO  =  ^  Or  (=  —  0*r)  sind;  oder  der  Ab- 
stand der  Kollineationsaxc  von  der  einen  Gegenaxe  und  derjenige  des 
KollinecUionsmittelpunktes  von  der  anderen  Gegenaxe  sind  gleich  und 
entgegengesetzt  gerichtet. 

m 

Dreht  man  von  zweien  in  einer  Ebene  vereinigten  perspektiv- 
kollinearen  Systemen  das  eine  E'  um  s,  und  zugleich  die  Parallel- 
ebene Or  um  r  zurück,  indem  man  beide  stets  in  paralleler  Stellung 
erhält,  so  werden  die  Systeme  räumlich  perspektiv,  weil  das  in  der  vor. 
Nr.  erwähnte  Parallelogramm  BSQ'O  stets  diese  Gestalt  behauptet, 
und  daher  O  stets  der  Kollineationsmittelpunkt  von  E  und  E'  bleibt. 


J 
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307.  Zwei  in  einer  Ebene  vereinigte  perspektiv-lcollineare  Systeme 
führen,  wenn  man  nicht  auf  ihre  Abhängigkeit  durch  gegenseitige 
räumliche  Projektion  zurückgeht,  zu  dem  Begriffe  der  Projektion  in 

Fig.  162. 


1^^ 


«> 


^IK^ 


Ms. 


^./2g,     >. 


(/rr  ElH'nVy  der  sich  aus  dem  ursprünglichen  Begriffe  der  Projektion 
nicht  unmittelbar  ergibt, 

Ztrei  SiMie  SifsfeiMe  bestimmet^  sieh  getfens^^itiff^  so  daß  zu  jedem 
Punkte   des  einen  der  entsprechende  des  anderen  gefunden  werden 
kann» 
^^4!  if^«'b)  1)   tvtfu^    die  Ki^Hnaitionsaxf^  5,   tier   KoiÜHeatioHsmMeipunkt  0 

WM*/  <•#«  IUI/'  fifif^iH  Ki»Uint^ttiOHs.^h-ahIe  iinKfkies  Paar  enlsprediender 
l^nkU'  A  tiiui  A'  #;»*^y«»-M  shuL  Man  erhält  dann  den  einem  Punkte 
/>  entsprechenden  Punkt  I>^  wenn  man  beachtet,  daß  der  Strahl  BB' 
durch  O  &!eht  und  der  Schnittpunkt  von  AB  und  A' B^  aof  s  liegt. 

2"^  /*(>$  in  fiH'T  FUnt'  Vf'fYin*)rfe  ^rsjttkfiC'l'iJlimeare  Sgsttfne 
sih'i  /«'S.*.»«/»;/  •iha7»  -«/vi  rnisprtxh^thif'  Ihröxke  ABC,  A'ffC  (oder 
iiV"*  P'  f  «•  c'iw^/MrtA*>.';*-r  l^.iktr'h  /«>  'o.VÄ«'  tiir  VerbitkiMmpäinSen  ent- 
si^  '  '^:  r  PffHlt'  AA\  BB\  iC  >K*  »II  of<^  PHmlif  6  6^1^  0*>, 
.:'•■•  A"  .'.\r  sv'ä 'i.>w  .rr- "i^üatv.  ^h'i-  i'H^  Es  li^ßm  iktmm  atidk  die 
,'•  ;  S/.w  .'j'  «  ".*'  »trNr»>\/,-  ..j'  r  itt^h''-»  A^  p  »  BC  mmd  B^C^j  B^ 
•■  *»  (\1   «•"  J  C A\  i\  o  H  AB  if»'-f  A'K  anr'  ^imer  Gerxfden  s,  der 


A". 


n>»:.;t. 


K<  korv.ou  nliuilioh  die  drei  Sinüilen  aus  ()  als  die  Projek- 
tiv^rtt^a  *:er  Kanton  einer  drei^einji-pTramidaleji  Riebe  und  ABC 
Mtw  A  B''^  als  die  lV\>jek:: .^r.en  Ton'iwei  ebenen  Sdmittcn  der- 
selUr«    bttrftihtet    vyixlen;   »iaher   mu.>   a^ch  der  ScknittpoBki  A^ 
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Ton  BC  imd  B'C'  auf  der  Projektion  der  Schnitdinie  beider  sieh 
schneidendeD  Ebenen  liegen,  ebenso  B,  und  (7,,  also  alle  drei  auf 
derselben  Geraden  s. 

3)  ZuKi  in  einer  Ebene  vereinigle  perspektiv-kollineare  Sysletne 
sind  bestimmt  durch  zwei  entsprechende  Dreiscite  ABC,  Ä'B'C  (oder 
drei  Baare  e>tt^>rechcnder  Geraden),  für  welche  die  Sdinittpunkte  etU- 
sprecJiender  Seiten  A^  von  BC  und  B'C,  B^  von  CA  und  CA',  C, 
*  von  AB  und  AB'  auf  einer  Geraden  s,  der  Kollineationsaax  liegen, 
£s  schneiden  sielt  datin  audi  die  drei  Vcrbindunf/slinien  entsprechender 
lenkte  AÄ,  BB"  CC  in  einem  Funkte  0,  dem  Kollincationsmittcl- 
punkli: 

Es  können  nämlich  die  drei  Punkte  auf  s  als  die  Projektionen 
dreier  Punkte  einer  Ueraden  (s)  augesehen  werden  und  die  beiden 
Dreiseite  als  die  Projektionen  zweier  Dreiseite,  welche  in  verschie- 
denen Ebenen  liegen,  und  deren  Seiten  sich  paarweise  in  jenen  drei 
Punkten  der  (s)  schneiden.  Die  drei  durch  die  zwei  Seiten  jedes 
Paares  gelegten  Ebenen  bilden  eine  dreiseitige  Pyramide,  und  .die 
Projektionen  der  Kanten  dieser  Pyramide  sind  AA',  BIX  VC'\ 
welche  sich  daher  in  der  Projektion  0  der  Spitze  der  Pyramide 
schneiden  mtlssen. 

308.   Aufy.  Zu  einem  Dreiedce  ABU  das  perspekUv-kollincare^^-^''^- 
A' B'C  zu  bestitnmim,  uenn  der  Kol- 
linealiottsmittelpunkl  0,  die  Axe  s  and  *^'8-  '^^• 

ein  entsprechetuter  Punkt  A'  oder  die       ^M 
Gegenaxe  r  gegeben  sind  ^ 

Aufl.     Ist  A  gegeben,  so  Ter-        -''j^ 
ßhrt  man  nach  Nr.  307.  Ist  r  gege-  '  V")^^ 

ben,  BD  hat  man  auf  jedem  durch 
0  gehenden  Strahle  ebenfalls  ; 
entsprechende  Punkte,  nämlich  den 
Punkt  der  r  und  den  unendlich  fernen 
(der  r).  Um  demnach  C  zu  be- 
stimmen, schneide  man  AC  mit  s 
in  £,,  mit  r  in  B^\  diesem  B^  ent-  .i 
spricht  der  unendlich  ferne  Punkt 
auf  OB^.  Daher  ist  ÄC  die  durch. 
Af  parallel  zu  OB^  gezogene  Ge- 
rade. Auf  dieselbe  Weise  ist  jede 
Seite    von    A'B'C   bestimmt,    und 

man  hat  noch  die  Proben,  daß  AÄ',  \  ■^      \-^    \i 

Bff,  CC  durch  0  gehen. 

Aus   dem    Parallelismus    von  ÄC    und    OB^  folgt  der   Satz; 


r. 

f' 

/j/ 

^^ 

4r 

X. 
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Sind  g  «nd  g  mvei  entsprechende  Gerade,  r  vml  q  die  Gegmaxen  in 
den  bezüglichen  Systemen,  so  sind  die  Winkel  g'q  und  0{gr),  r  ein- 
ander gleich.  Auch  ist  A  O^^C, -^  A  ^'5,(7,  ^  ^  .l'BjCj,  wenu 
Bf,  Cj  die  Schnittpunkte  der  CA',  AB"  mit  q'. 
w-  Erörterung  über  die  Lage  der  beiden  entsprechenden  Dreiecke  ABC 
und  A'B'C  Schließt  das  endliche  Dreieck  ABC  ein  Stück  der 
Gegenaxe  r  seiner  Ebene  ein,  so  schließt  A'B'C  ein  Stück  der  nn- 
endltch  fernen  Geraden  /  seiner  Kbene  ein.  A'B'C  ist  dann  kein 
endliches  Dreieck;  es  ist  durch  die  SchrafGrung  der  Fi^ur  angezeigt. 
Überhaupt:  „drei  Punkte  oder  drei  unbegrenzte  Gerade  eiuer  Ebene 
bilden  vier  Dreiecke,  welche  die  ganze  Ebene  erfüllen,  und  tou 
denen  eines  endlich  ist."  Man  untersuche  die  fünf  Fälle  für  .■l'B'C', 
in  denen  r  1)  das  endliche  Dreieck  ABC  nicht  schneidet,  2)  nur 
durch  einen  Eckpunkt  desselben  geht,  3)  es  schneidet,  ohne  durch 
einen  Eckpunkt  zu  gehen,  4)  es  schneidet  und  durch  einen  Eck- 
punkt geht,  5)  eine  Seite  enthält. 
'«•  Fig.  164.  In    entsprechender    Weise   wird  zu 

^O  einem   Quadrate    ABCD   mit   diagona- 

/  'i  "'s  ler    Täfelung   die    entsprechende    Figur 

/        I         \  ABC'iy  gefunden;  gegeben  ist  der  dem 

^^  <?"  unendlich  fernen  Punkte  E  entsprechende 
£';  daraus  wird  gefunden  dieGegenase  q, 
auf^'die  Mittelpunkte  i^,  G'  derStrahien- 
büscbel,  welche  den  unendlich  fernen  Mit- 
telpunkten F,  G  der  diagonalen  Parallel- 
strahlenbüschel  entsprechen. 

309.  Die  kollineare  Beziehung 
zweier  ebenen  Systeme  ist  bestimmt, 
wenn  vieren  gleichartigen  Elementen 
des  einen  vier  mit  jenen  gleichartige 
des  anderen  in  willkürlicher  Weise  als 


^pJlB 


m\a 


entsprechend  zugeordnet  sind,  also 
vieren  willkürlichen  Punkten 
A,  B,  C,  D  des  einen,  von  denen 
jedoch  keine  drei  auf  derselben 
Geraden  liegen,  vier  eben  solche 
Punkte  A',  B',  C ,  D'  des  andern. 


vieren  willkürlichen  Geraden 
a,b,c,d  des  einen, von  denen  jedoch 
keine  drei  durch  denselben  Punkt 
gehen,  vier  ebensolche  Gerade 
a',b',c',d'  des  andern. 


Man  findet  dann  den  einem  Punkte  P  entsprechenden  P',  in- 
dem man  beachtet,  daß  entsprechende  Srahlenbüschel  projektiv  sind 
(303,  1)),  und  vermöge 

A  (BCDF)  =  Ä  (B-CD-P-),  B  {ACDP)  =  S  {ÄCD'P') 
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Fig.  165. 


die  beiden  Strahlen  ÄP\  SP'  konstruirt  (284),  wodurch  2^  be- 
stimmt ist. 

Ebenso  wird  aus  den  vier  Paaren  von  Geraden  die  fünfte  g' 
zu  g  konstruirt  vermittelst  der  Schnittpunkte  a  g  und  Vg\  welche 
sich  aus  den  projektiven  Punktreihen 

a  (b,  Cy  rf, g)  =  d  (b\  c,  (l\ g),  b  (a,  c,  rf, g)  =  b'  (a,  c,  d\ g) 

ergeben. 

In  zwei  kollinearen  ebenen  Systemen  decken  sich  daher  alle 
Paare  entsprechender  Elemente,  wenn  dies  für  vier  Puuktepaare 
oder  Geraden  paare  der  Fall  ist,  jedoch  unter  der  Voraussetzung,  daß 
in  jedem  Systeme  nicht  drei  der  Punkte  auf  einer  Geraden  liegen, 
oder  nicht  drei  der  Geraden  durch  einen  Punkt  gehen. 

Zus,  Zwei  ebene  Systeme  ÄffCDF  und  Ä'B'G"U'F\ 
welche  zu  einem  dritten  ABC  DP  projektiv  sind,  sind  es  unter  ein- 
ander, weil  dann  Ä{B'CD'P)  ==  A(BCDP)  und  Ä\B"C"D'P') 
=  A(BCDP),  also  auch  A{BCD' r)  =  Ä'{B'C" D" P')  u.s. w.  ist. 

310.   Aufg.   Zwei  Jcollineare  ebene  Systeme,  welche  durch  zwei  rw^rig  le». 
sprechende    Vierecke 
ABCD,    ÄBC'jy   ge- 
geben sind,  in  perspective 
Lage  zu  bringen. 

Aufl.  Man  suche  zu- 
erst die  Gegenaxe  r,  bezw. 
q  in  jedem  Systeme.  Ist 
E  der  Schnittpunkt  von 
^^  und  CD,  E'  von 
Äff  und  C'IX,  so  sind 
ABE,ÄB'E'  zwei  pro- 
jektive Punktreihen,  de- 
ren Gegenpunkte  R  und 
(Jf  man  bestimme  (283). 

Ebenso  suche  man  auf  CDE  und  C 1/ E'  die  Gegenpunkte  ü^  und 
Q^.  Dadurch  sind  die  Gegenaxen  r  =  RBi,  q  =  Q' Qi  bestimmt. 
Den  KoUineationsmittelpunkt  0  erhält  man  vermöge  des  Satzes 
der  Nr.  308  so,  daß  A  OBRi^^  A  EQ'Q^  und  0'  vermittelst 
A  Cy  Q'  Qi  "^  A  ERR^,  Man  bekommt  dann  je  zwei  in  Bezug  auf 
r,  bezw.  q    symmetrische  Punkte  0,  0*  und  0\  0*'. 

Nun  kann  die  Perspektive  Lage  hergestellt  werden,  indem  man 
zwei  der  beiderlei  Kollineationsraittelpunkte  so  zur  Deckung  bringt, 
daß  die  entsprechenden  Seiten  der  angeführten  ähnlichen  Dreiecke 
parallel    werden.     Es   ist   dies    in  vier  Lagen  möglich,  in  zweien, 


250 


VI,  310—311.    Projektive  Geometrie. 


wenn  0'  in  0  (Viereck  0' ^' $/£'-' ||  V.EJBJBiO)  und  in  zweien, 
wenn  0*'  in  0*  {0*'^ Q^E'  r^\  ERR,0*)  liegt,  wobei  jedesmal 
die  zweite  Lage  aus  der  ersten  durch  Drehung  um  0(0'\  bezw.  0*{0*') 
um  180^  folgt.  Jedesmal  sind  die  Gegenaxen  einander  parallel,  und 
die  Kollineationsaxe  wird  durch  den  Schnitt  zweier  entsprechenden 
Geraden  bestimmt. 

311.  Satz,  In  zweien  in  einer  Ebene  vereinigten  perspektiv-Tcolli- 
nearen  Systemen  wird  auf  jedem  Kollineationsstrahle  die  Strecke  zwischen 
dem  Mittelpunkte  0  und  der  Axe  s  der  Kollineation  durch  ztcei  ent- 
sprechende Punkte  in  demselben  Doppelverhältnisse  getheilt;  man  nennt 
dasselbe  das  cluirakteristiscke  Doppelverhältnis  oder  die  Charakieristik 
8  de9'  Kollineation;  also  ist 
Fig.166.  {OA^ÄA)  =  ipB^BB)  =  . . .  =  d, 

wenn  -4q,  Bq  -  -  -  auf  5  liegen.  Denn  beide  Punktreihen  sind  per- 
spektiv  aus  6\. 

Fig.  166. 


AX 
/!\\ 


«> 


^3/  le<  \ 


Ist  ö  positiv,  so  liegen  zwei  entsprechende  Punkte  Ä,  Ä  beide 
auf  der  Strecke  OA^  oder  beide  auf  0'A^\  ist  d  negativ,  so  liegt 
der  eine  auf  OA^^  der  andere  auf  0*A^. 

Rückt  Ä  ins  Unendliche,  so  geht  A  in  die  Gegenaxe  r  nach  B\ 

rückt  A  ins  Unendliche,  so  geht  Ä  nach  ^  in  g'.    Daher  ist  auch, 

OA      OA'  OB  A^Q' 


AA^^  '  Ä  A^ 


HA,  Q'O 

Auf  diese  Weise  ist  das  Doppelverhältnis  in  ein  einfaches  ver- 
wandelt. 

Für  d  =  —  1  sind  beide  Systeme  involutorisch,  für  d  =  +  1  decken 
sie  sich.    Im  ersten  Falle  ist  OALqAA'  eine  harmonische  Punktreibe, 
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und  einem  Punkte,,  mag  man  ihn  als  einen  solchen  des  ersten  oder 
des  zweiten  Systems  ansehen,  entspricht  derselbe  Punkt  des  anderen, 
oder  beide  Punkte  entsprechen  sich  doppelt  und  bilden  ein  Punkte- 
paar, weil  —  1  =  (OA,AA')  =  (OA^A'A)  (288,  297). 

312.  Je  nachdem  der  Eollineationsmittelpunkt  0,  oder  die  Axe  s, 
oder  beide  im  Endlichen  oder  Unendlichen  liegen,  treten  besondere 
Fälle  der  Kollineation  ein,  welche  durch  den  Wert  der  Charakte- 
ristik d  noch  in  Unterfalle  geteilt  werden. 

1)  Liegt  0  und  s  im  Eudlichen,  so  hat  man  die  Kollineation 
im  engeren  Sinne,  die  bisher  betrachtet  wurde,  und  welche  för  d  =  —  1 
involutorisch  wird. 

318.   2)  Liegt  0  im  Unendlichen  und  s  im  Endlichen,  so  tritt *'*igi67- 
die  Affinität  ein.    Beide  Ebenen  l^if?.  167. 

sind  nach  ihrer  Trennung  nicht 
parallel,  weil  s  im  Endlichen,  und 
es  findet  Parallelprojektion  statt, 
weil  0  und  dann  auch  O  im 
Unendlichen  liegen.  Die  Affinität 
besitzt  folgende  Eigentümlich- 
keiten: a)  die  Eollineations-  oder 
Affinitatsstrahlen  sind  parallel 
(Parallelprojektion)  und  geneigt 
oder  senkrecht  zu  s;  b)  die  Gegenaxen  liegen  im  Unendlichen;  c)  einem 
Parallelstrahlenbüschel  des  einen  Systems  entspricht  ein  ebensolches 

des  anderen:  d)  die  Charakteristik  wird  =  -,  /'  =    ,,J*-  =  ö:  oder 

das  Verhältnis  der  Abschnitte  eines  Affinitätsstrahles  von  zwei  ent- 
sprechenden Punkten  bis  jedesmal  zur  Axe  ist  unveränderlich; 
e)  das  Verhältnis  der  Flächeninhalte  zweier  entsprechenden  Figuren 
ist  unveränderlich  =  d;  f)  das  Verhältnis  zweier  parallelen  Strecken 
des  einen  Systems  ist  gleich  demjenigen  der  beiden  entsprechenden 
(und  ebenfalls  unter  einander  parallelen)  Strecken  des  anderen. 

Wird  d=  —  1,  so  werden  die  affinen  Systeme  involutorisch; 
es  wird  Ä A^  =  —  AA^,  B" Bq=  —  ^-Bo;  •  •  •  B^id«  Systeme  be- 
sitzen dann  schiefe  oder  senkrechte  Symmetrie  in  Bezug  auf  die  Axe  s. 
Die  letztere  ist  zugleich  Kongruenz,  wobei  zum  Decken  im  allgemeinen 
Umklappen  um  s  notwendig  ist. 

314.    3)  Liegt  0  im  Endlichen,  s  im  Unendlichen,  so  tritt  dieFig.ißs. 
Ähnlichkeit  ein.     Sie  entsteht  durch  Centralprojektion,  bei  welcher 
die  noch  nicht  vereinigten  Ebenen  unter  einander  parallel  sind,  und 
sie  besitzt  folgende  Eigentümlichkeiten:  a)  zwei  entsprechende  Ge- 
radea  mnd  fflBfawuiymidiLr  naaiktaMHiiii^temiaxen  li^en  im  Un- 
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endlichen;  c)  einem  Parallelstrahlenbüschel  des  finen  Systems  ent- 
spricht ein  ebensolches  mit  jenem   paralleles  Büschel   des  anderen; 

d)  die  Charakteristik  wird  OA\OÄ=OBiOS 
=  Sj  welche  auch  das  ÄhnlichkeitsverhäUnis 
heißt.  FGr  ein  positives  d  nennt  man  0  den 
äußeren  Ähnlichkeitsptihkt,  so  bei  den  Figuren 
ABC,  ÄffC\  für  ein  negatives  8  den  inneren 
Ähnlichkeitspunkt,  so  bei  den  Figuren  ABC, 
Ä'B"C"]  e)  das  Verhältnis  der  Flächenin- 
halte zweier  entsprechenden  Figuren  ist  un- 
-^A;- — h- ^^'  veränderlich    gleich   dem   Quadrate   der  Cha- 

^^  /  \y    \     ^  rjjkteristik;  A  ABC :  A  A'B'C=  OA^ :  OA'^ 

\^  =  d^]  f)  zwei  Strecken  des  einen  Systems 
haben  dasselbe  Verhältnis  wie  die  entsprechen- 
den des  anderen;  AB  :  BC  =  A'B' :  B'C. 

Wird  d  ==  —  1,  so  werden  die  ähnlichen 
Systeme  symmetrisch  in  Bezug  auf  eineth  Punkt, 
daher  auch  kongruent,  wobei  zum  Decken  eine  Drehung,  ohne  Um- 
klappen, nötig  ist.    So  ist  ABC  r^  Ä'B*'C'\ 
Fig.169.         315.    Liegen  0  und  s  im  Unendlichen,  so  tritt  die  Kongruenz 
ein.    Sie  entsteht  durch  eine  Parallelprojektion,  bei  welcher  die  noch 

nicht  vereinigten  Ebenen  unter  einander 
parallel  sind.  Die  Gegenaxen  liegen  im 
Unendlichen;  die  Charakteristik  ist  d  =  1; 
entsprechende  Figuren  sind  kongruent  und 
gehen  durch  Parallelverschiebiing  in  ein- 
ander über.  Involution  ist  hierbei  un- 
möglich. 

316.    Übungsaufgaben. 
1)  In  zweien  durch  ein  Paar  entsprechen- 
der perspektiver  Dreiecke  ABC  und  ÄB'C  gegebenen  kollinearen 
Systemen    die  Kollineationsaxe  5   und  die  beiden  Gegenaxen  r  und 
([  zu  konstruiren. 

2)  0,  s  und  eine  B'igur  AB  CD  . .  sind  gegeben,  die  entsprechende 
Figur  ÄB'C  D' ...  zu  konstruiren,  wenn  die  Charakteristik  d  =  ^ 
(oder  ==  —  ^)  sein  soll. 

3)  Ein  gegebenes  Viereck  und  ein  Quadrat  in  Perspektive  Lage 
zu  bringen. 
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V.    Brzeugnisfle  projektiver  Strahlenbüschel  und  Funktreihen 

in  einer  Ebene. 

317.  Nimmt  man  zwei  beliebige  Punkte  A  und  B  eines  Zras(?5Fig.i7o. 
als  Mittelpunkte  zweier  Strahlenbüschel  und  nennt  diejenigen  Strahlen 
entsprechend,  welche  sich  in  einem  Punkte 
des  Kreises  schneiden ^  wie  AG  oder  c  und 
BC  oder  c,,  so  sind  beide  Büschel  gleich, 
weil  die  Winkel  entsprechender  Strahlen  wie 
cd  und  c^i\  gleich  sind.  Gelangt  der  lau- 
fende Punkt  des  Kreises  nach  -4,  so  geht  der 
Strahl  aus  A  in  die  Tangente  a,  der  Strahl 
aus  B  in  BA  oder  a,  über,  welche  beide 
Linien  sich  also  entsprechen.  Ebenso  ent- 
spricht dem  Strahle  AB  oder  6  aus  A  die 
Tangente  ftj  in  B. 

Andererseits,  nimmt  man   zwei    beliebige   Tangenten  a  und  fepig.iTi. 
eines  Kreises  als  Puuktreihen  an  und  nennt  diejenigen  Punkte  ent- 


Fig.  171. 


sprechend,  welche  auf  derselben 
weiteren  Tangente  des  Kreises 
liegen,  wie  G  und  G^  als  Schnitt- 
punkte mit  der  Tangente  c^  so 
sind  diese  Punktreihen  projektiv. 
Denn  werde  der  Kreis  von  a,  6, 
c,  d  der  Reihe  nach  in  Aj  B^, 
C\  D' . . .  berührt,  so  ist  MG 
±AG\  MD±Aiy,  daher  das 
Büschel  M(CD..,)  -^  A{CD\..) 
Aus  gleichen  Gründen  ist 
M(C, D,...)<^B,  (C D\ . .),  und 
da  G\D' ....  aus  allen  Punkten 
des  Kreises,  so  auch  aus  A  und 
jBj  durch  gleiche  Büschel  pro- 
jicirt  werden,  sind  auch  die  Büschel  3£(CD . . .)  und  M{C^D^ .  . .) 
einander  gleich,  und  daher  die  Punktreihen  GD . ,  .  und  C^D^  . . . 
zu  einander  projektiv.  Läßt  man  die  bewegliche  Tangente  mit  a  zu- 
sammenfallen, so  geht  der  Punkt  auf  a  in  den  Berührungspunkt  J., 
der  Punkt  anf  h  in  den  Schnittpunkt  afc  =  -4^  über,  und  A  und  A^ 
entsprechen  sich.  Ebenso  entspricht  dem  Punkte  ha  =  B  ptf  a  der 
Berührungspunkt  j?^  auf  b. 

Wir    können     daher     folgende     beide     reciproke 
sprechen: 


aus- 
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bestimmt  sind^  projiciren  sich  in  zwei  unter  einander  projektive 
Strahlenbüschel  A{BFC)  und  B{FAC),  also  in  die  Anfangs- 
genannten, daher  jedes  vierte  Paar  entsprechender  Strahlen  der 
Büschel  Ä  und  If  in  ein  viertes  Paar  entsprechender  Strahlen  der 
Büschel  A  und  B^  und  der  Durchschnitts punkt  der  ersteren  in  den 
der  letzteren y  das  ist:  jeder  Punkt  des  Kreises  in  einen  Punkt  unserer 
Kurve  y  welche  daher  ein  Kegelschnitt  ist 

För'den  Satz  rechts  seien  die  projektiven  Punktreihen  durch 
AyFyD^  und  F,B^D  bestimmt;  man  ziehe  wieder  einen  die  AF 
in  A  berührenden  Kreis ,  an  ihn  aus  F  und  D,  zweite  Tangenten 
jFJS',  D^C,  welche  in  ^,  C  berühren,  und  sich  in  U  treffen,  so 
ist  der  Schnittpunkt  0  von  BB'  und  DIX  der  Kollineationsmittel- 
punkt  des  Kreises  und  unserer  Kurve.  Denn  die  projektiven  Punkt- 
reihen A,F,  Dl  und  jP,  R,  Bf  ^  welche  die  Tangenten  an  den  Kreis 
bestimmen,  projiciren  sich  auf  diejenigen  AyFyD^  und  Fj  By  D^ 
welche  die  Tangeuten  unserer  Kurve  bestimmen,  also  alle  Tangenten 
des  Kreises  in  diejenigen  unserer  Kurve. 

320.     Durch     fünf    beliebige  Durch   fünf   beliebige    Gerade 

Punkte  in  einer  Ebene  ist  ein  in  einer  Ebene  ist  ein  von  ihnen 
durch  sie  gehender  Kegelschnitt  berührter  Kegelschnitt  bestimmt, 
bestimmt. 

Die  fünf  Pnnkte  A^  B,  Cy  D,  E  bestimmen  zwei  aus  zweien 
dieser  Pnnkte  gezogene  projektive  Strahlenbüschel,  etwa  A(CDE) 
und  BiCDE\  welche  jenen  Kegelschnitt  festlegen.  Es  entsteht 
aber  derselbe  Kegelschnitt,  welche  zwei  von  den  fünf  Punkten  man 
als  Mittelpunkte  der  Strahlenbüschel  ansehen  mag,  weil  dies  von 
dem  Kreise  gilt,  als  dessen  Projektion  man  den  Kegelschnitt  be- 
trachten kann.  Entsprechend  bestimmen  die  fünf  Geraden  a,  b,  c,  dy  e 
zwei  projektive  Punktreihen  a^cdt^  und  h^cdiX 

Liegen  zwei  der  gegebenen  Punkte  oder  zwei  der  gegebenen 
Geraden  nnendlich  nahe  beisammen,  so  bestimmen  sie  in  jedem 
dieser  Falle  einen  Punkt  und  die  Tangente  in  demselben,  so  daß 
der  Kegelschnitt  auch  durch  vier  Punkte  und  die  Tangente  in  einem 
derselben,  durch  drei  Punkte  und  die  Tangenten  in  zweien,  oder 
andererseits  durch  vier  Tangenten  und  den  Berührungspunkt  von 
einer  derselben,  durch  drei  Taugenten  uud  die  Berührungspunkte 
von  zweien  gegeben  ist« 

321.    Aufgabf. 
Den  Kegelschnitt  zu  konstrui-  Den  Kegelschnitt  zu  konstrui- 

ren,  welcher  durch  fünf  gegebene  reu»  welcher  fünf  gegebene  €re- 
Pnnkte  geht,  d.  h.  beliebige  sechste  rade  berührt  d.  h.  beliebige  sechste 
Punkte  desselben  zu  finden.  Tangenten  desselben  zu  finden. 
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Sind  Ä,  B,  C,  D,  E  oder  a,  6,  c,  df,  e  die  fQnf  gegebenen  Punkte 
oder  Tangenten ;  so  sucht  man  in  den  projektiven  Strahlenbüscheln 
A(CDE),  BiCDE)  oder  in  den  PunktreDien  a{cde),  b(cde)  vierte 
Paare  entsprechender  Elemente,  welche  einen  sechsten  Punkt  oder 
eine  sechste  Tangente  bestimmen. 

Aufl.  1.   Zu  den  Büficheln  A(CDE),  B{CDE)  sucht  man  denFigns 
Perspektiven  Mittelpunkt  J  (284)  „. 

als  gemeinschaftlichen  Punkt  der 
Geraden  y  welche  den  Schnittpunkt 
zweier  nicht  entsprechenden  Strah- 
len mit  demjenigen  der  ihnen  ent- 
sprechenden verbinden,  also  den 
Schnittpunkt  von  AC  und  BD  mit 
dem  von  AD  und  BG,  sodann  den 
von  AD  und  BE  mit  dem  von 
AE  und  BD  (oder  den  von  AE 
und  BC  mit  dem  von  AC  und 
BE).  Irgend  ein  Strahl  aus  J 
schneidet  dann  zwei  entsprechende 
Strahlen,  z.  B.  AD  und  BD  in 
Punkten  F^  und  F^^  welche  ein 
viertes  Paar  entsprechender  Strah- 
len AF^  und  BF^  und  durch  sie  J^ 
einen  sechsten  Punkt  F  bestimmen. 

Die  Strahlen  J.e7"und  BJ  entsprechen  den  in  AB  vereinigten,  sind 
also  Tangenten  des  Kegelschnittes  in  A  und  B. 

Zu  den  Punktreihen  a(cde)  ^.^  ^,^  Fig.m. 

und  b(cde)  suche  man  die  Per- 
spektive Axe  i  vermittelst  der 
Punkte,  in  denen  sich  die  Ver- 
bindungslinien zweier  nicht  ent- 
sprechenden Punkte  mit  derjenigen 
ihrer  entsprechenden  schneiden, 
also  die  Verbindungslinie  von  ac 
und  hd  mit  der  von  ad  und  bc, 
sodann  die  von  ad  und  be  mit 
der  von  ae  und  bd  (oder  die  von 
ae  und  be  mit  der  von  ac  und 
be).  Irgend  ein  Punkt  auf  i  lie- 
fert durch  seine  Verbindung  mit 
zwei  entsprechenden  Punkten,  z.B. 
mit  ac  und  bc,  zwei  Gerade  f^ 

Wiener,  Lehrbuch  der  daratelleuden  Geometrie.  17 
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und  fy^,  welche  ein  viertes  Paar  entsprechender  Punkte  af^  und 
hf^  und  eine  sechste  Tangente  f  bestimmen.  Die  Schnittpunkte  ai 
und  hi  entsprechen  den  in  ab  vereinigten,  sind  also  die  Berührungs- 
punkte von  a  und  h  mit  dem  Kegelschnitte. 
Fig.A75  322.  Aufl.  2.  Bei  der  Aufgabe  links  schneide  man  das  Strah- 
lenbüschel A  (CDE)  durch  die  Gerade  CD  in  den  Punkten  C,  D,  E^, 

Fig.  176. 


Fi«.  176. 


und  B  (CDE)  durch  CE  in  C,  D,,  E,  so  sind  die  so  erhaltenen 
projektiven  Punktreihen  auch  perspektiv  und  projiciren  sich  auf 
einander  aus  dem  Mittelpunkte  M,  welcher  der  Schnitt  von  E^EA 
und  DD^B  ist  Ein  beliebiger  neuer  Strahl  aus  M  schneidet  CD 
und  CE  in  den  entsprechenden  Punkten  F^  und  F^^  diese  liefern 
ein  viertes  Paar  entsprechender  Strahlen  AF^  und  BF^  und  diese 
einen  sechsten  Punkt  F  des  Kegelschnittes.  Die  Tangente  ^G^^  in 
A  ist  durch  das  Dreieck  ABG^MG^A  bestimmt,  die  Tangente  BH^ 
in  B  durch  BAH^Mlf^B. 

Bei  der  Aufgabe  rechts  projicire  man 
die  Punktreihe  a(cde)  aus  dem  Punkte 
cd  (=  3)  und  die  b  (cde)  aus  ce  (=  2); 
die  zwei  Strahlenbüschel  sind  perspektiv, 
weil  sie  den  Strahl  c  entsprechend  gemein 
haben.  Die  beiden  entsprechenden  Strahlen 
3  (ad)  =  34  und  2  (bd)  =  24  treffen  sich 
in  4,  die  beiden  3  (ae)  =  3  1  und  2  (be)  =  21 
in  1 ;  daher  ist  die  Gerade  4 1  =  m  der 
Schnitt  beider  Büschel.  Ein  beliebiger  Punkt 
F  der  m  bestimmt  zwei  entsprechende  Strah- 
len 3  F  und  2  F,  welche  die  a  und  b  in  den 
entsprechenden  Punkten  6  und  5  treffen. 
6  5  =  /*  ist  daher  eine  sechste  Tangente.  Der  Berührungspunkt  A 
von  a  ist  durch  das  Dreieck  6^i(<=  ab)2G  dA  bestimmt,  der  Be- 
rührungspunkt B  von  b  durch  Gi3H2B, 
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323«  Die  Figuren  175  und  176  lassen  erkennen: 
Bewegt  sich  in  einer  Ebene  ein  Bewegt  sich  in  einer  Ebene  ein 
veränderliches  Dreieck  F^F^F so,  veränderliches  Dreiseit  (56jP)  so, 
daß  jede  Seite  sich  um  einen  ihrer  daß  jeder  Eckpunkt  eine  Gerade 
Punkte  dreht  (F^F^  um  M,  F^F  beschreibt  {F  die  w,  6  die  a,  5 
um  Aj  i^gi^  um  E)  und  daß  zwei  die  h)  und  daß  zwei  Seiten  sich 
Eckpunkte  gerade  Linien  beschrei-  je  um  einen  ihrer  Punkte  drehen 
ben  (Fl  die  CD,  F^  die  CFT),  so  (6  F  um  3,  5 -F  um  2),  so  be- 
beschreibt der  dritte  Eckpunkt  schreibt  die  dritte  Seite  {f,  als 
(F)  einen  Kegelschnitt.  Tangente)  einen  Kegelschnitt. 

Denn  die  Strahlenbüschel  A  Denn  die  Punktreihen  der  6 
und  B  sind  projektiv,  weil  die  und  5  sind  projektiv,  weil  die 
Punktreihen  der  F^  und  F^  aus  Strahlenbüschel  3  und  2  über  m 
M  perspektiv  sind.  perspektiv  sind. 

324«  In  einem  einfachen  Sechsecke  oder  Sechsseite  nennt  man 
Gegenseiten  solche,  welche  durch  je  zwei  Seiten,  Gegenecken  solche, 
welche  durch  je  zwei  Ecken  getrennt  sind. 

ScUg  von  Fasccd,  Bei  jedem  Satz  von  Brianchon,  Bei  jedem 
einem  Kegelschnitte  eingeschrie-  einem  Kegelschnitte  umschriebe- 
benen einfachen  Sechsecke  liegen  nen  einfachen  Sechsseite  schnei- 
die  drei  Schnittpunkte  von  je  zwei  den  sich  die  drei  YerbinduDgs- 
Gegenseiten  auf  einer  Geraden  linien  von  je  zwei  Gegenecken  in 
(Pascalsches  Sechseck,  Pascalsche  einem  Punkte  (Brianchonsches 
Gerade),  Sectisseit,  Brianchonscher  Punkt). 

Die  Beweise  sind  durch  die  zweite  Auflosung  der  vorhergehenden 
Aufgabe  gegeben.  Da  nämlich  A,  E,  C,  D,  B,  F  sechs  beliebige 
Punkte  eines  Kegelschnittes  sind  und  in  einer  beliebigen,  z.  B.  der 
angeschriebenen,  Reihenfolge  zu  einem  einfachen  Sechsecke  ver-Fig.175. 
bunden  wurden,  das  die  Seiten  AE  =^1,  EC  =^  2,  . . .  FA  —  6  be- 
sitzt, und  da  nach  der  Konstruktion  die  Punkte  14  ==  Jfef,  25  =  JPg, 
36  =  Fl  auf  einer  Geraden  liegen,  so  ist  der  PascaFsche  Satz  be- 
wiesen. Für  den  von  Brianchon  sind  a,  e,  c,  d,  b,  f  die  Seiten  des  be-Fig.ne. 
liebig  umschriebenen  Sechsecks,  mit  den  Eckpunkten  ae  =  l,ec  =  2, 
.../asaß;  es  schneiden  sich  nach  der  Konstruktion  14,  25,  36 
im  Punkte  F. 

Umgekehrt,  wenn  ein  Sechseck  oder  Sechsseit  die  genannte 
Eigenschaft  besitzt,  so  ist  es  einem  Kegelschnitte  eingeschrieben  bezw. 
amschrieben,  weil  dem  durch  füuf  der  Elemente  gegebenen  Kegel- 
schnitte das  sechste  durch  die  Konstruktion  mittelst  jenes  Punktes 
M  oder  jener  Geraden  m  zugehört. 

326.  Fallen  im  eingeschriebenen  Sechsecke  zwei  benachbarte 
Punkte  zusammen,  so  wird  die  Seite  zur  Tangente;  fallen  im  um- 

17* 
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schriebenen  Sechsseite  zwei  benachbarte  Seiten  zusammen,  so  wird 
der  Eckpunkt  zum  Berührungspunkte.  Dann  treten  folgende  be- 
sondere Fälle  ein: 


Es  fallen  in  eine  Gerade  bei 
jedem  einem  Kegelschnitte  ein- 
geschriebenen einfachen  1)  Fünf- 
ecke die  zwei  Schnittpunkte  je 
zweier  nicht  auf  einander  fol- 
genden Seiten  und  derjenige  der 
letzten  Seite  mit  der  Tangente 
in  der  Gegenecke; 

2)  im  Vierecke  die  zwei  Schnitt- 
punkte der  Gegenseiten  und  die 
zwei  Schnittpunkte  der  Tangen- 
ten in  zwei  Gegeuecken  (vier 
Punkte); 

3)  im  Dreiecke  die  drei  Schnitt- 
punkte jeder  Seite  mit  der  Tan- 
gente in  der  Gegenecke. 


Es  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitte umschriebenen  einfachen 
Fünfseite  die  zwei  Verbindungs- 
linien je  zweier  nicht  auf  ein- 
ander folgenden  Ecken  und  der- 
jenige der  letzten  Ecke  mit  dem  Be- 
rührungspunkte der  Gegenseite; 

im  Vierseite  die  zwei  Verbin- 
dungslinien der  G^genecken  und 
die  zwei  Verbindungslinien  der 
Berührungspunkte  je  zweier  Ge- 
genseiten (vier  Gerade); 

im  Dreiseite  die  drei  Verbin- 
dungslinien jedes  Eckpunktes  mit 
dem  Berührungspunkte   der  Ge- 


<L^'> 


genseite. 
826.  Aufg.  In  etcci  projektiven  koncentrischen  in  derselben  Ebene 
liegenden  StraMetibüscheln  die  Doppelstrahlen  zu  finden. 
Fi«.  177.         Aufl.    Man  lege  durch  den  Mittelpunkt  S  beider  Büschel  abc 

p.  und  a|&|C|  in  ihrer  Ebene  einen 

Kegelschnitt,    am    besten    einen 
Kreis,  schneide  diesen  durch  die 
Strahlen  (außer  in  S)  in  A,  B,  C\ 
^i,  Biy  (7| ,  80  projiciren  sich  diese 
Punkte  aus  allen  Punkten  des  Ke- 
gelschnittes in  Strahlenbfischeln, 
die  mit  dem  ersten,  besw.  dem 
iweiten  g^ebenen  projektiv  sind 
i^31S\     Demnach  sind  ancb  die 
StrahlenbQschel   A^{ABC)   und 
jI(J[jjBjC\"»  unter   einander  pro- 
jektiv und  außerdem  i^rspektiv,  weil  die  entsprechenden  Sirahleu 
AyA  und  AA^  sieh  decken.     Daher  ist  der  Schnitt   beider  Büschel 
eine  Gerade  i\  welche  durch  die  Schnittpunkte  von  A^B  und  AB^y 
von  A^C  und  AL\  bestimmt  ist.    Schneidet  •  den  Kreis  in  M  und 
3r«  so  sind  AM  und  A^M  entspnchende  Strahlen.   Daher  entspricht 
5Jtf  sich  s>elbst  und  5 Jf  und  ebenso  53r  sind  die  gesochlen  Doppel- 
straUen.   Auf  i  müssen  sich  audi  B^C  und  BC^  treffen ,  weil  i  die 
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Gerade  des  Pascalschen  Sechsecks  A^BCy^AB^C  ist     jüf,  N  sind 
unabhängig  von  der  Wahl  der  entsprechenden  Pankte  A,  A^. 

327.    Aufg,    In  zweien  in  einer  Geraden  vereinigten  prqjektiven'Pie'ti^. 
PunJctreihen  die  Doppelpunkte  zu  finden. 

Fig.  178. 

^ \  !/.-'    "^-^o,i /'  -" 


I 
I 

I 

/ 

l' 


^^    /  V         i 


>7         I 


^u//.  Man  lege  an  den  geraden  Träger  einen  berührenden  Kegel- 
schnitt (Kreis),  an  ihn  aus  den  Punkten  -4,  B,  C;  ^i,  J?i,  Ci  der  Reihen 
die  neuen  Tangenten  a,  \  c\  ^i,  &|,  c,,  welche  bezw.  auf  a^  und  a  die 
projektiven  und  Perspektiven  Punktreihen  a^^iabc)  und  a{a^^c^ 
erzeugen,  und  bestimmt  deren  Projektionsmittelpunkt  J  als  Schnitt 
der  zwei  Geraden,  welche  die  Punkte  a^h  und  a\y  sowie  a^c  und 
ac^  verbinden.  Die  beiden  an  den  Kegelschnitt  (Kreis)  aus  J  ge- 
legten Tangenten  gehen  durch  die  gesuchten  Doppelpunkte  M  und 
N,  Entsprechend  wie  oben,  muß  wegen  eines  Brianchonschen  Sechs- 
seits  auch  die  Verbindungslinie  von  \c  und  hc^  durch  J  laufen. 

In  zweien  projektiven  Ebenenbüscheln  mit  gemeinschaftlicher 
Axe  werden  die  Doppelebenen  vermittelst  der  Strahlenbüschel  auf 
einer  schneidenden  Ebene,  oder  der  Punktreihen  auf  einer  schnei- 
denden Geraden  gefunden. 

Man  erhält  sswei^  ein  oder  keine  Doppelelemente  ^  je  nachdem  i 
oder  J  zwei,  einen  oder  keinen  Schnittpunkt,  bezw.  Tangente  liefert. 
Wie  bei  der  Involution  sagt  man  auch,  daß  stets  zwei  Doppel- 
elemente vorhanden  seien,  die  aber  reell  und  getrennt,  reell  und 
zusammenfallend,  oder  imaginär  sein  können.  —  Sind  die  Gebilde 
ungleichlaufend y  so  müssen  sie  stets  zwei  reelle  Doppelelemente  be- 
sitzen, sind  sie  gleichlaufend,  so  kann  jeder  der  drei  Fälle  eintreten. 
Bei  zwei  ungleichlaufenden  Strahlenbüscheln  z.  B.  werden  auch  die 
Punktreihen  auf  dem  Kegelschnitte  (Fig.  177)  ungleichlaufend,  so 
daß  AB  und  A^B^  in  entgegengesetztem  Sinne  durchlaufen  werden. 
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Daher  müssen^  wenn  man  beide  Bogen  so  klein  nimmt,  daß  sie 
sich  nicht  teilweise  decken,  die  Sekanten  Ä^B  und  ÄBi  sich  im 
Inneren  des  Kreises  schneiden,  so  daß  i  innere  Punkte  enthält  und 
daher  den  Kegelschnitt  in  reellen  Punkten  schneidet. 

328.  Satz  und  Aufgabe.  Ein  durch  fünf  in  mwr  Ebene  belidng 
afigenonimene  Punkte  oder  Tangenten  bestimmter  Kegelschnitt  kann  auf 
unendlidi  viele  Weisen  auf  einen  Umdrchungskegel  gelegt  werden;  die 
in  diesem  Satze  liegende  Aufgabe  ist  zu  losen. 

Beweis  und  Auflösung.  Löst  man  die  Aufgabe  für  einen  der 
beiden  Fälle,  z.  B.  bei  fünf  gegebenen  Punkten,  so  braucht  man 
im  andern  Falle  nur  die  Berührungspunkte  der  fünf  Tangenten  zu 
konstruiren;  dann  geht  der  durch  die  fünf  Tangenten  bestimmte  Kegel- 
schnitt auch  durch  diese  fünf  Berührungspunkte,  so  daß  man  ihn 
mittelst  der  Auflösung  des  ersten  Falles  auf  den  Umdrehungskegel 
legen  kann. 

Man  konstruire  aus  den  fünf  gegebenen  Punkten  die  Tangente 

in   einem   derselben,   so    sind  von   dem   Kegelschnitte   vier  Punkte 

Fig.m.  „.     _^  etwa  Ay  JS,  C,  D  und 

die  Tangente  AH  iu  A 
gegeben;  man  lege  dann 
einen    Kreis,     welcher 
AH  in  A  berührt  und 
durch  einen  der  andern 
Punkte,  etwa  B   geht^ 
so    befindet    sich    der 
Kreis  mit   dem  Kegel- 
schnitte in  perspektiver 
Kollineation,  für  welche 
A  der  Mittelpunkt  ist. 
Die  dem  C  und  D  ent- 
sprechenden Punkte  C  und  ZX  des  Kreises  sind  durch  die  Strahlen 
AC  und  AD  bestimmt,  und  die  Axe  geht  durch  den  sich  selbst 
entsprechenden  Punkt  B  und  den  Schnittpunkt  E  der  entsprechenden 
Geraden  CD  und  C'ff.   Man  ziehe  nun  an  jenen  Kreis  parallel  zur 
Kollineationsaxe  BE  zwei  Tangenten,  bestimme  deren  Berühr nngs- 
ponkte  F  und  G\  und  suche  zu  diesen  die  entsprechenden  Punkte 
F  und  G  des  Kegelschnittes.   Die  Tangenten  in  den  letzteren  laufen 
dann  ebenfalls   |  BE  und  mögen  die  AH  in  H  und  J  schneiden. 
Da  nun  die  Kreistangenten  in  A  und  F  gleiche  Winkel   mit  der 
Sehne  AF  bilden,  so  gilt  dies  auch  Ton  den  zu  ihnen  parallelen 
Kegelsehnittstangenten ,  so  daß  AFH  ein  gleichschenkliges  Dreieck 
mit  HA  =  HF  ist   Ebenso  ist  JA  —  JG.   Dadurch  ist  es  möglich, 
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einen  Kreis  zu  legen,  welcher  in  zwei  Punkten  Ä  und  F,  und  einen 
andern,  welcher  in  Ä  und  G  den  Kegelschnitt  berührt.     Man  lege 
den  Kreis  k   durch  denjenigen  {F)  der  beiden  Punkte  F  und  G^ 
welcher   1)  den  andern  Puukt  G  außerhalb  seiner  liegen  hat  und 
welcher  2)  von  der  Verbindungslinie  GH  des  G  mit  dem  Schnitt- 
punkte H  der  Tangenten  in  Ä  und  F  getroffen  wird.    Liegen  F 
und  G  auf  derselben  Seite  von  AH,   also  G  auf  dem  Halbstrahle 
jLG\  welcher  G'  enthält,  so  ist  die  zweite  Bedingung  von  jedem 
der  beiden  Punkte  F  und  G  erfüllt,  indem  jeder  Strahl  aus  H  nach 
einem  Punkte  G  den  Kreis  ÄF  und  jeder  Strahl  JF  den  Kreis 
jLG  schneidet;  es  ist  dann  die  erste  Bedingung  maßgebend.   Liegen 
dagegen  F  und  G  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  AH,  so  ist  von 
jedem  Punkte  die  erste  Bedingung  erfüllt,   daß   er  außerhalb  des 
durch  den  andern  Punkt  gehenden  Kreises  liegt   Dann  liegt  G  auf 
dem  Halbstrahle  AG',  welcher  G'  nicht  enthält,  etwa  in  G^,  femer 
liegt  J  mit  H  auf  derselben  Seite  von  A,  etwa  in  J^,  und  es  muß 
derjenige  Kreis  AGi^=^\    gezogen   werden,   dessen  Tangente   die 
AH  in  dem  bei  A  näheren  Punkte  (/,)  schneidet.   Dann  trifft  FJ^ 
den  Kreis  AG^,  aber  nicht  G^H  den  Kreis  AF. 

Durch  den  so  bestimmten  Kreis  h  lege  man  irgend  eine  Kugel, 
an  diese  die  beiden  Berührungsebenen  in  A  und  F,  welche  sich  in 
einer  durch  H  gehenden  (nicht  verzeichneten)  Geraden  HN  treffen. 
Die  durch  HN  und  G  gelegte  Ebene  schneidet  die  Kugel,  weil 
GH  den  Kreis  h  schneidet;  und  G  ist  ein  äußerer  Punkt  der  Kugel. 
An  den  Schnittkreis  ziehe  man  aus  G  eine  der  beiden  möglichen 
Tangenten,  welche  die  HN  in  8  treffe.  Der  aus  8  an  die  Kugel 
gelegte  berührende  Kegel  ist  ein  Umdrehungskegel  und  sein  Schnitt 
mit  der  Ebene  der  Figur  ist  ein  Kegelschnitt,  der  mit  unserem 
zusammenfällt.  Denn  er  enthält  die  drei  Punkte  A,  F,  G,  weil 
SA,  8F,  8G  Erzeugende  des  Kegels  sind,  und  er  besitzt  die  Tan- 
genten AH  und  FH,  weil  diese  Linien  in  den  Berührungsebenen 
der  Kugel  und  daher  auch  des  Kegels  in  A  und  F  liegen.  Da  un- 
endlich viele  Kugeln  durch  h  gelegt  werden  können,  so  gibt  es  * 
auch  unendlich  viele  Umdrehungskegel,  welche  den  Kegelschnitt 
enthalten. 

Anm.  Bei  diesem  Beweise*)  kam  es  darauf  an,  ohne  erst  aus 
der  neuen  Entstehungsart  die  Eigenschaften  der  Azen  zu  gewinnen, 
diese  dennoch  zu  konstruiren  und  zu  benutzen.  Es  wird  sich  bald 
zeigen,  daß  die  auf  einander  senkrechten  Halbirungslinien  der  Winkel 


*)   Verf.  hat  denselben  veröffentlicht  in  Schlömilchs  Zeitschr.  f.  Math.  n. 
PbjB.,  1875,  ß.  20,  S.  317. 


264 


V],  326—330.    Projektive  Oeomotrie. 


AHF  und  AJG  die  Äsen  sind,  und  «war  die  erstere,  welche  den 
Mittelpunkt  des  Kreises  Tc  enthält,  die  Hauptaxe;  und  diese  Figur 
wird  später  einer  Eonstruktion  der  Axen  aus  fänf  Punkten  des 
Kegelschnittes  zu  Grunde  gelegt  werden. 

329.  Eine  Ebene  sdtneidet  einen  Umdrehungskegd  in  einer  Ellipse, 
einer  Hyperbel  oder  einer  Parabel,  je  nachdem  eine  parallel  mit  ihr 
durch  die  Spitee  des  Kegels  gelegte  Ebene  von  demselben  kdtic,  etcei 
oder  eine  Erseugendc  enthält.  Die  Brennpunkte  sind  die  Berührungs- 
punkte der  Schnitiäiene  mit  Kugeln,  weldie  außer  dieser  Ebene  den 
Kegel  nadi  einem  Farallelkreisc  berühren;  die  Hauptaxe  liegt  in  der 
zw  Schnittebene  senkrechten  Meridiari^ene. 

Beweis.  Erster  Fall.  Es  triflfl 
dann  die  Schnittebene  alle  Erzeu- 
genden auf  demselben  Kegelaste, 
etwa  Iq  der  Kurve  AFÄf.  Eine 
durch  die  Kegelaze  senkrecht 
zur  Schnittebene  gelegte  Ebene 
schneide  den  Kegel  in  den  Er- 
zeugenden SA,  SA,,  die  Ebene 
in  der  Geraden  AAi.  Man  lege  an 
diese  drei  Gerade  innerhalb  des 
Kegels  zwei  berührende  Kreise; 
ihre  Mittelpunkte,  liegen  auf  der 
Kegelaxe  und  ihre  Berührungs- 
punkte seien  D,  E,  F,  bezw.  Z)„ 
El ,  F,.  Dreht  man  die  Kreise  und 
ihre  Tangenten  um  die  Kegelaxe, 
so  beschrt:ibeu  sie  Kugeln,  welche  von  allen  Erzeugenden  des  Kegels 
iu  Punkten  der  Parallel  kreise  DE,  D^E^,  und  von  der  Schnittebene 
in  den  Punkten  F,  F,  berührt  werden.  Eine  durch  den  beliebigeo 
Punkt  F  der  Schnittkurve  gelegte  Erzeugende  FS  schneide  jene 
Parallel  kreise  in  Q  und  Q,;  zieht  man  noch  PF  und  PJ^i,  so  ist 

PF=PQ    und     PFi^FQi, 
jtdeamal  als  zwei  Tangenten   aus  P  an  dieselbe  Kugel.     Daher  ist 

PF-\-FF,  =  PQ-\-  FQ,  =  QQ,  =  DD^, 
oder  da  für  alle  Punkte  P  der  Schnittkurve  QQ,  unveränderlich 
=  J)Di,  so  ist  die  Kurve  eine  Ellipse  mit  F  und  F,  als  Brenn- 
iiunkten  und  J4,  als  Hauptaxe,  die  also  in  der  zur  Schrnttebene 
senkrechten  Meridianebene  liegt. 
;.iBi.  330.  Zweiter  FtUl.  Wenn  die  parallel  zur  Sch'nittebene  durch 
die  Spitze  des  Kegels  gelegte  Ebene  zwei  Erzeugende  enthält,  so 
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sind  diese  mit  der  Schnittebene 
parallel  und  trennen  diejeni- 
gen Erzeugenden,  welche  die 
Schnittebene  auf  dem  einen 
Kegelaste  treffen,  von  denen, 
welche  eie  auf  dem  andern 
treffen.  Man  verfahre  wie  vor- 
her und  es  gelten  dieselben 
Bezeichnungen;  die  beiden  be- 
rührenden Kugeln  liegen  jetzt 
innerhalb  der  verschiedenen 
Kegeläste.  Wieder  gilt 
rF=FQ  und  PI\=PQ,, 
woraus 
PF^  -  FF  -=  PQ,  -  P^  ■= 

die  Schnittkurve  ist  daher  eine  Hyperbel  mit  F  und  F^  als  Brenn- 
punkten und  AAi  als  Hauptaze. 

331.  Dritter  Fall,  Wenn  die  parallel  zur  Schnittebene  durchng-K 
die  Spitze  des  Kegels  gelegte 
Ebene  nur  eiue  Erzeugende,  SB, 
desselben  enthält,  so  enthält  sie 
aach  von  einem  Parallelkreise  nur 
einen  Punkt,  schneidet  dessen 
Ebene  also  in  einer  Tangente  des 
Kreises  und  berührt  daher  den 
Kegel,  und  zwar  nach  der  Erzeu- 
genden SB.  Nun  ist  die  Ereis- 
iangente  senkrecht  auf  dem  Halb- 
messer des  Berührungspunktes 
und  auf  der  Umdrehungsaxe,  da- 
her senkrecht  auf  der  Meridian- 
ebene der  SS;  und  auf  ihr  steht  daher  auch  die  Berflhrungsebene 
tind  unsere  Schnittebene  senkrecht.  Diese  Meridianebene  schneide 
den  Kegel  nach  den  Erzeugenden  SB  und  SA,  die  Schnittebene 
dach  AF,  wobei  SB  ||  AF.  Die  einzige  hier  mögliche  Kugel  be- 
rühre den  Kegel  nach  dem  Par all elkr eise  DF,  die  Schnittebene 
im  Funkte  F.  Die  Ebene  des  BerUhrungskreises  schneide  die  Schnitt- 
ebene nach  der  Geraden  d,  welche  senkrecht  auf  der  Meridianebene 
^SB  steht,  da  dies  tUr  die  beiden  Ebenen  gilt,  deren  Schnitt  sie 
st    Daher  ist  auch  AF  J_d.    Die  durch  einen  Punkt  P  der  Schnitt- 
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Flg.  183 
u.  181. 


kurve  gelegte  Erzeugende  PS  schneide  den  Parallelkreis  DE  in  Q; 
zieht  man  nun  PU±d  also  Pü^FÄ  \\  BS,  so  ist  PU  mit  PS 
gleichgeneigt  gegen  die  Ebene  des  Parallelkreises  DE,  BS  gleich- 
geneigt mit  PQ  als  Erzeugende,  also  auch  PU  mit  PQ,   Daher  ist 

FU=^PQ\  außerdem  PF^PQ, 

demnach  PF  =^  FU,  oder  es  sind  die  Abstände  des  P  von  F  und 
von  d  gleich;  also  ist  die  Kurve  eine  Parabel  mit  F  als  Brennpunkt 
und  d  als  Leitlinie. 

332.  Es  ergibt  sich,  daß  die  Ellipse  keinen,  die  Parabel  einen, 
die  Hyperbel  zwei  Punkte  im  Unendlichen  besitzt,  weil  der  Reihe 
nach  keine,  eine,  zwei  Erzeugende  des  Kegels  mit  der  Schnittebene 
parallel  sind.  Die  Tangente  der  Parabel  in  ihrem  unendlich  fernen 
Punkte  ist  ebenfalls  unendlich  fern;  denn  die  Berührungsebene  des 
Kegels  nach  der  Erzeugenden  SB,  welche  den  unendlich  fernen 
Punkt  liefert,  ist  mit  der  Parabelebene  parallel,  bestimmt  also  eine 
unendlich  ferne  Tangente  in  diesem  Punkte.  Von  den  Tangenten 
in  den  unendlich  fernen  Punkten  der  Hyperbel  gilt  nicht  dasselbe. 

Der  ebene  Schnitt  eines  Kegels,  wenn  er  durch  dessen  Spitze 
geht,  artet  aus  in  einen  Punkt,  eine  Gerade,  zwei  Gerade,  Abarten 
der  Ellipse,  der  Parabel,  der  Hyperbel. 

333.  Auch  bei  der  Ellipse  und  bei  der  Hyperbel  heißen  die 
zwei  Schnittgeraden  d  ihrer  Ebene  mit  den  Ebenen  jener  Beruh- 


Fig.  183, 


Flg.  184. 


rungskreise  der  Kugeln  und  der  Kegel  LtiHimien  (Direetrixen).    Ist 
Pr  -L  rf,  so  hat  das  VeAaltnis  PF:  PU  =  PQiPU  einen  unver- 
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änderlichen  Wert,  weil  alle  PQ  dieselbe  Neigung  gegen  die  Ebene 
des  Berübrungskreises  besitzen ,  und  ebenso  alle  PU  eine  unter- 
einander gleiche.  Dieses  Verhältnis  wird,  wenn  P  nach  Ä  rückt, 
=  AF:  AC'^  AB:  AC  =  AB^ :  AA^  (wobei  A,B,  \  EBC)  = 
FF^ :  AA,  (weil  AB^  =  AB,  +  B,B,  =  AB,  +  A,E,  =  AF,  + 
A,Fi  =  AF^  +  AF^  FF,)  ^e:a.  Daher  gilt:  Bas  Verhältnis 
der  Abstände  jedes  Punktes  eines  Kegelschnittes  von  einem  Brennpunkte 
und  van  der  demselben  zugeordneten  (benachbarten)  Leitlinie  ist  =  e :  a; 
es  ist  daher  bei  der  Ellipse  <  1,  bei  der  Parabel  «»  1,  bei  der  Hy- 
perbel >  1. 

Da  ferner  die  Dreiecke  PQT  und  PFT  alle  drei  Seiten  paar- 
weise gleich  haben  und  der  Winkel  bei  Q  ein  rechter  ist,  so  ist 
es  auch  der  bei  F\  daher:  Bas  Stück  PT  einer  Tangente  eines  Kegel- 
Schnittes  zunschen  dem  Berührungspunkte  P  und  einer  Leitlinie  d  er- 
scheint  von  dem  der  Leitlinie  zugeordneten  Brennpunkte  F  aus  unier 
einem  rechten  Winkel,  Die  beiden  aus  einem  Punkte  T  der  d  ge- 
zogenen Tangenten  TP,  TP'  erscheinen  von  F  aus  unter  zwei 
Rechten  oder  ihre  beiden  Berührungspunkte  P,  P'  liegen  mit  F  in 
einer  geraden  Linie. 

Femer  liegt  der  Schnit^inkt  je  zweier  auf  einander  senkrechten 
Tangenten  einer  Parabel  auf  ihrer  Leitlinie;  denn  diese  Tangenten 
und  die  von  dem  Brennpunkte  auf  sie  gefällten  Senkrechten  bilden 
ein  Rechteck,  dessen  eine  Diagonale  die  Scheiteltangente  (223)  und 
dessen  einer  Eckpunkt  der  Brennpunkt  ist,  so  daß  der  gegenüber- 
liegende Eckpunkt,  d.  i.  der  Schnittpunkt  der  Tangenten,  auf  der 
Leitlinie  liegen  muß. 

334.   Um  den  Ort  der  Spitze  S  eines  Umdrehungskegels  zu  be-Fig.i85. 


stimmen,  welcher  durch  einen 
Kegelschnitt^  zunächst  eine  Ellipse 
geht,  lege  man  eine  ihre  Ebene 
in  einem  der  Brennpunkte  F  be- 
rührende Kugel,  schneide  diese 
durch  eine  senkrecht  zur  Ebene 
der  Ellipse  durch  deren  Hauptaxe 
AA,  gelegte  Ebene  in  einem  größ- 
ten Kreise  (der  in  der  Figur  um 
AA,  in  die  Ebene  der  Ellipse 
umgelegt  gezeichnet  ist),  ziehe 
aus  A  und  A,  die  zweiten  Tan- 
genten an  diesen  Kreis,  so  ist 
deren  Schnittpunkt  8  ein  gesuchter 
Punkt,    und    der    aus    ihm    der 


Fig.  186. 
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Kugel  umschriebene  Umdrehiingskegel  enthält  unsere  Ellipse.  Denn 
die  Ebene  derselben,  da  sie  senkrecht  auf  der  Meridianebene  ASA^ 
des  Kegels  steht,  schneidet  diesen  in  einem  Kegelschnitte,  dessen 
Hauptaxe  AA^  und  dessen  einer  Brennpunkt  F  ist,  also  in  unserer 
Ellipse.  Der  Ort  der  Spitze  S  des  Kegels  ist  eine  Hyperbel,  welche 
A,  A^  ZM  Brennpunkten  und  F^F^  zu  Scheiteln  der  Hauptaxe  hat; 
denn  sind  D,  D^  die  Berührungspunkte  der  Kreistangenten,  also 
SD  =  SDi,  so  ist 

SA^  --SA^  D,A,  —  DA  =  FA^  -  FA  =  FF^, 
woraus    die  Behauptung   folgt.     Diese   Hyperbel   heißt   der  Fokal- 
kegelschniU  der  Ellipse. 

Ganz  entsprechend  läßt  sich  eine  Hyperbel  und  eine  Parabel 
auf  unendlich  viele  Weisen  auf  einen  Umdrehungskegel  legen  und 
es  ergibt  sich  der  Satz:  Der  Ort  der  Spitzen  der  Umdrehungsk^d, 
die  man  durch  eine  Ellipse ^  Hyperhd  oder  Parabel  legen  kann,  heißt 
deren  FokalkegeUchnitt  und  ist  hezw.  eine  Hyperbel,  Ellipse  oder  Pa- 
rabel, deren  Ebene  senkrecht  auf  der  Ebene  der  ursprünglidien  Kurve 
steht  und  durch  deroi  Hauptaxe  geht,  und  welche  die  Brennpunkte  der 
ursprünglichen  Kurve  zu  Scheiteln  und  deren  ScJieitel  zu  Brennpunklen 
hat.  Der  Fokalkegelschnitt  einer  Parabel  ist  also  eine  mit  ihr 
kongruente  Parabel.*) 

335.  Wir  können  nun  folgende  Sätze  aussprechen.  Jede  in 
einer  Ebene  aus  zwei  projektiven  StraJUenbüscheln  oder  Punktreihen 
durch  die  Schnittpunkte  efitsprecJiender  Strahlen  oder  durcJh  die  Ver- 
bindungslinien entspredtender  Punkte  gebildete  Kurve  ist  (328,  331) 
eine  Ellipse,  eine  Hyperbel  oder  eine  Parabel  oder  eine'Abart  derselben. 

Jede  Ellipse  f  Hyperbel  oder  Parabel  kann  durch  zwei  projektive 
Strahienbüsdiii  oder  Punktreihen  erzeugt  werden.  Denn  sie  kann  auf 
einen  Umdrehungskegel  gelegt  (334)  und  daher  als  Projektion  eines 
Kreises  angesehen  werden,  woraus  die  Behauptung  folgt  (318). 

Diese  drei  Kurven  und  die  Projektion  eines  Kreises  sind  also 
dieselben,  woraus  die  Benennung  der  ersteren  als  Kegelschnitte  ge- 
rechtfertigt ist. 

Jede  Projektion  eines  Kegelschnittes  ist  uneder  ein  Kegelsdmitt,  da. 
derselbe  aus  projektiven  Strahlenbüscheln  oder  Punktreihen  ent- 
standen gedacht  werden  kann.  Durch  Parallelprojektion  wird  die 
Art  als  Ellipse,  als  Hyperbel  oder  als  Parabel  nicht  geändert,  da 
dabei  die  Anzahl  der  unendlich  fernen  Punkte  erhalten  bleibt  (332). 

*)  Die  Sätze  dieser  Nr.  und  diejenigen  über  die  in  den  Berührungspunkten 
der  eingeschriebenen  Kugeln  liegenden  Brennpunkte  (329,  330,  331)  rühren 
von  Quetelet  und  Dandelin  her  (M^m.  d.  TAcad.  de  Bruxellea,  t.  II  (1822), 
t.  m  (1826)). 
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Alle  Kegelschnitte  sind  unter  einander  koIMnear^  weil  alle  es  mit 
einem  Kreise  sind  (309  Zus.). 

336.  Zwei  in  einer  Ebene  liegende  projektive  StraJilenbüschel  er- 
zeugen  eine  Ellipse^  Parabel  oder  Hyperbel,  je  nachdem  das  eine  ^pa- 
rallel mit  sich  selbst  koncentrisch  in  das  andere  geschoben^  mit  diesem 
keinen,  einen  oder  zwei  DoppdstraMen  besitzt.  Denn  eben  so  viele 
unendlich  ferne  Punkte  sind  vorhanden ,  woraus  der  Satz  folgt  (332). 

Danach  erzeugen  ungleichlaufende  Strahlenbüschel  stets  Hy- 
perbeln (327);  die  Mittelpunkte  der  Büschel  liegen  dann  augen- 
scheinlich auf  verschiedenen  Asten  der  Kurve.  Gleichlaufende  Strah- 
lenbüschel können  Ellipsen^  Parabeln,  Hyperbeln  erzeugen;  bei 
letzteren  Kurven  liegen  ihre  Mittelpunkte  auf  demselben  Aste. 

Liegen  die  beiden  gegebenen  Strahlenbüschel  koncentrisch;  so 
erzeugen  sie  einen  l^unkt  oder  eine  Gerade  oder  zwei  Gerade;  liegen 
sie  nur  perspektiv,  so  erzeugen  sie  zwei  Gerade ,  bestehend  aus  der 
Perspektiven  Schnittlinie  und  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte. 
Alles  dies  sind  Abarten  der  Kegelschnitte  (329  £P.). 

337.  Zwei  in  einer  Ebene  liegende  projektive  Punktreihen  erzeugen 
eine  Parabel^  wenn  sie  ähnlich  sind.  Denn  dann  entsprechen  sich  die 
unendlich  fernen  Punkte,  und  ihre  Verbindungslinie,  die  unendlich 
ferne  Gerade,  ist  eine  Tangente  der  Kurve  (332). 


Fig.  186. 


Sind  die  Punktreihen  g  und  g 
nicht  ahnlich,  ist  R  der  unendlich 
ferne  Punkt  von  g'j  R  der  Gegenpunkt 
der  g,  so  ist  BH  eine  Tangente  des 
Kegelschnittes.  Sind  ferner  A  und  P> 
im  Schnittpunkte  gg'  vereinigt,  und 
sind  A'  und  B  ihre  entsprechenden 
Punkte,  so  kann  B  auf  der  endlichen 
Strecke  AB  oder  außerhalb  derselben 
(in  i?|)  liegen.  B  ist  aber  ein  Be- 
rührungspunkt der  g.  Zieht  man  nun  an  einen  Kreis»  aus  einem 
äußeren  Punkte  zwei  Tangenten,  so  trifft  jeder  Strahl  aus  diesem 
Punkte  innerhalb  des  einen  von  den  Tangenten  gebildeten  Winkels 
den  Kreis  in  zwei  Punkten,  innerhalb  des  anderen  in  keinem  Punkte. 
Diese  Eigenschaft  überträgt  sich  bei  der  Projektion  auf  die  Kegel- 
schnitte. Die  aus  dem  unendlich  fernen  Schnittpunkte  der  beiden 
Tangenten  g'  und  B!B  gezogene  unendlich  ferne  Gerade  enthält 
daher  keine  Punkte  der  Kurve,  wenn  B  auf  der  endlichen  Strecke, 
also  innerhalb  des  Parallelstreifens  der  Tangenten,  liegt;  sie  enthält 
zwei  Punkte-^enn  B  (als  J?,)  außerhalb  liegt.  Daher:  Zvoei  in 
einer^^  \de  projektive  gerade  Punktreihen  erzeugen  eine  Ellipse 


Fig.  IM. 
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oder  Hyperbcly  je  nachdem  der  Berührungspunkt  einer  jeden  Geraden 
innerhalb  oder  außerhalb  der  endlichen  Strecke  sswischen  ihrem  Gegen- 
punJcte  und  der  anderen  Geraden  liegt.  (Bei  der  Parabel  ist  diese 
Strecke  AR  nur  eine  unendliche.) 

Liegen  beide  Punktreihen  in  derselben  Geraden  und  besitzen 
einen  Doppelpunkt,  so  gehört  jede  durch  denselben  gehende  Gerade 
zu  dem  Gebilde.  Die  eingehüllte  Kurve  artet  daher  in  die  Gerade 
selbst,  in  einen  oder  zwei  Punkte  (und  ihre  Strahlenbüschel)  ans, 
je  nachdem  keine,  ein  oder  zwei  Doppelpunkte  vorhanden  sind. 
Liegen  beide  Punktreihen  perspektiy,  so  artet  die  Kurve  in  zwei 
Punkte  aus,  deren  einer  der .  Schnittpunkt  und  deren  anderer  der 
Projektionsmittelpunkt  der  beiden  Punktreihen  ist. 

338.  Ein  Kegelschnitt  kann  An  einen  Kegelschnitt  können 
von  einer  Geraden  in  nicht  mehr  aus  einem  Punkte  nicht  mehr  als 
als  in  zwei  Punkten  geschnitten  zwei  Tangenten  gezogen  werden, 
werden. 

Denn  beides  gilt  von  dem  Kreise,  dessen  Projektion  der  Kegel- 
schnitt ist,  und  die  Eigenschaft  ist  projektiv.  Die  Ordnung  einer 
ebenen  Kurve  bestimmt  man  durch  die  Anzahl  der  Schnittpunkte, 
die  sie  mit  einer  Geraden  haben  kann  (206),  die  Klasse  durch  die 
Anzahl  der  Tangenten,«  welche  man  ans  einem  Punkte  an  sie  legen 
kann.  Daher  sind  die  Kegelschnitte  Kurven  van  der  zuzeiten  Ordnung 
und  sugleich  von  der  zweiten  Klasse,  oder  zusammenfassend,  vom 
zweiten  Grade,  Die  Kurven,  deren  Ordnung  man  angibt,  denkt  man 
sich  aus  Fu>nkten  gebildet,  z.  B.  die  Linien  der  zweiten  Ordnung*) 
als  die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  zweier  projektiven 
Strahlenbüschel;  die  Kurven,  deren  Klasse  man  angibt^  durch  Gerade^ 
welche  sie  berühren,  z.  B.  die  Linien  der  zweiten  Klasse*)  durch  die 
Verbindungsgeraden  der  entsprechenden  Punkte  zweier  projektiven 
Punktreihen.  Man  nennt  die  Gesamtheit  dieser  Geraden  (Tangenten) 
auch  ein  Strahlenbüsd^el  ztceiter  Ordnung. 

339,  JLT>Hngsaufgaben, 

1)  Fünf  Punkte  in  einer  Ebene  sind  gegeben;  zu  entscheiden, 
welcher  Art  der  durch  sie  gehende  Kegelschnitt  ist  (336). 

Im  Falle  ein  Punkt  im  Inneren  des  endlichen  Dreiecks  dreier 
anderen  Punkte  liegt,  kann  die  Kurve  nur  eine  Hyperbel  sein. 

2)  Fünf  Gerade  in  einer  Ebene  sind  gegeben;  zu  entscheiden, 
welcher  Art  der  von  ihnen  berührte  Kegelschnitt  ist  (337). 

*>  In  der  AoalyBis  wird  bewieaen»  daß  die  Kegelschnitte  die  eimagen 
Linien  mweiler  Ordnung  and  iweiter  KlMae  sind. 


/" 
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VI.   Fol  und  Polare  bu  einem  Kegelschnitte. 

340.    Zieht   man   aus   einem   inneren    (Fig.  a)    oder   äußeren  Fig  ist. 
(Fig.  b)  Punkte  P  eines  Kegelschnittes  zwei  Sekanten  desselben^  so 

Fig.  187  a. 
TU      .    Ä 


bestimmen    deren  vier  Schnitt-  Fig.  I87b. 

punkte  Ay  C  und  B^  D  mit  dem 
K^elschnitte  und  die  Tangen- 
ten a,  c,  b,  d  in  denselben  einer- 
seits ein  dem  Kegelschnitte  ein- 
geschriebenes einfaches  Viereck 
j4.SCDf  in  welchem  jene  Se- 
kanten die  Diagonalen,  also  A 
und  C,  sowie  B  und  D  Gegen- 
ecken sind,  und  andererseits  ein 
einfaches  Yierseit  abcd  mit  den 
Gegenseiten  a  und  c,  sowie  b 
und  d.  Die  Schnittpunkte  der 
Gegenseiten  des  Vierecks,  nämlich  Q  von  AB  und  CD,  und  R  von 
SC  und  DAy  sowie  die  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  des  Vier- 
seits,  nämlich  S  von  a  und  c,  und  T  von  b  und  d  liegen  (325,  2) 
links)  auf  einer  Geraden  p,  welche  die  Polare  des  Punktes  P  zu 
dem  Kegelschnitte  oder  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  genannt 
wird,  während  P  der  Pol  von  p  heißi  Schneidet  p  die  Sekante 
APC  in  CT,  die  BPD  in  F,  so  sind  (291)  P  und  U  durch  A  und 
C  und  ebenso  P  und  V  durch  JS  und  D  harmonisch  getrennt.  Von 
den  sechs  Punkten  der  Polaren  reichen  zwei  zu  ihrer  Bestimmung 
ans;  es  ist  dazu  nur  eine  Sekante  aus  P  notwendig.  Dieselbe  schneide 
den  Kegelschnitt  in  A  und  C,  so  ist  der  von  P  durch  A  und  C 
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harmonisch  getrennte  Punkt  U  ein  Punkt  der  p^  während  ein  anderer 
im  Schnittpunkte  S  der  Tangenten  in  A  und  G  liegt.  Welche 
zweite  Sekante  aus  P  man  nun  auch  ziehen  möge,  so  liegen  die 
durch  sie  allein  bestimmten  Punkte  V  und  T,  sowie  die  durch  beide 
Sekanten  bestimmten  Punkte  Q  und  R  auf  derselben  p. 

So  kann  man  auf  verschiedene  Weisen  zu  P  die  Polare  p  be- 
stimmen und  zwar  eindeutig  (d.  h.  nur  eine  .  einzige  p)  und  durch 
lineare  Konstruktion  (d.  h.  vermittelst  gerader  Linien).  Reciprok 
kann  man  aber  auch  zu  p  den  Pol  P  eindeutig  und  linear  auf  ver- 
schiedene Weisen  konstruiren.  Denn  zieht  man  aus  zwei  äußeren 
Punkten  S  und  T  der  p  je  zwei  Tangenten  a,  c  und  6,  d  an  den  Kegel- 
schnitt, deren  Berührungspunkte  Ay  Cj  J?,  D  sind,  so  gehen  von 
dem  Vierseit  ahcd  die  Verbindungslinien  der  Gegenecken  ab  und 
ce/,  sowie  der  hc  und  da,  und  von  dem  Vierecke  AB  CD  die  Ver- 
bindungslinien der  Gegenecken  A  und  C,  sowie  der  B  und  D  durch 
denselben  Punkt  P  (325,  2)  rechts).  Außerdem  ist  p  harmonisch 
getrennt  von  SP  durch  a  und  c,  und  von  TP  durch  ft  und  d  (291). 
Von  den  sechs  durch  P  gehenden  Geraden  reichen  zwei  zu  seiner 
Bestimmung  hin.  Daß  P  der  Pol  von  p  ist,  folgt  daraus,  daß  man 
aus  P,  etwa  mittelst  zweier  Sekanten  FAC  und  PBD  und  der 
Tangenten  a,  c  und  6,  t^,  die  Punkte  S  und  jT  auf  p,  also  p  als 
Polare  von  P  erhält. 

Ist  P  ein  äußen'er  Punkt  des  Kegelschnittes,  aus  dem  man  also 
zwei  Tangenten  an  denselben  ziehen  kann,  so  liegen  deren  Berüh- 
rungspunkte auf  p\  denn  dann  fallen  die  zwei  Schnittpunkte  A  und 
V  im  Berührungspunkte  zusammen,  und  in  diesen  fällt  auch  der 
vierte  harmonische  Punkt  U.  p  ist  dann  die  Berührungssehne  von 
P^  und  schneidet  den  Kegelschnitt.  Und  umgekehrt,  ist  p  eine  schnei- 
dende Gerade,  so  ist  P  ein  äußerer  Punkt,  in  dem  die  Tangenten 
der  Schnittpunkte  zusammentr^fffen.  Ist  P  ein  innerer  Punktj  so 
schneidet  p  nichts  und  umgekehrt  Rückt  P  auf  den  Kegelschnitt, 
so  geht  p  iu  dessen  Tangente  in  P  über. 

S41«  Zusammenfiissend  kann  man  sagen,  indem  man  das  Viereck 
AliCJ)  und  das  Vierseit  abcd  als  vollständige  ansieht: 

IHj^hen  in  einem  voUstuiuügon  Liegen  in  einem  vollständigen 
Vier^'ke,  das  «iuem  Kegelschnitt«  Vierseit,  das  einem  Kegelschnitte 
it  eiug^^schriebeii  ist,  iwei  Gegen*  k  umschrieben  ist,  zwei  Gegen- 
Stalten  durch  einen  Ihmkt  P^  so  ecken  auf  einer  Creraden  p,  so 
liegi>n  die  beiden  Sohuittpuukt«  gehen  die  beiden  Verbindungs- 
You  }^  awei  anderen  G«g^n$eii<^u  Unien  von  je  iwei  anderen  Gegen- 
auf der  Polaren  |»  von  P  au  it;  ecken  durch  den  Pol  P  von  p  zu  Je; 
vHter  iu  einem  dem  t  eingeschrie-     oder  iu  einem  dem  Ar   nmachrie- 
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benen  YoUstandigen  Vierecke  ist  beuen  vollsiändigen  Vierseite  ist 

jede  Nebenseite   die   Polare   der  jede  Nebenecke  der  Pol  der  nicht 

nicht  auf  ihr  liegenden  Nebenecke,  durch  sie  gehenden  Nebenseite. 

2)  Die  Tangenten  in  den  zwei  Die  Berührungspunkte  der  zwei 
Schnittpunkten  jeder  aus  P  ge-  aus  jedem  Punkte  der  p  bh  k  ge- 
zogenen Sekante  der  Je  schneiden  zogenen  Tangenten  liegen  in  einer 
sich  auf  p.  Geraden  mit  P. 

3)  Die  zwei  Schnittpunkte  jeder  Die  zwei  Tangenten,  aus  jedem 
aus  P  gezogenen  Sekante  mit  k  Punkte  der  p  bjol  k  gelegt,  wer- 
werden  durch  P  und  p  harmo-  den  durch  p  und  P  harmonisch 
nisch  getrennt.  getrennt. 

4)  Die  Berührungspunkte  der  Die  Tangenten  in  den  Schnitt- 
aus P  an  Jt  gezogenen  Tangenten  punkten  der  j)  mit  k  gehen  durch  P 
liegen  auf  p. 

Ist  p  die  Polare  von  P,  so  ist  auch  P  der  Pol  von  p.  Pol 
und  Polare  zu  einem  gegebenen  Kegelschnitte  bestimmen  sich  gegen- 
seitig eindeutig.  Ihre  Projektionen  auf  eine  andere  Ebene  sind  Pol 
und  Polare  zu  der  Projektion  des  Kegelschnittes,  weil  alle  bestim- 
menden Eigenschaften  projektiver  Natur  sind. 

342.   Die  Polare  q  von  jedem         Der  Pol  R  von  jedem  Strahle  Fig.  la?. 
Punkte  Q  einer  Geraden  p  geht     r  aus  einem  Punkte  P  liegt  auf 
durch  deren  Pol  P.  dessen  Polare  p. 

Sei  Q  der  willkürliche  Punkt  auf  p,  oder  PQ  ■=  r  der  will- 
kürliche Strahl  aus  P,.  so  findet  man  zunächst  die  Polare  q  von  Q, 
indem  man  durch  P  eine  den  Kegelschnitt  A;  (in  ^  und  G)  schnei- 
dende Gerade  legt,  QÄ  zieht  und  mit  k  noch  in  B  schneidet,  BG 
zieht  und  mit  p  in,  R  schneidet;  dann  ist  PR  =»  q  die  Polare  von 
P.  Denn  zieht  man  noch  PJS,  schneidet  sie  mit  k  noch  in  D,  so 
muß  CD  die  AB  in  Q,  AD  die  BC  in  R  treffen,  weil  diese 
Schnittpunkte  der  Gegenseiten  des  eingeschriebenen  Vierecks  auf  der 
Polaren  p  von  P  liegen  müssen  (341,  1)).  Dann  ist  aber  nach 
demselben  Satze  PR  ««  q  die  Polare  von  Q  und  ebenso  R  der  Pol 
Yon  PQf  wodurch  beide  Sätze  bewiesen  sind. 

343.  Beschreibt  ein  Punkt  Q  eine  Gerade  p,  so  beschreibt  seine 
Polare  q  ein  der  Punktreihe  projektives  Strahlenbüschei  P  und  um- 
gekehrt.  Denn  mit  der  Punktreihe  Q  ist  das  Büschel  der  Strahlen 
AQBy  welches  die  Reihe  aus  A  projicirt,  perspektiv,  mit  ihr  das 
Büschel  der  Strahlen  CBR,  welches  die  Schnittpunkte  B  der  ersteren 
Strahlen  mit  k  aus  G  projicirt  (318),  mit  diesem  die  Punktreihe 
der  JB.  Daher  iet  mit  der  Punktreihe  der  Q  das  Büschel  ihrer 
Polaren  PR  =  q,  und  mit  dem  Büschel  der  Strahlen  PQ  =zr  die 
Reihe  ihrer  Pole  R  projektiv. 

Wiener,  Lehrbuch  der  dariteUenden  Geometrie.  18 
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344.  Zwei  Punkte  nennt  man 
in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt 
Jconjugirt,  wenn  der  eine  und  folg- 
lich jeder  von  beiden  auf  der  Po- 
laren des  anderen  liegt.  Ein  Punkt 
der  Kurve   ist   sich  selbst  kon- 


Zivei  Gerade  nennt  man  in  Be- 
zug auf  einen  Kegelschnitt  Jcan- 
jugirt,  wenn  die  eine  und  folglich 
jede  von  beiden  durch  den  Pol 
der  anderen  geht.  Eine  Tangente 
der  Kurve  ist  sich  selber  kon- 
jugirt. 


jugirt. 

vig.  188.         Liegt  z.  B.  der  Punkt  R  auf  der  Polaren  q  des  Punktes  Q,  so 

liegt  auch  Q  auf  der  Polaren  r  des  R  (342).     Q  und  R  sind  dann 

konjugirt. 

Fig.  188. 


Die  Reihe  der  Punkte  einer 
Geraden  und  die  Reihe  ihrer 
konjugirten  Punkte  auf  derselben 
Geraden  bilden  eine  Involution, 
deren  Doppelpunkte  die  Schnitt- 
punkte der  Geraden  mit  dem 
Kegelschnitte  sind;  die  Involution 
ist  gleichlaufend  oder  ungleich- 
laufend, je  nachdem  die  Gerade 
den  Kegelschnitt  nicht  trifft  oder 
tri£ft. 


Das  Büschel  der  Strahlen  aus 
einem  Punkte  und  das  Büschel 
ihrer  konjugirten  Strahlen  aus 
demselben  Punkte  bilden  eine  In- 
volution, deren  Doppelstrahlen 
die  Tangenten  aus  dem  Punkte 
an  den  Kegelschnitt  sind;  die  In- 
volution ist  gleichlaufend  oder 
ungleichlaufend,  je  nachdem  der 
Punkt  im  Inneren  oder  Äußeren 
des  Kegelschnittes  liegt. 


Fig.  187 
Aundb. 


Denn,  für  den  Satz  links,  bilden  auf  der  Geraden  p  die  kon- 
jugirten Punkte  Q  und  R  zwei  projektive  Punktreihen  (343)  und 
dazu  eine  Involution,  da  zwei  konjugirte  Punkte  Q  und  R  sich 
doppelt  entsprechen.  Auf  derselben  sind  die  Schnittpunkte  der  Ge- 
raden mit  dem  Kegelschnitte  sich  selbst  zugeordnet,  also  Doppel- 
punkte. Bestehen  solche  Schnitt-  oder  Doppelpunkte,  so  ist  die 
Involution  ud gleichlaufend,  sonst  gleichlaufend  (298).     Ebenso  er- 
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gibt  sich  die  Richtigkeit  des  Satzes  rechts.  Die  Tangenten  aus  dem 
Punkte  sind  die  Doppelstrahlen  und  sie  sind  nur  für  einen  äußeren 
Punkt  möglich,  weshalb  für  ihn  die  Involution  eine  ungleichlaufende  ist. 

Da  wir  in  Nr.  300  jeder  Involution  zwei  Doppelelemente  zu- 
geschrieben haben,  welche  aber  reell  oder  imaginär  sein  können, 
80  schreiben  wir  auch,  in  Erweiterung  der  Nr.  338,  in  der  Ebene 
eines  Kegelschnittes  jeder  Geraden  zwei  Schnittpunkte  mit  demselben 
und  jedem  Strahlenbüschel  zwei  Tangenten  an  denselben  zu.  Die 
Punkte  oder  Tangenten  sind  entweder  beide  reell  und  getrennt, 
oder  beide  reell  und  zusammenfallend,  oder  beide  imaginär.  Eine 
Gerade  mit  zwei  imaginären  Schnittpunkten  nennt  man  auch  eine 
uneigentliche  Sekante. 

Zus.  Von  zwei  konjugirten  Punkten  einer  eigentlichen  Seikante  p  ist 
stets  der  eine  ein  innerer,  der  andere  ein  äußerer,  von  zwei  kon- 
jugirten Strahlen  aus  einem  äußeren  Punkte  P  der  eine  eine  eigent- 
liche, der  andere  eine  uneigentliche  Sekante.  Die  konjugirten  Ele- 
mente sind  durch  die  Schnittpunkte  der  p  mit  k,  hezw,  durch  die  Tan- 
genten aus  P  an  h  Jiarmonisch  getrennt  (301). 

345.  Ist  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  von  drei  Punkten  Fig.  i88. 
-P>  ö)  -R  jeder  jedem  anderen  konjugirt,  so  ist  jeder  der  Pol  der 
durch  die  beiden  anderen  gehenden  Geraden,  und  jede  solche  Ge- 
rade ist  dann  auch  jeder  der  anderen  konjugirt.  Ein  solches  Dreieck 
lieißt  Polardreieck,  Es  ist  sowohl  das  Nebendreieck  eines  dem  Kegel- 
schnitte eingeschriebenen  vollständigen  Vierecks,  als  das  Nebendrei- 

seit  eines  demselben  umschriebenen  vollständigen  Vierseits  (341,  1)). 

346.  Zwei  Punktreihen  ABC . . .  und  Ä^B^C^  . . .  auf  einem  Fig.  i89. 
Kegelschnitte  heißen  projektiv,  wenn  sie  aus  einem  und  dann  aus 
jedem  Punkte  der  Kurve  durch  zwei  projektive  Strahlenbüschel  pro- 
jicirt  werden,  und  involutorisch,  wenn  durch  zwei  involutorische. 
£benso  heißen  zwei  Schaaren  von  Tangenten  abc . . .  und  aJ>^Ci . . . 
eines  Kegelschnittes  projektiv ,  hezw,  involutorisch y  wenn  sie  auf  einer 
und  dann  auf  jeder  Tangente  der  Kurve  zwei  projektive,  bezw.  in- 
volutorische Punktreihen  einschneiden.  Sind  die  Punktreihen  des 
Kegelschnittes  projektiv,  so  sind  es  auch  die  Schaaren  der  in  diesen 
Punkten  berührenden  Geraden  (318,  Ende),  und  umgekehrt;  ebenso 

ist  das  eine  Gebilde  involutorisch,  wenn  es  das  andere  ist. 

Bei  der  Involution  auf  einem  Kegelschnitte  gehen  alle  Verbin- 
dungslinien je  zu)eier  zugeordneten  Punkte,  also  AA^y  BB^,  CC^ . . ., 
durch  denselben  Punkt  P,  und  es  liegen  alle  Schnittpunkte  je  zweier 
0ugeordneten  Tangenten,  also  aa^,  bb^,  cc^  . , .  auf  derselben  Geraden 
p^  welche  die  Polare  von  P  zu  der  Kurve  ist.  P  heißt  der  Mittel- 
punkt und  p  die  Axe  der  Involution, 

18* 
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Fig.  189  a. 


Denn  es  ist  wegen 
des  doppelten  Entspre- 
chens  und  wegen  Nr.  279 

=  {ÄC,BB,), 

daher 

A(CÄiBB,)=^ 
C(AC,BB^). 

Also  sind  diese  beiden 
Strahlenbüschel  projek- 
tiv, aber  auch  perspektiv,  weil  die  entsprechenden  Strahlen  AC 
und  CA  sich  decken.  Ihre  Perspektive  Schnittlinie  enthält  die 
Punkte  By  B^  und  den  Schnittpunkt  P  von  AA^  und  C(7,.  Also 
geht  durch  den  Schnittpunkt  P  der  beiden  Verbindungslinien  AA^y 
CG^  je  zweier  zugeordneten  Punkte,  auch  diejenige  BBj^  irgend  zweier 
anderen.  —  Dann  müssen  sich  aber  auch  die  in  A  und  A^^  ge- 
zogenen Tangenten  a  und  a^  in  einem  Punkte  Ä  der  Polaren  p 
von  P  trefiFen  (341,  2))  und  ebenso  die  Linien  AB,  A^B^  in  einem 
solchen  D  und  AB^,  A^B  in  einem  solchen  2/  (341,  1)). 

Man  bemerkt,  daß  ein  Kegelschnitt  Je  mit  sich  selbst  perspektiv- 
kollinear  ist,  wenn  man  einen  beliebigen  Punkt  P  seiner  Ebene  als 
KoUineationsmittelpunkt  und  dessen  Polare  p  als  KoUineationsaxe 
annimmt;  die  zwei  Punkte  des  Je  auf  einem  Strahle  aus  P  sind  ent- 
sprechende; die  Systeme  sind  involutorische  (<J  =  —  1)  (312). 

347.  In  der  Fig.  189  zeigt  das  in  den  Kegelschnitt  i  ein* 
geschriebene  Viereck  ABA^B^,  daß  D  und  D'  konjugirte  Punkte 
sind.  Da  zu  ihrer  Bestimmung  nur  die  Geraden  AB,  A^B  und  p 
notwendig,  die  Lage  des  Punktes  jB,  auf  Je  und  daher  auch  von  P 
auf  AA^  aber  unwesentlich  sind,  p  jedoch  die  Polare  irgend  eines 


VI,  347—348.    Pol  und  Polare  zu  einem  Kegelschnitte. 


277 


Punktes   der  AÄ^  d.  i.  der  AÄ  konjugirt  ist,  so   ergibt  sich  fol- 
gender Satz  und  sein  reciproker. 


Verbindet  man  zwei  feste 
Punkte  A^  A^  eines  Kegelschnittes 
"k  mit  einem  wechselnden  Punkte 
jß  desselben,  so  schneiden  je  zwei 
Geraden  -4jB,  A^3  auf  jeder  zu 
der  Geraden  AA^  konjugirten  Ge- 
raden p  konjugirte  Punkte  in 
Bezug  auf  li  ein. 


Schneidet  man  zwei  feste  Tan- 
genten  a,  a^  eines  Kegelschnittes 
A;  mit  einer  wechselnden  Tangente 
6  desselben,  so  sind  die  Verbin- 
dungslinien je  zweier  Schnitt- 
punkte ahf  a^b  mit  jedem  zu  dem 
Schnittpunkte  a  a^  konjugirten 
Punkte  P  konjugirte  Gerade  zu  h 
Hierdurch  sind'  die  Aufgaben  gelost  auf  einer  Geraden  p  eine 
Ueihe  von  Paaren  konjugirter  Punkte,  oder  aus  einem  Punkte  P 
eine  Reihe  von  Paaren  konjugirter  Strahlen  zu  bestimmen.  Man 
muß  nur  zunächst  zu  p  eine  konjugirte,  den  Je  schneidende  Gerade 
AA^  dadurch  bestimmen,  daß  man  aus  zwei  Punkten  der  p  je 
zwei  Tangenten  des  k  zieht;  AA^  ist  dann  eine  den  Je  schneidende 
Nebenseite  des  von  den  vier  Tangenten  gebildeten  Vierseits.  Ebenso 
ziehe  man  aus  P  zwei  den  Je  schneidende  Gerade;  aa^  ist  dann  eine 
zu  Je  äußere  Nebenecke  des  von  den  vier  Schnittpunkten  gebildeten 
Vierecks. 

348.  Aufg.  In  einem  involntoriscJien.  StrahlefibilscJicl  S  sind  zwei Fig.vM. 
StraJüenpaare  aa^,  bh^  gegeben; 
man  soll  1)  den  einem  StraJiU 
c  zugeordneten  c^,  2)  das  Paar 
auf  einander  senkrechter  Strah- 
len, 3)  die  Doppelstrahlen  be- 
stimmen. 

Aufl.  Man  lege  durch  S 
einen  Kegelschnitt  Je,  wegen  2) 
einen  Kreis;  auf  ihm  bestimmt 
das  Büschel  S  eine  Involution 
AA^,  BB^\  man  konstruire 
deren  Mittelpunkt  P  {AA^, 
SBi)  und  Axe  p  (AB,  A^B^] 
JlBi,.4i5) (346); durch Strah-  A' 

len  aus  P  ergeben  sich  entsprechende  Punkte  C,  C^  auf  Je  und 
Strahlen  (c,  cj  aus  S.  Die  Doppelstrahlen  laufen  aus  S  nach  den 
Schnittpunkten  M,  N  von  p  mit  Je.  Das  Paar  auf  einander  senk- 
rechter Strahlen  geht  durch  die  Endpunkte  des  aus  P  gezogenen 
Durchmessers  PO  des  Kreises  Je. 

Zus.    Sind  die  Strahlen  von  zwei  Paaren   auf  einander   senk- 
recht, so  sind  es  alle;  denn  die  ersteren  bestimmen  dann  die  End- 


Fig.  190. 


l'^ 


^'X — '^^ 
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pankte  zweier  Durchmesser  des  Kreises  Tcy  sein  Mittelpunkt  ergibt 

sich  dadurch  als  Involutionsmittelpunkt,  woraus  die  Behauptung  folgt. 

pig.191.         349.    Aiifg.    Von  einer  involutorischen  Punktreüie  s  sind  zwei 

Punhtepaare  AÄ^,  BB^  gegeben;   man  soll   1)  den  einem  Punkte  C 

Fig.  191. 

zugeordneten  G^y  2)  den  Mittelpunkt  0  der  Involution,  3)  die  Doppel- 
punkte finden. 

Aufl.  Man  ziehe  einen  die  s  berührenden  Kegelschnitt ,  am 
leichtesten  einen  Kreis  k,  lege  an  ihn  die  Tangenten  aus  den  ge- 
gebenen Punkten^  (welche  eine  Involution  bilden)  ^  bestimme  deren 
Axe  p  und  Mittelpunkt  P  (346)  ^  so  ergeben  sich  aus  jedem  Punkte 
der  p  zwei  zugeordnete  Tangenten  der  k  und  dadurch  zwei  zuge- 
ordnete Punkte  der  s\  der  Mittelpunkt  0  ergibt  sich  als  der  dem 
unendlich  fernen  Punkte  der  s  zugeordnete;  die  beiden  Tangenten 
aus  P  an  i  liefern  die  Doppelpunkte  Jkf ,  N  auf  s. 

350.  Aufg,  Eine  Ebene  und  ein  Punkt  S  derselben  seien  die 
Träger  jsupeier  involutorischen  Strahlenbüsclhel,  oder  eine  Gerade  s  sei 
der  Träger  zweier  involutorischen  Punktreihen;  man  soll  in  jedem  Falle 
die  beiden  Elemente  bestimmen,  welche  einamler  zugleich  in  der  einen 
und  in  der  anderen  Involution  zugeordnet  sind.  Es  sind  diese  Elemente 
auch  diejenigen,  welche  durch  die  (reellen  oder  imaginären)  Doppel- 
demente  sowohl  der  einen;  wie  der  anderen  Involution  harmonisch 
getrennt  sind. 

Aufl.  für  den  ersten  Fall.  Man  lege  durch  8  einen  Kreis  (oder 
einen  anderen  Kegelschnitt),  suche  die  Mittelpunkte  P  und  P'  beider 
Involutionen,  so  schneidet  PP"  den  Kreis  in  den  beiden  Punkten, 
durch  welche  die  gesuchten  Strahlen  gehen.  —  Im  zweiten  Falle 
verfahre  man  reciprok. 

Vergegenwärtigt  man  ßich,  z.  B.  bei  dem  Strahlenbüschel  S, 
die  Lagen  von  P  und  P',  welche  bei  imaginären  Doppelelementen 
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innere,  bei  reellen  äußere  Punkte  des  Hilfskreises  sind^  und  be- 
achtet, daß  die  beiden  gesuchten  Elemente  reell  oder  imaginär  sind, 
je  nachdem  es  die  Schnittpunkte  der  Geraden  PF^  mit  dem  Hilfs- 
kreise sind,  so  findet  man,  daß  die  gesuchten  gemeinscJiaftUchen  EU- 
fnente  der  beiden  Involuüonen  reell  sind,  wenn  die  Doppelelemente  von 
einer  oder  von  beiden  InvoltUionen  imaginär  sind,  oder  wenn  sie  von 
beiden  reell  sind,  und  wenn  diejenigen  der  einen  die  der  anderen  ein- 
schließen, dagegen  imaginär,  wenn  sie  reell,  ui%d  diejenigen  der  einen 
die  der  anderen  trennen. 


JTCL  Konstruktion  eines  Kegelsohnittes  aus  imaginären  Elementen. 
351.  J.tt/^.  Einen  Kegelschnitt         Einen  Kegelschnitt  Je  zu  kon- 


struiren,  von  welchem  drei  reelle 
und  zwei  konjugirte  imaginäre 
Tangenten  gegeben  sind. 


\t» 


*!3M^ 


k  zu  konstruiren,  von  welchem 
drei  reelle  und  zwei  konjugirte 
imaginäre  Punkte  gegeben  sind. 

Aufl.   Seien  A,B,C  ^^  ^^^  Fig.m. 

die  reellen  Punkte  und 
seien  die  konjugirten  ima- 
ginären Punkte  durch  die 
gleichlaufende  Involution 
DD'EE'  auf  der  Geraden 

p  g^g^b^Q;  90  suche  man 
zuerst  den  Schnittpunkt 
S  der  über  Diy  und  über 
jEE'  als  Durchmesser  be- 
schriebenen   Halbkreise, 
aus  denen  sich  zwei  zu-     *^ 
geordnete  Punkte  durch       \ 
zwei  auf  einander  senk-         \ 
rechte   Strahlen    projici- 
ren  (302).     Sodann   be- 
stimme man  den  Punkt 

A^  des  k  derart,  daß  ÄA^  durch  den  Pol  von  p  geht.  Schneiden 
£A  und  CA  die  p  in  F  bezw.  G,  so  müssen  BA^  und  GA^  durch 
JF'  bezw.  G'  gehen  (346),  wodurch  -4^  bestimmt  ist. 

Weitere  Punkte  von  h  sind  dann  die  Schnittpunkte  von  Strahlen, 
welche  aus  A  und  A^  tiach  zugeordnetem  Punkte  der  p  gezogen 
werden,  so  AD,  A^Df  un3  ADf,  A^D.  —  Die  Aufgabe  rechts  wird 
reciprok  gelöst. 

Zus.  Ebenso  ist  ein  Kegelschnitt  h  bestimmt  durch  eine  Gerade 
p  und  ihren  Pol  P  zu  Je,  durch  die  (zu  einander  perspeJctiven)  Invo- 
lutionen Jcofyugirter  Punkte  auf  p  und  StraJilen  aus  P  in  Bezug  auf  Je 


-^ -■^'-^ -' 
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und  durch  einen  Punkt  A  von  k.  Man  bestimmt  auf  PA  den  von  A 
durch  P  und  p  harmonisch  getrennten  Punkt  A^,  und  verfahrt  dann 
wie  vorher.  —  Man  sagt,  daß  der  Kegelschnitt  durch  zwei  imaginäre 
Punkte  auf  p,  die  imaginären  Tangenten  in  denselben,  welche  nach  P 
laufen,  und  einen  reellen  Punkt  A  bestimmt  sei. 

352.  Aufg.  Einen  Kegelschnitt  Einen  Kegelschnitt  k  zu  kon- 
k  zu  konstruiren,  von  welchem  struiren,  von  welchem  eine  reelle 
ein  reeller  Punkt  und  zwei  Paare  Tangente  und  zwei  Paare  konju- 
konjugirter  imaginärer  Punkte  ge-  girter  imaginärer  Tangenten  ge^ 
geben  sind.  geben  sind. 

Fig.  198.         Aufl,  links.     Sei  A  der  reelle  Punkt  und  stellen  BP^,  CC  auf 
p  und  Diy,  EE'  auf  p^  die  beiden  imaginären  Punktepaare  dar. 
Fig.  193.  Im  Schnittpunkte  von  p  und  p^  seien 

die  Punkte  B  und  D  vereinigt,  deren 
entsprechende  JT  undiX  sind.  Da  nun 
die  Polare  von  B  durch  B^  und   die 
von  2)  durch  B'  geht  (344),  so  ist 
SD'  die  Polare  von  B(D),  auf  wel- 
cher daher  die  Pole  von  p  und  von  p^ 
liegen.   Da  ferner  B(^D)  ein  äußerer 
Punkt,  so  schneidet  seine  Polare  SI/ 
den  Kegelschnitt  in  zwei  reellen  Punk- 
ten F  und  JFj,  die  auf  denjenigen  Strahlen  aus  A  liegen,   welche 
durch  zugeordnete  Punkte   sowohl   der  p  als  der  pj^  gehen  (351). 
Projicirt  man  daher  die  Punktinvolutionen  p,  p^  aus  A  durch  Strahlen- 
involutionen, so  findet  man  nach  Nr.  350  AF,  AF^  als  die  Strahlen, 
welche  in  jedem  dieser  Büscheln  einander  zugeordnet  sind.    Weitere 
Punkte  erhält  man  dann  durch  Strahlen  aus  F  und  F^ ,  welche  nach 
zugeordneten  Punkten  der  p  (und  zugleich  der  p^  gehen,   wie  der 
FCy  F^C  und  FC\  F^C,  —  Die  Aufgabe  rechts  wird  reciprok  gelost 

VnL    Reoiprooit&t  in  der  Ebene. 

353.  Wir  haben  in  Nr.  285  die  ersten,  und  seitdem  viele  Paare 
reciproker  Sätze  ausgesprochen,  bei  denen  aber  stets  beide  des  Be- 
weises bedurften.  Vermittelst  der  Sätze  über  die  Polarität  der  Kegel- 
schnitte können  wir  nun  das  Gesetz  der  Reciprocität  oder  Daalitat 
aufstellen,  nach  dem  man  zu  einem  bewiesenen  Satze  über  projektive 
Eigenschaften  sogleich  den  reciproken  aussprechen  kann,  der  dadurch 
bewiesen  ist,  daß  er  nach  dem  (jesetze  der  Reciprocität  gebildet 
wurde. 

Nennt  man  in  einer  Ebene  einen  Punkt  und  eine  Gerade  reci- 
prok, wenn  sie  in  Bezug  auf  einen  festen  Kegelschnitt,  den  man  die 
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Direktrix  der  Bedprocifät  nennt;  gegenseitig  Pol  und  Polare  sind,  so 
ergeben  sich  folgende  reciproke  Gebilde  und  Sätze: 

Ein  Punkt  und  eine  Gerade,  eine  Gerade  und  ein  Punkt, 
die  durch  ihn  geht;  der  auf  ihr  liegt  (342); 

eine  gerade  Punktreihe;  ein  damit  projektives  Strahlen- 

baschel  (343); 

eine  Beihe  von  Funkten  in  ste-  ein  Büschel  von  Strahlen  in  ste- 
tiger Folge  oder  eine  Punktkurve  tiger  Folge  oder  eine  einhüllende 
von  der  Stetigkeit  erster  Ordnung,  Kurve  von  der  Stetigkeit  zweiter 
für  welche  auch  die  Verbindungs-  Ordnung,  für  welche  auch  der 
linie  zweier  benachbarten  Punkte  Schnittpunkt  zweier  benachbarten 
oder  die  Tangente  der  Kurve  ste-  Geraden  oder  der  Berührungspunkt 
tig  ihre  Richtung  ändert,  so  daß  der  Kurve  stetig  seinen  Ort  ändert, 
die  Kurve  auch  die  Stetigkeit  so  daß  die  Kurve  auch  die  Ste- 
zweiter  Ordnung  besitzt;  tigkeit  erster  Ordnung  besitzt; 

eine  solche  Kurve  (Puhktkurve)  ein  solches  Strahlenbüschel  heißt 
heißt  von  der  n^^  Ordnung,  wenn  von  der  w**°  Ordnung,  wenn  es  mit 
sie  mit  einer  geraden  Punktreil^e  einem  Strahlenbüschel  n  reelle 
n  reelle  und  imaginäre  Punkte  und  imaginäre  Strahlen  gemein 
gemein  hat  hat.    Die  eifümllende  Kurve  heißt 

dann  von  der  n^  Klasse  (338). 
Bei  einer  Kurve  sind  die  Ordnung  und  die  Klasse  im  Allge- 
meinen verschieden;  stets  aber  ist  jede  Kurve  von  der  jnoeiten  Ord- 
nung zugleich  von  der  zweiten  Klasse  und  umgekehrt;  und  diese  Kurven 
sind  die  Kegdschnitte.  Ist  der  Kegelschnitt  die  einzige  Kurve  zweiter 
Ordnung  (338,  Anm.),  so  ist  das  reciproke  Gebilde  die  einzige  Kurve 
zweiter  Klasse  und  es  ist  nur  zu  zeigen,  daß  diese  ebenfalls  ein 
Kegelschnitt  ist.  Entsteht  die  erstere,  eine  Punktkurve,  aus  zwei 
projektiven  Strahlenbüscheln,  so  entsteht  die  reciproke  Kurve  aus 
zwei  projektiven  Punktreihen,  ist  daher  ein  Kegelschnitt  (319). 

Das  Gesetz  der  Beciprocität  lautet  nun:  Zu  jedem  Satze  über 
projektive  Eigenschaften  kann  man  einen  reciproken  dadurch  bilden, 
daß  man  alle  Begriffe  in  demselben,  denen  reciproke  gegenüber- 
stehen, durch  diese  ersetzt  (s.  285). 

354.  Übungsaufgaben.  In  Bezug  auf  einen  gegebenen  Kreis  als 
Direktrix  der  Reciprocität  zu  einer  gegebenen  Kurve  die  reciproke 
zu  konstruiren: 

1)  Zu  einem  Kreise,  und  dabei  zu  entscheiden,  in  welchen  Fällen 
eine  Ellipse,  eine  Parabel  und  eine  Hyperbel  entsteht. 

2)  Zu  einer  Sinuslinie;  sie  besitzt  die  Gleichung  y  =  sin  a:,  und 
ihre  Tangente  in  irgend  einem  Punkte  bildet  den  Winkel  q>  mit  der 
X  Axe,  für  welchen  tg  9  =  cos  x,  woraus   die  Tangente  zu  kon- 
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struiren  ist  Den  beiden  onendlicli  vielfachen  Tangenten  entsprechen 
zwei  unendlich  vielfache  Punkte.  Den  aus  dem  Mittelpunkte  der 
Direktrix  gezogeneu  Tangenten  entsprechen  unendlich  ferne  Punkte. 
Bei  der  Konstruktion  beachte  man,  daß  die  Polare  eines  Punktes 
senkrecht  auf  dem  durch  ihn  gelegten  Durchmesser  der  Direktrix  steht^ 
daß  es  vorteilhaft  ist,  diejenigen  Punkte  der  Kurve  zusammenzufassen, 
welche  auf  einer  Parallelen  zur  xkxe  liegen,  indem  ihre  Polaren 
durch  den  Pol  dieser  Parallelen  gehen,  und  indem  ddie  Tangenten 
in  denselben  zwei  Schaaren  paralleler  Geraden  bilden,  deren  Pole 
auf  zweien  zu  den  Tangenten  senkrechten  Durchmessern  der  Direk- 
trix liegen. 

3)  Zu  einer  Tangentenlinie,  fQr  welche  y=tgir,  tg9=l:cos*a?, 
was  leicht  zu  konstruiren. 

4)  Zu  einer  gemeinen  Cykloide^  deren  Konstruktion  im  IL  Bande 
nachgeschlagen  werden  kann.  Man  wird  finden,  daß  die  reciproke 
Kurve  eine  kollineare  Kurve  der  Tangentenlinie,  und  daß  die  Re- 
ciproke der  Tangentenlinie  eine  Kollineare  der  gemeinen  Cykloide  ist 

5)  Zu  einer  Sekantenlinie;  y  =  sec  x,  tg  9  =  tg  rc  :  cos  x. 

IX.   Konjugirte  Durohmesser  der  Kegelschnitte. 

Fig.  194.         355.  Läßt  man  einen  Punkt  P  in  der  Ebene  eines  Kegelschnittes 
ins  Unendliche  rücken,  so  werden  die  aus  ihm  gezogenen  Sekanten 

Fig.  194.  ^-^f  ^^  parallel,  und  die  Polare  p 

von  P,  welche  mit  P  die  Punkte  A 
'ß  und  B,  C  und  D  u.  s.  w.  harmonisch 
trennt  (341,  3)),  muß  durch  die  Mit- 
telpunkte der  Sehnen  gehen  (286). 
Daher:  die  MütelpunJUe  paralleler 
Sehnen  eines  Kegelschnittes  liegen  auf 
einer  geraden  Linie;  dieselbe  heißt 
ein  Durchmesser  des  Kegelschnittes  und 
ist  die  Polare  des  unendlich  fernen  Punktes  der  Sehnen. 

Auf  diesem  Durchmesser  liegen  auch  die  Berührungspunkte  der 
mit  den  Sehnen  parallelen  Tangenten,  der  Schnittpunkt  zweier  in 
den  Endpunkten  einer  der  Sehnen  gezogenen  Tangenten,  und  der 
Schnittpunkt  zweier  neuen  Gegenseiten  eines  durch  zwei  jener  Sehnen 
gebildeten  Vierecks  (wie  ABDC)  (341). 

Die  Durchmesser  der  Parabel  sind  einander  parallel  und  laufen 
nach  dem  unendlich  fernen  Punkte  derselben.  Denn  eine  der  beiden 
Tangenten,  welche  aus  einem  unendlich  fernen  Punkte  P  an  die 
Parabel  gelegt  werden  können,  ist  die  unendlich  ferne  Gerade^  und 
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ihr  Berührungspunkt  der  unendUch  ferne  Punkt  der  Kurve  (332), 
durch  den  daher  die  Polare  von  P,  also  jeder  Durchmesser  geht. 

366.  Ein  Durchmesser  schneidet  den  Kegelschnitt  in  zwei 
reellen  oder  imaginären  Punkten,  je  nachdem  er  die  Polare  eines 
äußeren  oder  inneren  unendlich  fernen  Punktes  ist  (340);  entsprechend 
ist  auch  die  Größe  des  Durchmessers  reell  oder  imaginär.  Da  nun 
die  Hyperbel  äußere  und  innere  Punkte  auf  der  (schneidenden)  un- 
endlich fernen  Geraden  besitzt^  so  hat  sie  auch  reelle  und  imaginäre 
Durchmesser^  die  Ellipse  dagegen  nur  reelle. 

36  ?•  Alle  Durchmesser  eines  Kegelschnittes  gehen  durch  den  Pol 
der  unendlich  fernen  Geraden,  welcher  der  Mittelpunkt  heißt,  und  wer- 
den in  Am  halbirt  (341,  3)).  —  Da  die  Ellipse  von  der  unendlich 
fernen  Geraden  nicht  geschnitten  wird,  so  ist  ihr  Mittelpunkt  ein 
innerer  Punkt  (340),  der  der  Hyperbel  dagegen  ein  äußerer.  Durch 
denselben  gehen  die  Asymptoten,  als  die  Tangenten  in  den  unendlich 
fernen  Punkten.  Als  Mittelpunkt  der  Parabel  ist  ihr  unendlich  femer 
Funkt  anzusehen,  als  Berührungspunkt  und  Pol  der  unendlich  fernen 
Geraden;  wobei  aber  wohl  zu  beachten,  daß  der  Abstand  des  Mittel- 
punktes von  dem  unendlich  fernen  Berührungspunkte  unendlich  groß 
ist;  daß  aber  dennoch  beide  Punkte  als  der  eine  unendlich  ferne 
Punkt  eines  Durchmessers  bezeichnet  werden,  weil  ihnen  dieselbe 
Grenzlage  aller  von  ihnen  abhängigen  Gebilde  zukommt  (72,  73). 

368,  Zwei  Durchmesser  eines  Kegelschnittes  sind  Iconjugirt,  wenn 

jeder  durch  den  (unendlich  fernen)  Pol  des  andern  geht  (344).  •  Daher 

halbirt  jeder  die  parallel  0u  dem  andern  gezogenen  Sehnen.  Denn  (355) 

er  ist  dann  die  Polare  des  unendlich  fernen  Punktes  des  anderen 

(p  und  q  in  Fig.  194). 

Bei  dem  Kreise  sind  konjugirte  Durchmesser  auf  einander  senk- 
recht; bei  der  Parabel  ist  die  unendlich  ferne  Gerade  als  der  zu 
jedem  anderen  Durchmesser  konjugirte  anzusehen. 

Die  Tangenten  in  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  sind 
parallel  mit  dessen  konjugirtem  Durchmesser. 

Das  Büschel  der  Durchmesser  und  das  ihrer  konjugirten  Durch- 
messer bilden  eine  Involution,  welche  bei  der  Ellipse  gleichlaufend, 
bei  der  Hyperbel  ungleichlaufend  ist,  deren  Doppelelemente  im 
letzteren  Falle  die  Asymptoten  sind  (344,  rechts).  Zwei  konjugirte 
Durchmesser  einer  Hyperbel  sind  durch  die  Asymptoten  harmo- 
nisch getrennt;  einer  derselben  ist  reell,  der  andere  imaginär 
(344,  Zus.). 

Die  auf  einander  senkrechten  konjugirten  Durchmesser  eines  Kegel- 
schnitts nennt  man  seine  Axen,  Sie  sind  Symmetrielinien,  und  be- 
stehen stets  (348,  2)). 
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Flg.  195.  859.  Die  Dityonalen  eines  um  einen  Kegelschnitt  beschriä)€»eH 
l'ar(Ulelofframmes  AliCI)  sind  hmjugirte  Durdimesser.  Denn  die 
Diagonalen  AC,  BD  und  die  uneudlicb 
ferne  Gerade  bilden  ein  Polardreieck  (345). 
Daher  bestimmt  manzweikonjugirte  Durch- 
messer durch  die  Schnittpunkte  zweier  pa- 
rallelen Tangenten  mit  einer  beliebigen 
dritten,  indem  man  diese  Schnittpunkte 
mit  dem  Mittelpunkte  M  verbindet. 

Die  Diagonalen  eines  in  einen  Kegd- 
scknitt  citigcschrid)enen  Parallelogrammes 
EFGH  sind  Durdtmess^  und  die  Seiten 
desselben  mit  honjugirlcn  Durchmessern  paraU^.  Denn  der  Mittel- 
punkt und  die  beiden  (unendlich  fernen)  Schnittpunkte  je  zweier 
parallelen  Seiten  bilden  ein  Folanlreieck  (345).  Und  umgekehrt 
bestimmen  zwei  beliebige  Durchmesser  ein  eingeschriebenes  Paral- 


Fig.  196. 


lelogramm.  Daher  bestimmt  man 
zwei  konjugirte  Durchmesser  aU 
ParaUele  zu  etcei  konjugirten  SeA- 
nen,  worunter  man  solche  ver- 
steht, welche  von  den  zwei  End- 
punkten eines  Dorcbmessers 
ausgehen  und  sich  in  einem 
Punkte  des  Kegelschnittes  treffen, 
wie  EF  und  GF. 

360.  Da  in  einer  Hyperbel 
zwei  konjugirte  Durchmesser 
MA',  MB"  durch  die  Asympto- 
ten MC,  MD  harmonisch  ge- 
trennt sind  (358),  so  schneidet 
eine  mit  MS  parallele  Gerade 
die  anderen  Geraden  in  den  Punk- 
ten G,  C,  D,  fftr  welche  gut 
GC=  —  GD.  Schneidet  ferner  diese  Sekante  die  Hyperbel  in  E 
und  F,  so  ist  auch  GE=  —  GF  (358).  Also  ist  auch  GC  —  GE 
—  —  {GD  —  GF),  EC=  —  FD.  Daher:  Auf  einer  Sd-ante  einer 
Hffltcrhel  ist  ilas  Stüd  strischen  dem  eine»  Hyperbel-  und  dem  einen 
A^ympiofenpunkt  gleich  und  en^egaigcsei^t  mit  dem  Stade  etcisdien 
dem  anderen  Hyperbel-  und  dem  anderen  Asympiotcitpunide,  Im  Be- 
sonderen: ifns  Stück  einer  Hyperbeltangenle  eirisdien  den  Asymptoten 
trird  fom  Beriihmngspunlie  halbirt  {A' P  •=  —  A'Q). 
,:.         361.   Die    VerbimlHHgsshrcle  DC  (fe>'   Sdmittputddes   D   meier 
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Fig.  197. 


Parabeltangenten  mit  dem  MittelpunJcte  C  der  Sehne  AB  der  Be- 
rührungspunkte liegt  auf  einem  Durchmesser  und  wird  von  der  Parabel 
in  E  halbirty  deren  Tangente  ET  mit  AB  pa- 
rallel läuft  Denn  DC  ist  die  Polare  des  un- 
endlich fernen  Punktes  von  AB  (341,  2)  und  3)), 
also  ein  Durchmesser,  und  D  und  G  werden 
durch  E  und  den  unendlich  fernen  Punkt  der 
Parabel  harmonisch  getrennt.  Die  Involution  auf 
einem  Parabeldurchmesser  besteht  also  aus  zwei 
kongruenten  entgegengesetzten  Punktreihen  mit 
den  Doppelpunkten  auf  der  Parabel  und  im  Un- 
endlichen. 

362.  Alle  um  eine  Ellipse  beschritbenen  Parallelogramme,  deren 
Seiten  mit  zwei  Jconjugirten  Durchmessern  parallel  sind^  haben  denselben 
Flächeninhalt  Aab.  Denn  sie  Entstehen  durch  dieselbe  Parallelpro- 
jektion aus  den  einem  Kreise  umschriebenen  Quadraten  (145).  Oder: 
,,In  einer  Ellipse  besitzen  alle  Dreiecke,  welche  zwei  konjugirte 
Halbdurchmesser  zu  Seiten  haben,  denselben  Flächeninhalt/'  Sind  a 
und  6'  zwei  konjugirte  Halbdurchmesser  und  ab'  ihr  Winkel,  so  ist 
ab'  sin  aV  =  ab. 

363.  Die  auf  Jcof^ugirte  Durchmesser  bezogene  Gleichung  einer  vig^i^^. 
Ellipse  zu  entwickeln.  Es  seien 
MA  =  a ,  MB  =  V  die  kon- 
jugirten  Halbdurchmesser,  G 
ein  beliebiger  Punkt,  CD  ||  V 
und  DC  s=s  y,  MD  =  x  seine 
Koordinaten.  Bildet  man  die 
affine  Figur  des  Kreises,  der 
aus  M  durch  A  gelegt  ist^ 
indem  man  MA  als  Affini- 
tätsaxe,  den  Punkt  B'  des 
Kreises  {AMB' =B)  als  dem 
S  der  Ellipse  entsprechend, 
daher  BB^  als  Affinitätsstrahl 
annimmt,  so  ist  dies  unsere 
Ellipse,  und  ihrem  Punkte  C 
entspricht  G'  des  Ejreises,  wenn 

DC  I  MB!  und  C'G\BB,  Sei  DC  =  y\  so  gilt  für  den  Kreis 
**  +  y  *  *^  ^'*«  Sodann  ist  aber  y  ly  =  MS  :  MB  =  a  :  6';  und 
aus  beiden  Gleichungen  ergibt  sich  die  gesuchte  Gleichung 

-    +  '^*   =1 


VI, 


—366.    ProjetÜTe  Oeometrie. 


Für   die    auf  eiaander  seokrechten  Axeu  • 
Axengleichung 

S  +  &-1- 


QDd  i  e^bt  sich  die 


364.    Die  Summe   der  Quadrate   stoekr    konjuffirten  MaU)durch- 
Figi»»-*»es8ei*  einer  EÜipse  ist  unveränderlidi.   Seien  MA  ^  a,  MB  ^  h  die 
Fig,  109.  beiden  Halbaxen,  MC^ 

,  a,  MD  ^  b'  irgend  zwei 

,--">  "--,(!■'  konjugirt«      Halbdtircb- 

messer  der  Ellipse,  so  be- 
trachte   man    diese    als 
affine  Figur  des  aus  M 
durchs  gelegten  Kreises 
mitder  AfSnitätsaxeJf^ 
und  mit  darauf  senkrech- 
ten Af^nitÄtsstrahlen. 
Dann    entsprechen    den 
Punkten  B,  C,  D  der  Ellipse  die  B',  C,  D'  des  Kreises,  wobei  MC, 
MD'   ebenfalls   konjugirte,   d.  h.    auf   einander   senkrechte   Durch- 
messer des  Kreises  sind.  Nun  ist  (siehe  Fig.):  MC^' -{- C^C '  =  a^, 
C^C^-^C^C,    D^D^^D^D',    MDa  =  CaC',    D^If  =  MC^, 
o'«  +  6'*  .=  JtfC*+ JlfJ5'-=  ^fCo^-f  CoC*  +  MD^^-\-D^I^  =  MC^^ 
+  ^  G<,G'^  +  Cot"*  -f  -,  MO*  =  «» -f  6». 


Fig.  200. 


Bebrachtet  man  die  Asymptotei 


^^^.  In  einer  Hyperbel  h^>en 
alle  Dreiedce,  welche  durdi  die 
beiden  Asymptoten  und  eine  Tan- 
gente gebildet  werden,  denselbett 
FlächminhaU.  So  ist  AMPQ 
=  i  JlfP .  Jtfg  .  sin  PMQ  =  ab. 
Denn  die  Tangente  PQ  erzeogt 
auf  den  Asymptoten  projektive 
Punktreihen, deren  Gegenpunkte, 
(welche  den  Berührungspunkten 
der  Asymptoten  entsprechen)  in 
ihrem  Schnittpunkte  M  zusam- 
menfallen (318) ;  daher  ist 
MP.  MQ  unveränderUch  (280). 
Für  die  Scheiteltangente  wird 
dasDreieok=aJ^^e*sinPJlfö- 
Daher  auch  MP  .MQ^^.— 
als  Koordinatenaxen ,  so  sind  Yon 
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dem  Berührungspunkte -4'  die  Koordinaten  x=MX^^^MP,  y=MY 
=^  4"  ^Q}  woraus  die  Äsymptotengleichung  der  Hyperbel 

xy  =  \  e\ 

366.  Auf  einem  imaginären  Durchmesser  Mß  findet  eine 
gleichlaufende  Involution  konjugirter  Punkte  statt,  deren  Mittelpunkt 
M  ist,  und  deren  zugeordnete  von  Jlf  gleich  weit  entfernte  Punkte  B\  B^ 
die  ideellen  Doppelpunkte^  d.  i.  auch  die  ideellen  Schnittpunkte  mit  der 
Kurve  sind  (344).  Um  sie  zu  bestimmen,  ziehe  man  die  beiden  mit  Mß 
parallelen  Tangenten  an  die  Hyperbel,  deren  Berührungspunkte  Ä,  ^/, 
und  deren  Schnittpunkte  mit  den  Asymptoten,  bezw.  P,  Q  und  P^,  Q^ 
sind.  PQP^Qi  ist  dann  ein  Parallelogramm,  von  dem  zwei  Gegen- 
seiten die  gesuchten  Punkte  iS',  P/  enthalten.  Denn  Ä'Bj^  (1|  QQi) 
ist  die  Polare  von  Q,  indem  sie  die  Berührungspunkte  der  beiden 
AUS  Q  gezogenen  Tangenten  verbindet;  ebenso  ist^^/P^'  die  Polare 
von  Pj.  Daher  ist  P/  der  Pol  von  QP^,  und  die  gleich  weit  von  M 
entfernten  Punkte  P'  und  P^'  sind  konjugiri  Man  nennt  ffB^'  * 
den  ideellen  zu  Ä'A^   konjugirten  Durchmesser  der  Hyperbel. 

367.  Die  Endpunkte  der  ideellen  Durchmesser  einer  Hyperbel 
liegen  auf  einer  zweiten  Hyperbel,  welche  mit  der  ersten  dieselben 
Asymptoten  besitzt.  Denn  PQ  und  PQ^  beschreiben  auf  MP  die- 
selbe und  auf  MQ  gleiche  und  in  Bezug  auf  M  symmetrische  Punkt- 
reihen. Daher  sind  die  von  PQi  beschriebenen  Punktreihen  unter 
einander  projektiv,  und  zwar  sind  in  M  die  Gegenpunkte  vereinigt. 
Demnach  sind  MP  und  MQ  Tangenten  und  zwar  Asymptoten  des 
von  PQi  erzeugten  Kegelschnittes,  der  denmach  eine  Hyperbel  ist. 
—  Umgekehrt  sind  die  ideellen  Durchmesser  {Ä  A^  dieser  zweiten 
Hyperbel  reelle  der  ersten.  Beide  Hyperbel/n  heißen  komplementär 
oder  honjugirt, 

368.  Alle  Parallelogramme  PQP^Q^  welche  zweien  konjugirten 
Hyperbeln^  paraüel  mit  zwei  konjugirten  DurcJ^messem,  umschrieben 
sind,  haben  denselben  Flächeninhalt  =  4  A  MPQ  =  Aab  (365). 

369.  Ist  a'  ein  reeller  und  b'  sein  konjugirter  ideeller  Halb- 
durchmesser einer  Hyperbel,  so  ist  unveränderlich 

a'«  —  6'«  =  a«  —  b\ 

Denn  im  Parallelogramme  MX  Ä  Y  ist  MÄ  =  a ,  X  F  =  b\ 
MX  =  x,  MY=y,  ^XMY=^xy]  daher 

a*  =  a:*  +  y*  +  2xy  cos  xy, 

6'*  =  a;*  +  y*  —  2xy  cos  xy, 

ö'2  —  j'2  -=.  4.xy  cos  xy  ^=»  ^  cos  a?y, 

also  unveränderlich  wie  '^.xy. 
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VI,  370—371.   Projektive  Geometrie. 


Fig.  201. 


370.  Die  auf  zwei  konjugirte  Durchmesser  belegene  Gleichung  der 
Hyperbel  m  entwickeln. 
Flg. 201.        Seien  MC,  MD  die  Asymptoten,  MA^^a    ein  reeller  Halb- 

durchmesser^  CAD  die  Tangente  der  Hy- 
perbel in  Aj  also  AC  ^^  AD  gleich  und 
parallel  zu  dem  konjugirten  Halbdurcb- 
messer  h\  MQ  —  Xy  QP  =  y  die  Koordi- 
naten in  Bezug  auf  die.Asymptoten^  Jlfi2= x , 
RP  '^y  diejenigen  in  Bezug  auf  d  und  h\ 
Zieht  man  nun  AE  \  MC,  so  ist  für  den 
Punkt  A  der  Hyperbel  {ME  =  x^  =  ED, 
EA  =  y,) 

^iVx  ^-\^  =  xy. 
Zieht  man  ferner  BS,  BT  parallel  zu  je  einer  Asymptote,  so 
gilt  wegen  der  ähnlichen  Dreiecke  MBS,  MAE  und  BPT,  DAE 

a 
SR  +  TP=x'^l'\-y'^- 


x^MQ='MS-  TR  =  x''^  —  y\.  , 


Durch  Multiplikation  dieser  Gleichungen  entsteht  unter  Berück- 
sichtigung der  vorhergehenden  Gleichung: 


a 


h't  —  ^f 


daher  auch  die  Axengleichung: 


6« 


Flg.  202. 


Fig.  202. 


=  1. 

371.  Fällt  man  aus  einem 
Punkte  P  einer  Hyperbel  Senk- 
rechte PQ  und  PB,  bezw.  auf 
die  X-  und  y-Axe,  welche  eine 
Asymptote,  bezw.  in  S  und  T 
schneiden,  und  setzt  MQ  <= 
BP=x,  MB  =  QP=y,  QS  = 
y,  BT^=sx,  so  bilden  y,y,h 
und  X,  X,  a  rechtwinklige  Drei- 
ecke.   Denn  es  ist 


QS  =  y'^x-}, 


BT=x 


b  ' 


und   da  sich  die  Gleichung  der 
Hyperbel  schreiben  läßt 
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x\i=y^  +  b^    und    x^  =  y^^j+a\ 

so  ist 

y*  =  y*  +  &^     und     a^  =  x^  -{-  a\ 

was  zu  beweisen  war.    Daraus  läßt  sidi  zu  deni  gegd)€nen  x  oder  Q, 
und  zu  y  oder  R  der  Punkt  P  konstfuiren. 

X.    Lösung  von  Aufgaben  über  die  Kegelsohnitte  mittelst  der 

KoUineation. 

372.  Aus  der  kolUnearen  Verwandtschaft  der  Kegelschnitte  mit 
dem  Kreise^  die  bei  der  Ellipse  eine  affine  sein  kann,  entstehen 
zweckmäßige  Eonstruktionen  derselben. 

Aufg,   Eine  Ellipse  zu  Jconstruiren,  deren  beide  Axen  gegeben  sind. 

Aufl,    Sind  AMA^y  BMB^  die  Axen,  so  ist  die  Ellipse  per-Fig203. 


Fig,  203. 


spektiv  affin  mit  dem 
über  der  einen  Axe  AA^ 
als  Durchmesser  beschrie- 
benen Kreise,  wenn  AA^ 
die  Kollineationsaxe  und 
J?JBi  ein  KoUineations- 
strahl,  welcher  den  Kreis 
in  B'  trefiFe.  Schneidet  ^' 
ein  Kollineationsstrahl 
die  Ellipse,  den  Kreis  und 
die  AA^^  bezw.  in  C,  C\ 
Co,  so  gilt  C^G:  C^C  =  MB  :  MB'  =  b:a. 

Um  C  zu  konstruiren,  lege  man  daher  aus  M  auch  durch  B 
einen  Kreis,  schneide  denselben  mit  MC  in  0",  ziehe  C"C  ||  MA, 
so  schneiden  sich  CG  und  G'Gq  in  (7.  Man  konstruirt  auf  diese 
Weise  zweckmäßig  einen  Quadranten  unter  Gleichteilung  von  AB\ 
und  bildet  die  übrigen  durch  Symmetrie.  —  Die  Ellipse  ist  auch 
mit  dem  über  der  Axe  BB^  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise 
perspektiv-affin,  daher  gilt  auch  G^G:  G^G"  =  a:b. 

Die  Tangente  TGU  an  die  Ellipse  in  G  trifft  die  Tangente  G'T 
an  den  Kreis  AA^  in  T  auf  der  Axe  AA^  und  die  Tangente  C"  U 
an  den  Kreis  BB^  m  ü  auf  der  Axe  JBJB^,  wodurch  die  Konstruk- 
tion der  Tangente  gegeben  ist.  Die  beiden  angeschriebenen  Propor- 
tionen lassen  sich  leicht  in  Lehrsätzen  aussprechen. 

373.  Aufg.    Eine  Ellipse  zu  konstruiren,  von  weicher  zwei  hon- 
jugirte  Durchmesser  AA^,  BB^  gegeben,  sind. 

Aufl.  Man  zeichne  über  dem  einen  derselben,  zweckmäßig  über  Fig.  204. 
dem  größeren  AA^^y  als  Durchmesser  einen  Kreis,  dessen  einer  auf 

Wiener,  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie.  19 


290 


VI,  373—374.   Projektive  Geometrie. 


irig.  204. 


Fig.  204.  AA^  senkrechter  Halbmesser 

M'B  sei.  Ejreis  und  Ellipse 
sind  dann  perspektiv- affin, 
AAy^  ist  die  Axe,  B131  ein 
Strahl  der  EoUineation.  Einer 
anderen  mit  M.S  parallelen 
Ordinate  des  Kreises  DC"  ent- 
spricht die  mit  MIB  parallele 
Ordinate  DG  eines  Punktes 
C  der  Ellipse,  und  G  findet 
man  durch  GC\VB. 

Die  Tangenten  CT  und 
CT  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  T  des  gemeinschaft- 
lichen Durchmessers.  Auch 
aus  einem  Punkte  P  außerhalb  der  Ellipse  lassen  sich  in  dieser 
und  der  vorhergehenden  Aufgabe  die  Tangenten  konstruiren^  indem 
man  den  entsprechenden  Punkt  T'  der  Ereisebene  sucht,  aus  P' 
die  Tangenten  an  den  Kreis  zieht  und  deren  entsprechende  an  die 
Ellipse  bestimmt. 

Fig.  205.  Fig.  206. 


/--«-J 


< 


374.  Am  vorteilhaftesten  ist  es,  aus  den  konjugirten  Durch- 
messern die  Abbildung  des  dem  Kreise  umschriebenen  regelmäßigen 

Fie  206  AchtecTcs  herzustellen.  Zu  dem  Ende  trägt  man  auf  dem  (größeren) 
Durchmesser  AA^^  die  Längen  Jlf C  =  Jf Ci  =  ]/2  Jf -4  auf,  welche 
man  an  irgend  einem  in  der  Zeichnung  vorhandenen  rechten  Winkel 
bestimmt,  zieht  durch  Jf,  C,  C^  Parallele  zu  BA  und  BA^j  zieht 
außerdem  die  Tangenten  in  A,  A^j  B,  Bi,  so  ist  das  Achteck  mit 
seinen  Berührungspunkten  gezeichnet.  —  Dasselbe  dürfte  in  den 
meisten  Fällen  zur  Verzeichnung  der  Ellipse  ausreichen.  Anderen- 
falls kann  man  die  Abbildung  des  regelmäßigen  einem  Kreise  um- 
schriebenen Zwölfecks  mit  den  Berührungspunkten  bestimmen,  indem 

Flg.  206  man  aus  M  durch  A  einen  Kreisbogen  und  an  ihn  eine  Tangente 
zieht,  welche  die  MA  unter  60*^  in  E  schneidet,  ME^  =  MEy 
MC  =  MCi  =  2MA  macht,  auf  MB  die  D  und  F  bestimmt  durch 
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CD  I  EF II  AB:,  CF,  ED  zieht  und  damit  Parallele  durch  C^  und  Jf, 
ebenso  C^Fj  E^D  und  damit  Parallele  durch  G  und  M. 

Da  die  Verzeichnung  der  Ellipse  aus  ihren  Axen  mittelst  der 
Erümmungskreise  in  den  Scheiteln  (250);  oder  aus  zwei  beliebigen 
konjugirten  Durchmessern  die  vorteilhaftesten  sind,  so  sucht  man 
meist  diese  BestimmungsstQcke  zu  ermitteln. 

375.  Aufg.  Für  einen  durch  Zeichnung  gegebenen  Kegelschnitt 
bestimmt  man  1)  zu  einer  gegebenen  Richtung  den  konjugirten  Durch- 
messer als  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  zweier  in  der  Richtung 
gezogenen  Sehnen;  oder,  wenn  schon  ein  Durchmesser  gegeben  ist 
mittelst  zweier  über  demselben  gezogenen  konjugirten  Sehnen,  wo- 
von die  eine  die  gegebene  Richtung  hat,  die  andere  mit  dem  ge- 
suchten Durchmesser  parallel  ist;  oder  nach  Nr.  359,  Anfang;  2)  den 
Mittelpunkt  als  Mittelpunkt  eines  zu  suchenden  Durchmessers,  oder 
als  Mittelpunkt  eines  umschriebenen  Parallelogramms;  3)  den  Be- 
rührungspunkt einer  verzeichneten  Tangente  durch  den  zu  ihrer 
Richtung  konjugirten  Durchmesser;  4)  die  Berührungspunkte  der 
beiden  aus  einem  außerhalb  gegebenen  Punkte  gezogenen  Tangenten 
durch  die  Polare  dieses  Punktes  (341,  1));  5)  die  Tangente  in  einem 
gegebenen  Punkte  der  Kurve  als  Parallele  zu  dem  Durchmesser, 
welcher  demjenigen  des  Punktes  konjugirt  ist;  6)  die  Axen  ver- 
mittelst eines  Kreises,  welcher  aus  dem  Mittelpunkte  der  Kurve 
gezogen,  dieselbe  in  einem  und  dann  in  vier  Punkten  schneidet,  und 
zwar  als  die  Durchmesser,  welche  mit  je  zwei  Seiten  des  Rechtecks 
.der  vier  Punkte  parallel  sind. 

376.  Aufg.  Aus  zwei  konjugirten  Durchmessern  AA^,  2MB  zu 
einem  Halbdurchmesser  MC,  dessen  Lage  unllkürlich  gegeben  und  dessen 
Länge  schon  bestimmt  ist,  den  konjugirten  Halbdnrchmesser  MD  zu 
finden. 

Aufl.  Man  bilde  eines  der  beiden  Parallelogramme  CEDF, 
dessen  Seiten  mit  BA,  bezw.  BAi  parallel  laufen,  von  dem  die  eine 
Ecke  in  (7,  die  eine  benachbarte  auf  AA^,  die  andere  benachbarte 
auf  MB  liegt,  so  ist  die  vierte  Ecke  der  gesuchte  Punkt  D.  Denn 
die  Konstruktion  ist  offenbar  für  den  Kreis  richtig  (ABA^^  =  R), 
und  ist  affiner  Natur.  Für  AMB  =  R  wird  ED  =  CF'  (=  CF), 
wenn  F"  der  Schnittpunkt  von  CE  mit  dem  Durchmesser  ist,  • 
welcher  E  nicht  enthält. 

377.  Aufg.  Aus  zwei  konjugirten  Durchmessern  einer  Ellij^se 
ihre  Axen  zu  bestimmen, 

Aufl.  1.  Seien  MC  und  MD  die  konjugirten  Halbdurchmesser, i?ig.  207. 
so  lege  man  einen  Kreis  vom  Halbmesser  M'C  =  3fC,  der  in  D 
die  Ellipse  berührt;  man  kann  dann  die  gemeinschaftliche  Tangente 

19* 
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VI,  377.   Projektive  Geometrie. 


DE  als  Affinitätsaxe  zwischen  Ellipse  und  Kreis  ansehen,  während 
MM'  ein  Affinitat^sstrahl  ist.   Der  aus  einem  Punkte  der  DE  durch 


Fig.  207. 


^e-  -  ^  - --^^f-.^- 


Fig.  203. 


Fig.  809. 


M  und  M'  gelegte  Kreis  schneidet  die 
DE  in  den  Punkten  E  und  F,  durch 
welche  die  Axen  der  Ellipse  gehen^ 
weil  sie  zweien  konjugirten  Durch- 
messern des  Kreises  entsprechen  und 
auf  einander  senkrecht  stehen.  Ihre 
:^— -  Längen  werden  aus  den  entsprechen- 
den des  Kreises  durch  die  KoUineations- 
strahlen  A'A,  B^B  bestimmt. 

Aufl.  2.  Die  folgende  einfachste 
der  bekannten  Konstruktionen  f&hrt 
schon  Frejsier*)  jedoch  mit  einem  ungenügenden  Beweise  versehen, 
an.  Der  folgende  Beweis  schließt  sich  an  die  Konstruktion  der 
Ellipse  aus  den  Axen  mittelst  Affinität  (372)  an.  Zwei  Halbdurch- 
messer MC  und  MD  der  Ellipse  sind 
konjugirt,  wenn  sie  aus  den  zweien  auf 
einander  senkrechten  Halbmessern 
MC,  MD'  des  großen,  und  MC", 
MU'  des  kleinen  Kreises  entstanden 
sind.  Verlängert  man  MC  um  CE 
=  6,  so  ist  A  CCE<^DV'M,  weil 
die  Winkel  bei  C  und  D"  einander 
gleich,  weil  CE^D'M=h  und 
CC  e=  DD"  (wegen  Kongruenz  der 
Dreiecke  CCC  und  DDf'Dl).  Daher 
ist  auch  CE  =  DM  imd  außerdem 
Jl.  dm,  weil  in  jenen  kongruenten 
Dreiecken  schon  zwei  Seiten  des  einen,  bezw. 
auf  den  ihnen  gleichen  des  andern  senkrecht 
stehen.  Im  rechtwinkligen  Dreiecke  CCC 
ist  der  Mittelpunkt  F  der  Hypotenuse  auch 
der  Mittelpunkt  des  diesem  Dreiecke  umschrie- 
benen Kreises,  oder  es  ist  FC  =  FC  =  FC\ 
und  auch  FE  =  FM  Es  ergibt  sich  daher 
folgende  Konstrultiofi  der  Axen:  Man  ziehe 
CE  ±  und  =  MD,  femer  ME,  halbire  ME 
in  F,  mache  auf  ME  die  FC  =  FC  =  FC, 


*)  Frezier,  th.  et  pr.  de  la  coape  des  pierres  et  des  bois,  uoot.  (2.)  Mt, 
t  1,  1754,  p.  159;  (1.  Ausg.  1787). 
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SO  ist  die  eine  Axe  MA  ||  CG"  und  =  MC\  die  andere  MB  i  CC 
und  =  MC\ 

Die  CE  ist  die  Normale  der  Kurve,  weil  sie  senkrecht  auf  demFig.sos. 
konjagirten  Durchmesser  MD,  also  auch  auf  der  Tangente  in  C 
stehi  Verlängert  man  EC  über  C  hinaus  um  sich  selbst,  so  daß 
EG  =  GE\  so  ist  ME'  ||  FG,  und  ME'  —  2FG  =  G'G"  =  a  -  h ; 
und  schneidet  man  noch  CG'  mit  dem  Kreise  über  AA^  in  G\ 
CG"  mit  dem  über  BB^  in  G"y  so  ist  wegen  Ähnlichkeit  der  gleich- 
schenkligen Dreiecke  G'  FG  und  G'MG'  auch  M&  ||  FC,  und  ebenso 
MG"  II  JF'O,  so  daß  die  vier  Punkte  M,  E\  G\  G"  auf  einer  Ge- 
raden liegen,  und  man  den  Punkt  G  der  Ellipse  auch  mittelst  des 
Durchmessers  MG'  konstruiren  kann.  Da  nun  MA  und  MB  die 
Winkel  Yon  MG' E  und  MG'E'  halbiren,  so  gelten  die  Sätze:  Trägt 
man  auf  der  Normalen  einer  Ellipse  von  ihretn  Fußpunkte  G  aus 
die  GE  und  GE'  gleich  dem  zu  MG  konjugirten  Halbdurchniesser  MD 
auf,  so  sind  die  Abstände  der  Endpunkte  E  und  E'  vom  Mittelpunkte 
M  der  Ellipse  hezw,  gleich  der  Summe  und  der  Differenz  der  leiden 
Halbaxen,  oder  ME  =  a  +  &,  ME'  =  a  —  6,  und  es  bilden  ME 
und  ME'  gleiche  Winkel  mit  den  Axen,  Denmach  wird  die  Nor-, 
male  GE  gefunden,  wenn  man  MG'  mit  dem  aus  M  mit  dem  Halb- 
messer a  +  6  beschriebenen  Kreise  in  E  schneidet;  oder  GE',  wenn 
man  MG'  mit  dem  aus  M  mit  dem  Halbmesser  a  —  b  beschrie- 
benen Kreise  in  E'  schneidet. 

Aus  diesem  Verfahren  läßt   sich   leicht  das   Jiy^^er'sche*)  ver- 
stehen, das  von  gleicher  Kürze  ist:  Man  zieht  MH 1.  =  MD,  danuFig.^io. 
HG,  halbirt  HG  in  F,  macht  auf  HC  ^^^ 

die   FA''=-^FB'^FM,   so   sind   MÄ, 
MB'  die  Axen,  deren  Längen  MA  =  ÄH,         ^^ 
MB  =  B'H  aufgetragen  werden.     Denn       /   ^""^^  ._ 
man  erkennt,  daß  wenn  man  in  Fig.  208       i       \ 
GF  über  F  um  sich  selbst  bis  H  ver-       \    j\ 
längert,  H  die  Dreiecke  G'CC"  und  ECM       \^     \ 
zu    Parallelogrammen    ergänzt,    so    daß  "^^ 

MH^CE=   und   ±MD,   und    wenn  ^^M^ "        jf 

man  GH  mit  MA  in  Ä  und  mit  MB  in 

B  schneidet,  FM  =  FÄ  =  FB'  und  MA  =  MG'  =  Ä H,  MB  = 
MG"  =  SH  sind. 

378.   Aufg.   Aus  fünf  gegebenen  Punkten  eines  Kegelschnittes  k 
seine  Axen  zu  bestimmen. 


*)  Dieses  Verfahren  teilt  Moßbrugger  in  seinen  „  GrOsstentheils  neue  Auf- 
gaben aas  dem  G^ebiete  der  gäom^trie  descriptive  u.  s.  w.,  Zürich,  1845**  S.  123 
mit  und  sagt,  daß  er  es  yon  Prof.  Rjtz  in  Aarau  erfahren  habe. 


c 
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Axifl,  Die  bekannte  Konstruktion  mittelst  Bestimmung  des 
Mittelpunktes  und  des  Bechtwinkelpaares  der  Involution  der  kon- 
jugirten  Durchmesser  ist  umständlich.  Eine  einfache  Auflösung  er- 
gibt sich  aus  der  in  Nr.  328  gegebenen  Auflösung  der  Aufgabe,  einen 
durch  fünf  Punkte  gegebenen  Kegelschnitt  auf  einen  Umdrehungs- 
kegel zu  legen.  Aus  der  dortigen  Darstellung  ergibt  sich  folgende 
Fig. 2 U.Konstruktion.  Sind  j1,  jB,  C,  D  vier  der  gegebenen  Punkte,  so  ersetze 

^.     „^^  man  den  fünften  durch  die  Tan- 

Flg.  211.  . 

jk  gente  a  m  A^  lege  einen  Kreis 

/\  ""v  _.      ^  c  durch  A  und  3  berührend  an 

a,  schneide  AC^  AB  mit  c  in 
C\  Lf,  ebenso   CD    mit    CD 
\  in  E,  so  ist  BE  die  KoUinea- 

tionsaxe  zwischen  h  und  c  f&r 
den  Kollineationsmittelpunkt  A. 
Zieht  man  nun  JLJ?J^den  Durch- 
f^       messer  des  c,  dessen  einer  (von 

^1^-^^^A^-^<:1^ X  BE  entferntere)  Endpunkt  & 

^  "^  *  sei,   schneidet  ihn  mit  BE  in 

K,  und  bestimmt  dann  G  als  entsprechend  zu  G\  wobei  G' IX 
und  GD  sich  auf  BE  treffen  müssen,  so  entspricht  dem  Durch- 
messer G'K  des  c  die  Gerade  GK  des  k  (ebenfalls  ein  Durchmesser). 
Man  ziehe  dann  GJ^BE  bis  J  auf  a,  so  ist  JMJlAG  (und 
parallel  zur  Sehne  eines  im  Winkel  der  a  und  BE  aus  dessen  Schei- 
tel gezogenen  Kreisbogens)  die  eine  Axe,  ihr  Schnittpunkt  M  mit 
GK  der  Mittelpunkt  und  die  MP  J_  JM  die  andere  Axe  des  fc* 
Schneiden  diese  Axen  die  BE  in  N  und  L,  und  entspricht  dem 
Punkte  M  der  M'  auf  G'Kj  so  entsprechen  den  Axen  ML,  MN 
die  Geraden  Jf'Z»,  M'  N  und  ihren  Schnittpunkten  P'  bezw.  (^  mit 
c  die  Endpunkte  P  bezw.  Q  der  Axen.  Wird  der  Schnittpunkt  Jlf' 
oder  M  unsicher,  so  ermittelt  man  aus  dem  zweiten  Endpunkte 
F*  des  Durchmessers  G'K  des  c  den  Punkt  F  (s.  Fig.  179);  dann 
ist  M  der  Mittelpunkt  von  GF.  —  Ist  der  Kegelschnitt  eine  Hy- 
perbel, so  kann  die  eine  von  beiden  Linien  M'L,  M'N  den  c  nicht 
treffen;  dann  zieht  man  aus  M'  eine  Tangente  an  c,  deren  ent- 
sprechende, aus  M  nach  ihrem  Schnittpunkte  mit  BE  gezogene 
Gerade  eine  Asymptote  des  Kegelschnittes  ist;  durch  diese  und 
die  reelle  Axe  ist  dann  auch  die  ideelle  Axe*  des  k  bestimmt. 
Oder,  nachdem  die  Kollineationsaxe  BE  gezeichnet  ist,  ermittelt 
man  nach  der  Nr.  383  die  Gegenaxe  und  daraus  die  Asymptoten 
und  Axen. 

379.   Aufg,   Gegeben  die  Asymptoten  und  ein  Punkt  E  einer  Hy^ 
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perhel;  man  sdt  von  ihr  weüere  Funkle,  die  Tangente,  die  Scheitel 
und  konjugirle  Durchmesser  finden. 


beliebige  Gerade,   welche   diePie^ 
Fig.  212. 


Aufl.  Man  lege  durch  E 
Asymptoten  in  C  und  D  schnei- 
det, trage  auf  ihr  DF  =  ~  CE 
ab,  so  ist  F  ein  neuer  Punkt 
der  Hyperbel  (360).  Zieht  man 
durch  den  beliebigen  Punkt  Ä 
der  Kurve  eine  Parallele  zur 
einen  (entfernteren)  Asymptote, 
welche  die  andere  in  Y  trifft, 
trägt  auf  der  erateren  MF  = 
2  TA'  auf,  so  ist  Ä'F  die  Tan- 
gente in  A'.  Die  reelle  Axe 
halbirt  denjenigen  Winkel  der 
Asymptoten,  in  welchem  E  liegt. 
Um  auf  ihr  den  Scheitel  A  zu 
finden,  konstruire  man  den 
Schnittpunkt  H  der  Scheitel- 
tangente mit  einer  Asymptote 
aus  der  Formel  MH'  —  MP-MQ  (365),  worin  F,  Q  die  Schnitt- 
punkte irgend  einer  Hyperbel  tan  gente  mit  den  Asymptoten  sind. 

Oder  man  findet  auf  der  Axe  oder  auf  ii^end  einem  reellen  Fig. 
Durchmesser  den  Hyperbelpunkt  A,  indem 
man  durch  einen  anderen  Hyperhelpuukt  G 
Parallele  zu  den  beiden  Asymptoten  zieht, 
sie  mit  MA  in  D  und  E  schneidet,  und  MA* 
=  MD  ■  ME  macht  Denn  jene  ParallelMi 
aus  dem  veränderlichen  C  erzeugen  projektive 
Reihen  der  Punkte  D  und  E  (318),  welche 
zugleich  involutorisch  sind,  weil  in  jeder 
Reihe  M  und  der  unendlich  ferne  Punkt  sich 
entsprechen.  A  ist  aber  ein  Doppelpunkt  der  Involution.  —  Der 
dem  reellen  Durchmesser  MA  konjugirte  ideelle  wird  in  seiner 
Richtung  MG  durch  FG  =  DF  (s.  Fig.)  gefunden,  und  in  seiner 
halben  Länge  durch  MB  =  AH,  wenn  AEli  MG  durch  eine  Asymp- 
tote in  M  begrenzt  wird. 

380.   Aufy.   Von  einer  Fare^l  sind 
Tangente  CE  in  dem  einen  dersd' —  "~-^'— 
man  soll  von  ihr  weitere  Funkte,   «..^ 
Axe,  den  Scheitel  A  und  den  BrmnpunU 


Fig.  213. 


Funkle  C  und  D,  die^'s-*' 
"—tmesser  CT  gegeben, 
m  einem  solchen,  die 
^stimmen. 


Aufl.     Man    ziehe    DE\ÖT,    sodann    CD,    nehme    auf  CD 
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Fig.  214.  Punkte  K  an^  passend  durch 

Gleicbteilung^  projicire  diesel- 
ben durch  Parallele  zu  CE  auf 
DE  in   die  Punkte  K',  lege 
durch  die  Punkte  K  Parallele 
zu  CT,  durch  die  K'  Strahlen 
aus  Cy  so  schneiden  sich  ent- 
sprechende Strahlen  in  Punk- 
ten P  der  Fardbd,    Denn  der 
durch  die  projektiven  Strahlen- 
büschel    entstehende     Kegel- 
schnitt ist  eine  Parabel,  weil 
er   in  dem  unendlich  fernen  Mittelpunkte  des  Parallelbfischels  die 
Entsprechende   des  Strahles  CT  aus  C,   d.  i.   die   unendlich  ferne 
Gerade  zur  Tangente  hat;  er  geht  durch  C  und  D  und  hat  in  C 
die  CE  zur  Tangente.   Die  Tangente  PT  ergibt  sich  durch  CT=  FQ 
(weil  in  Fig.  197,  DE  =  CE,  Tangente  in  E  g  CB,  also  JBT  #  ED). 
Um  die  Axe  zu  finden,  ziehe  man  Strahl  CG'  A-CT,  schneide  CG' 
mit  ED  in  G'  und  bestimme  G  auf  DE  durch  G'  G  |  CE,  so  liefert 
GH  B  CT  auf  CG'  den  Punkt  H  der  Parabel.    Da  CH  eine  auf  den 
Durchmessern  senkrechte  Sehne,  so  ist  ihr  Mittelpunkt  J  ein  Punkt 
der  Axe  JA.   Der  Scheitel  A  ist  die  Mitte  des  Azenstückes  zwischen  J 
und  der  CE.  Zieht  man  die  Normale  CN  J.  CE,  so  ist  JN  die  Sub- 
normale; daher  ist  deTBr€fmputiMFhesümmtdnTciiAF=^\JN(220). 
381.    VorteiOiafte  Konstruktion  eines  Kegelschnittes ,  tcenn  zwei 
Funkte  mit  ihren  Tangenten  und  noA  ein  Funkt  oder  eine  Tangente 
gegeben  sind.     Der  Satz  yon  Pascal  und  der  yon  Brianchon   (324 
oder  321)   liefern   einen  Punkt  oder  eine  Tangente  je  durch  drei 
Operationen,  das  folgende  Verfahren  dagegen  einen  Punkt  mit  Tan- 
gente durch  vier,  also  jedes  Stück  durch  zwei  Operationen.     Zu- 
nächst bestimme  man  zum  letzten  Punkte  noch 
die  Tangente  oder  umgekehrt  (325,  3)),  so  daß 
Fi«.  115,  /\  di«i  Tangenten  a,6,c,  welche  das  Dreieck  AlF^C 

bilden,  und  ihre  Berührungspunkte  A,  JB,  C  be- 
kannt sind.    Eine  vierte  Tangente  d  mit  ihrem 
Berührungspunkte  D  wird  durch  den  Satz  (325 
2)  rechts)   über   das  umschriebene  Vierseit  ge- 
funden ,  in  welchem  man  6,  c  und  o,  J  als  Gegen- 
seiten betrachtet    Man  ziehe  J?C  wähle  darauf 
einen  Punkt  IX,  schneide  F^Tf  mit  h  in  D|,  (jFf  mit  e  in  D^,  so  ist 
i)|D)  die  d,  und  ihr  Schnittpunkt  mit  AFt  \&i  D,   Bestimmt  man 
dann  zu  einer  Tangente  eine  Parallele,  z.  B.  zu  6,  indem  man  D^  auf 


Fig.  215. 
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b  ins  Unendliche  rücken  läßt,  so  begrenzen  die  Berühmngspunkte 
beider  Tangenten  einen  Durchmesser,  dessen  Mittelpunkt  der  des 
Kegelschnittes  ist  und  vorteilhaft  zur  Bestimmung  gegenüberliegender 
Elemente  benutzt  werden  kann. 

382.  Dies  Verfahren  wendet  man  zweckmäßig  auf  eine  Ellipse 
an,  von  welcher  zwei  konjugirte  Durchmesser  gegeben  sind,  wenn 
man  die  Endpunkte   eines  Durch-  Fig.2i6. 

messers  mit  Ä  und  B  und  einen 
Endpunkt  des  konjugirten  mit  C  - 
bezeichnet.  Man  konstruirt  dann 
nur  den  Bogen  BC,  um  nur  im 
Inneren  des  umschriebenen  Pa- 
rallelogramms zu  zeichnen,  und 
überträgt  die  Ergebnisse  vorteil- 
haft mit  dem  Zirkel  in  die  drei 
anderen  Abteilungen. 

Für  die  Hyperbel  ist  es  zweckmäßig  die  beiden  Asymptoten  alspig.217. 


Fig.  217. 


b  imd  c,  und  eine  andere  Tangente 
als  a  anzunehmen.  BC  fallt  dann 
ins  Unendliche  und  die  drei  Geraden 
durch  D'  (Fig.  215)  werden  parallel. 
Fällt  Dg  über  die  Zeichenfläche  hin- 
aus, so  mache  man  E^D  =  —  E^A. 

Für  die  Parabel  ist  es  vorteil- 
haft, die  unendlich  ferne  Gerade  mit 
ihrem  Berührungspunkte  als  a  und  A 
(oder  auch  als  b  und  B)  anzusehen. 

383.  Aufg.  Von  einem  Kegel- 
schnitte k  sind  drei  Ptmkte  Aj  B,  C  und 
die  Tangenten  a,  b  in  fsweien  derselben 
gegeben  y  man  soll  vermittelst  seiner  Kollineation  mit  einem  Kreise  h' 
weitere  Funkte^  Tangenten,  die  etwaigen  Asymptoten,  den  Mittelpunkt 
und  die  Axen  finden.  Sind  fünf  Punkte  gegeben,  so  bestimme  man 
zuerst  die  Tangenten  in  zweien  (321). 

Aufl.  Man  beschreibe  einen  Kreis  k',  welcher  a  und  b  (in  ^.'Fig.sis. 
und  BT)  berührt  und  in  demselben  Winkel  der  Tangenten  liegt  wie 
Cy  oder  in  dessen  Scheitelwinkel.  Dann  sind  beide  Kurven  per- 
spektiv-koUinear;  der  Punkt  ab  oder  0  ist  der  Kollineationsmittel' 
punkt,  dem  G  entspricht  einer  der  Schnittpunkte  von  OG  mit  ky 
etwa  G\  und  die  Kollineatiansaxe  s  ist  durch  die  Schnittpunkte/ 
von  AB  und  AB',  sowie  E  von  -4t?  und  A'G'  bestimmt/  ^ 
Schnittpunkte  F,  G  des  k'  mit  s  gehören  auch  dem  Kegelsc> 


/: 


y 
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Fig.  218. 


an.  Die  beiden  anderen  (in  der  Figur  imaginären)  Scbnittpimkte 
von  k  und  Je  hätte  man  auf  DE^  =  s^  (in  der  Figur  nicht  ange- 
geben) gefunden  y  wenn  man  dem  C  auf  dem  Strahle  OC  den  anderen 
Punkt  C/  des  Je  hätte  entsprechen  lassen.  Zu  einem  beliebigen 
Punkte  H'  des  Je  und  seiner  Tangente  findet  man  nach  Nr.  307  den 
entsprechenden  Punkt  H  und  seine  Tangente.  Um  die  Gegenaxe  r 
in  der  Ebene  des  Je  zu  finden,  bilde  man  den^  unendlich  fernen 
Punkt  R  eines  Strahles  OC  als  R  ab  (ORR  eine  Gerade,  AR  und 
A'R  schneiden  sich  auf  s);  durch  R  geht  r  |  s.  Die  Schnittpunkte 
von  r  mit  dem  Kreise  bilden  sich  als  die  unendlich  fernen  Punkte 
des  it  ab,  so  tT  in  J,  und  ihre  Tangenten  als  die  Äsyfnpfoten,  so 
J*  K  als  JK,  und  der  Schnittpunkt  Jl'  der  beiden  Ereistangenten 
als  der  Mittelpunkt  Jf.  Die  Axen  halbiren  die  Winkel  der  Asymp- 
toten. Die  Grolle  der  reellen  Axe  bestimmt  sich  aus  der  ent- 
sprechenden Linie  im  iureise.  —  Je  nachdem  r  mit  dem  Kreise  Je 
0,  1,  2  Punkte  gemein  hat,  ist  Je  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hy- 
perbel. —  Bei  den  Ellipsen  vrerden  die  Axen  so  gefunden:  dem 
Pole  JT  von  r  zu  i'  entspricht  der  Pol  M  von  r  zu  A*,  d.  h.  der 
J/#Y/df|HiwJtr/.  Zweien  konjugirten  Strahlen  aus  JT  entsprechen  zwei 
konjugirte  Durchmesser  aus  Jf,  und  in  der  Involution  derselben 
kann  aus  zweien  Paaren  das  Paar  auf  einander  senkrechter  oder  der 
Axm  bestimmt  werden  {oAS).    Oder  nach  Nr.  378. 

(%ffHfi$aHfy.  Zu  einem  Kreise  i'  die  perspektiv-koUineare  Figur 
k  »u  verzeichnen,  wenn  Mittelpunkt  O,  Axe  ^^  und  Gegenaxe  r  der 
KoUineation  gegeben  sind.  Es  entsteht  eine  Ellipse,  Parabel  oder 
lly|>erl)el,  je  nachdem  k'  mit  r  0,  1  oder  2  Punkte  gemein  hat. 
Ist  (>  der  Mittelpunkt  von  k\  so  wird  er  ^wie  alsbald  gezeigt  werden 
wird'i   ein    Brennpunkt    des   t     Dieser   letztere    Fall   wird    spater 


r 
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aach  durch  die  Projektionen  des  ebenen  Schnittes  eines  Umdrehungs- 
kegels auf  eine  zur  ümdrehungsaxe  senkrechte  Ebene  dargestellt 
werden. 

384.  Die  SdmiUptinkte  eines  durch  ßnf  Punkte  Ä,  B,  CyD,E 
gegebenen  Kegelschnittes  mit  einer  gegebenen  Geraden  g  zu  bestimmen. 

Aufl.  1.  Man  schneide  die  projektiven  Strahlenbüschel  Ä  {CDE) 
und  B{CDE)  mit  g  in  den  projektiven  Punktreihen  C^B^E^  und 
C2B2E2,  so  sind  deren  Doppelpunkte  (327)  die  gesuchten  Schnitt- 
punkte. 

Aufl.  2.   Man  bestimme  (383)  einen  mit  dem  Kegelschnitte  per- Fig. «19. 
spektiven  Kreis  und  suche  p.     „.^ 

die  der  g  entsprechende 
Gerade  g']  diese  schneidet 
den  Kreis  in  zv^ei  (reellen 
oder  imaginären)  Punkten, 
deren  entsprechende  die 
gesuchten  sind.  —  Ist  der 
Kegelschnitt  (wie  in  der  Fi- 
gur) durch  drei  Punkte  und 
die  Tangenten  in  zweien 
gegeben,  so  ist  diese  Aufl. 
die   kürzere.     Man  kann, 

wie  die  Figur  zeigt,  die  Kollineationsaxe  entbehren;  die  Schnitt- 
punkte sind  M  und  N.  Reciprok  wird  die  Aufgabe  gelöst,  an 
einen  durch  fünf  Tangenten  gegebenen  Kegelschnitt  die  Tangenten 
aus  einem  gegebenen  Punkte  zu  legen. 

XI.    Sätze  über  die  perspektiTe  Lage,  die  Brennpunkte,  die  Ähn- 
lichkeit und  die  Krümmungsmittelpunkte  der  Kegelschnitte. 

386.  Ein  Punkt  P  und  seine  Polare  p  zu  einem  Kegel- 
schnitt Je  projiciren  sich  als  ein  Punkt  P'  und  seine  Polare  p 
zu  der  Projektion  k'  des  k,  weil  die  vier  harmonischen  Punkte  auf 
einem  Strahle  aus  P  (nämlich  P,  ein  Schnittpunkt  mit  jp,  zwei 
mit  k)  sich  wieder  als  vier  harmonische  Punkte  projiciren.  Daher 
projicirt  sich  auch  die  Involution  konjugirter  Strahlen  aus  P  oder 
koDJugirter  Punkte  auf  p  in  Bezug  auf  k  als  solche  Gebilde 
in  Bezug  auf  k\  Und  daraus  folgt,  daß  zwei  in  einer  Ebene  liegende 
Kcgelsclinitte  k,  k\  welche  einen  Punkt  0  zum  Mittelpunkte  und  eine 
Gerade  s  zur  Axe  der  Kollineation  haben,  dieselbe  Involution  konjugirter 
Elemente  im  Strahlenbüsdiel  0  und  in  der  Punktreihe  s  besitzen,  der- 
art, daß  wenn  zwei  Strahlen  aus  0  oder  zwei  Punkte  auf  s  in  Bezug 
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auf  Ic  konjagirt   sind;  sie   es 
Fiffsso.  lO  auch    in   Bezug   auf   V  sind. 

Insbesondere  haben  sie  die 
Doppelelemente  gemein,  näm- 
lich die  Tangenten  aus  0  und 
die  Schnittpunkte  mit  s. 

386.    SaUs,  Wenn  in  Be- 
nag auf  zwei  in  einer  Ebene 
liegende    Kegdsdmitte    k    und 
Je     die    Involution    Jconjugirter 
Strahlen  aus  einem  Punkte  0 
oder    konjugirter   Punkte    auf 
einer  Geraden  s  dieselbe  ist,  und 
wenn  ein  und  dann  dUe  Strah- 
len aus  Oy  welche  den  k  schnei- 
den, auch  den  k'  treffen^  oder 
wenn  ein  und  dann  alle  Punkte 
der  Sy   welche  ewei  durch    sie 
gthende  Tangenten  an  k  stdassen^  auch  zwei  solche  an  k'  gestatten,  so 
Ucffcn  beide  Kurven^  perspektiv,  wobei  sowohl  0  als  ein  zweiter  Punkt  0^ 
Mittelpunkt  der  Kollineatian  sein,  und  wobei  zu  jedem  dieser  Punkte 
jede  vot^  zu?ei  Geraden  s  und  Si  die  KoUineationsaxe  bilden  kann.     Die 
Geroik  OOy  ^=^  p  ist  die  Polare  des  Schnit^nktes  P  der  Polaren  o 
und  0|  von  0  zt^  k  bezw.  zu  k';  und  durdi  P  gehen  audi  s  und  s^ 
und  wertlen  in  P  harmonisch  getrennt  sowohl  durch  die   Polaren  o 
und  o'  von  0,  als  durch  diejenigen  o^  und  o^  von  0|  zu  k  bezw.  zu  k\ 
Ebenso  leerden  0  und  0^  auf  p  harmonisch  getrennt  sowohl  durch  die 
Pole  von  s,  als  durth  diejenigen  von  s^  zu  k  bezfc.  zu  k\ 

Bew,  Zieht  man  aus  0  einen  den  J:  in  ^  und  A^,  und  den  k'  in  A' 
[wad  einem  iweiten  Punkte)  schneidenden  Strahl,  und  sind  B  und  B^ 
zwei  entsprechende  Punkte  der  Polaren  o  und  o'  yon  0,  so  liegen  die 
Dreiecke  PAB  und  PA'B  perspekÜT,  und  PE  ^^  s  ist  die  Eollinea- 
tionsaxe«  wenn  P  und  E  die  Schnittpunkte  besw.  Ton  Oj  o  und  ABy  Ä  S. 
Der  Kegelschnitt  k  ist  aber  durch  den  Punkt  Ay  das  Büschel  konjugirter 
Strahlen  Ö  und  die  Polare  o  Yon  0  bestimmt^  das  ist  durch  die  reellen 
oder  imaginären  Tangent«n  aus  0  und  deren  Berührungspunkte  auf 
o  y^ib\y  Zus.).  Diese  Elemente  projiciren  sich  bei  jener  EoUineation 
\0.  $\  beiw.  nach  A'j  Oy  o';  und  da  dieselben  die  bestimmenden 
Elemente  xon  k'  bilden,  so  ist  k'  die  Projektion  Ton  h.  Hätte  man 
dagegen  A'  dem  A^  als  entsprechend  lugewiesen,  so  hätte  man 
P£^  ^^Si  9is  KoUineationsaxe  erhalten.  Bexeichnet  man  die  Schnitt- 
punkte von  t)  mit  OA  und  EE^  durch  C  und  i>,  so  sind  AA^CO 
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vier  harmonische  Punkte;  dieselben  projiciren  sich  aus  B  nach  EEJiB', 
und  diese  werden  daher  aus  P  durch  vier  harmonische  Strahlen  ss^oo 
projicirt^  w.  z.  b.  w. —  Geht  man  in  reciproker  Weise  von  der  Geraden  s 
aus,  auf  welcher  dieselbe  Involution  konjugirter  Punkte  in  Bezug 
auf  k  und  V  stattfindet,  so  ergibt  sich  nachfdem  Gesetze  der  Beci- 
procitat  5  als  Eollineationsaxe  von  £  und  h\  und  es  gehören  dazu  zwei 
KoUineationsmittelpunkte  0,  O^j  welche  auf  der  Verbindungslinie  der 
Pole  S  und  S'  von  s  bezw.  zu  Ic  und  h'  liegen  und  durch  diese 
Punkte  harmonisch  getrennt  sind.  Nun  liegen  aber  S  und  S'  bezw. 
auf  den  Polaren  von  P  zu  Ä  und  Ä',  d.  i.  auf  dem  zu  OF  konjugirten 
Strahle  p  des  Büschels  0;  und  da  0  einer  dieser  beiden  Eollinea- 
tionsmittelpunkte  ist,  so  ergibt  sich  der  andere  0^  als  der  von  0 
durch  8  imd  S'  harmonisch  getrennte.  Ebenso  findet  man  zu  s^ 
als  Eollineationsaxe  zwei  auf  p  liegende  EoUineationsmittelpunkte, 
welche  aber  mit  0  und  0^  zusammenfallen  müssen.  Denn  da  aus 
jedem  Eollineationsmittelpunkte  zwei  reelle  oder  imaginäre  ge- 
meinschaftliche Tangenten  an  Je  und  Tc  laufen,  so  müßten  Tc  und 
h'  mehr  als  vier  Tangenten  gemein  haben  und  zusammenfallen,  wenn 
mehr  als  zwei  Eollineationsmittelpunkte  auf  derselben  Geraden  p 
lägen  (352). 

387.  Zwei  Eegelschnitte,  welche  sich  aus  einem  Punkte  0  auf 
einander  projiciren  und  in  parallelen  Ebenen  liegen,  oder  welche  in  der- 
selben Ebene  liegen  und  deren  unendlich  ferne  Gerade  zur  Eollineations- 
axe haben  (314),  nennt  man  ähnlich  und  ähnlich  liegend  oder  homothe- 
iisch.  Sie  besitzen  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  ihrer  Ebenen 
—  ihrer  Eollineationsaxe  —  dieselbe  Involution  konjugirter  Punkte 
(385).  Daher  sind  einem  Paare  konjugirter  Durchmesser,  den  Axen 
und  den  Asymptoten  des  einen  bezw.  ein  Paar  konjugirter  Durch- 
messer, die  Axen,  die  Asymptoten  des  anderen  parallel;  zwei  kon- 
jagirte  Durchmesser  des  einen  und  die  entsprechenden  (ihnen  pa- 
rallelen) des  anderen  haben  dasselbe  gleichgeordnete  Verhältnis.  Sie 
besitzen  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  ein  Paar  gemeinschaft- 
licher Punkte  (die  Doppelpunkte  jener  Involution),  die  reell  und 
getrennt  (Hyperbeln),  oder  zusammenfallend  (Parabeln),  oder  ima- 
ginär (Ellipsen)  sind.  —  Umgekehrt:  Erzeugen  zwei  Eegelschnitte 
in  derselben  oder  in  parallelen  Ebenen  auf  deren  unendlich  femer 
Geraden  dieselbe  Involution,  und  ist  irgend  ein  Punkt  dieser  Ge- 
raden zugleich  für  beide  Eegelschnitte  äußerer  oder  innerer,  so  sind 
die  Eegelschnitte  ähnlich  und  ähnlich  gelegen.  Denn  sie  haben 
dann  auch  einen  EoUineationsmittelpunkt  (386).  Sind  die  Doppel- 
punkte jener  Involution  imaginär  oder  zusammenfallend,  so  sind  alle 
Pankte  der  Geraden  äußere,  und  die  Eegelschnitte  —  Ellipsen  oder 
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Parabeln  —  sind  ähnlich,  und  weil  bei  den  Parabeln  alle  Involutionen 
auf  der  unendlich  fernen  Geraden  kongruent  sind,  indem  stets  allen 
Punkten  der  einzige  Doppelpunkt  zugeordnet  ist.,  so  sind  alle  ParcAdn 
unter  einander  ähnlich.  Sind  aber  die  Doppelpunkte  der  Involution  reell, 
sind  also  die  Kurven  Hyperbeln  mit  parallelen  Asymptoten,  so  sind  nach 
der  zweiten  Bedingung  diese  nur 'äJinlich,  wenn  sie  in  den  entsprechenden 
(gleichen)  Scheitelwinkelpaaren  der  Asymptoten  liegen.  Doch  wird  sich 
dieser  BegriflF  später  durch  die  Imaginärprojektion  erweitem.  — 
Sind  endlich  zwei  konjugirte  Durchmesser  a,  b  eines  Kegelschnittes 
Ic  parallel  und  von  demselben  gleichgeordneten  Verhältnisse,  wie 
zwei  konjugirte  Durchmesser  a,  h'  eines  anderen  h\  und  sind  zwei 
parallele,  z.  B.  a  und  a\  reell,  so  sind  Ic  und  Ic  ähnlich  nnd  ähn- 
lich liegend.  Denn  ein  ähnlich  und  ähnlich  liegend  mit  Tc  über  d 
als  Durchmesser  konstruirter  Kegelschnitt  enthält  h\  ist  also  h'. 

Alle  Kreise  in  derselben  oder  in  parallelen  Ebenen  haben,  weil 
ähnlich  und  ähnlich  liegend,  zwei  Punkte  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden ihrer  Ebenen  gemein,  welche  auf  den  Doppelstrahlen  einer 
rechtwinkligen  Strahleninvolution  liegen,  und  die  unendlich  fernen 
(imaginären)  Kreispunkte  ihrer  Ebenen  heißen.  Daher  sind  zur  Be- 
stimmung eines  Kreises  nur  noch  drei  Punkte  notwendig. 

388.  Begriff  und  Sat0.  Die  Punkte  in  der  Ebene  eines  Kegel- 
schnittes, in  deren  jedem  die  Involution  der  konjugirten  Strahlen  rechte 
winklig  ist,  heißen  die  Brennpunkte  desselben.  Es  gibt  sechs  solche: 
zwei  reelle  auf  der  Hauptaxe,  welche  mit  den  früher  bestimmten  Brenn- 
punkten zusammenfallen,  zwei  imaginäre  auf  der  Nd>enaze  und  zwei 
imaginäre  auf  der  unendlich  fernen  Geraden,  die  unendlich  fernen 
Kreispunkte. 

Bew.  Solche  Punkte,  wezm  sie  sich  im  Endlichen  befinden^ 
können  nur  auf  einer  Axe  liegen;  denn  dem  durch  den  gegebenen 
Punkt  gehenden  Durchmesser  ist  ein  zu  seinem  konjugirten  Durch- 
messer paralleler  Strahl  konjugirt,  und  beide  stehen  nur  für  einen 
Punkt  der  Axe  auf  einander  senkrecht  Um  nun  denjenigen  Punkt 
einer  Axe  zu  finden,  in  welchem  noch  ein  Paar  konjugirter  Strahlen 
und  dann  alle  solche  auf  einander  senkrecht  stehen  (348,  Zus.), 
lege  man  irgend  ein  Büschel  paralleler  Strahlen  und  das  Parallel- 
büschel  der  zu  ihnen  konjugirten  auf  ihnen  senkrechten  Strahlen; 
beide  erzeugen  auf  der  Axe  projektive  Punktreihen,  deren  Doppel- 
Fig.  281.  punkte  die  gesuchten  sind.  Eine  Tangente  des  Kegelschnittes,  welche 
in  C  berührt,  der  zu  ihr  parallele  Durchmesser  nnd  die  unendlich 
ferne  Gerade  bestimmen  ein  Parallelstrahlenbüschel,  welches  auf  der 
einen  Axe  die  Punktreihe  Ci,  M  (Mittelpunkt),  U  (im  Unendlichen) 
einschneidet.  Die  Pole  dieser  Strahlen  liegen  auf  dem  Durchmesser  Jkf  C 
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der  Reihe  nach  in  C^  im  un- 
endlich fernen  Punkte  und  in 
M.  Die  von  diesen  Punkten  auf 
die  Strahlen  des  ersten  Büschels 
gefällten  Senkrechten  bestim- 
men das  Parallelbüschel  der 
konjugirten  Strahlen,  welches 
auf  derselben  Axe  die  Punkt- 
reihe G  (wobei  CG  die  Normale  der  Kurve  in  C),  TJ^M.  einschneidet. 
Beide  projektive  Reihen  C^MU  und  GTJM  sind  involutorisch  (weil 
M  und  TJ  sich  doppelt  entsprechen),  und  M  ist  der  Mittelpunkt  der 
Involution.  Einen  Doppelpunkt  F  findet  man  daher  durch  MF^  = 
MC^  •  MG  (299).  Wählt  man  statt  MC  den  der  Hauptaxe  unend- 
lich nahen  Durchmesser,  so  liegt  Cj  in  A,  G  im  Erümmungsmittel- 
punkte  zu  A,  und  es  ist  MC^  =  a,  MG  =  a  —  (6* :  a)  «=  e^ :  a, 
daher  MF  =^  +  ^5  oder  auf  der  Hauptaxe  sind  die  Brennpunkte  die 
Mittelpunkte  der  rechtunnkligen  Involution.   (Vergl.  auch  Nr.  333.) 

Auf  der  Nebenaxe  erhält  man  außet  M  und  dem  unendlich 
fernen  Punkte  ein  Paar  zugeordneter  Punkte,  indem  man  aus  einem 
Brennpunkte  F  oder  F^  zwei  konjugirte  auf  einander  senkrechte 
unter  45^  gegen  die  Axen  geneigte  Strahlen  zieht;  sie  bestimmen 
auf  der  Nebenaxe  die  Punkte  F"  und  F/,  wofür  MF'  =  MF^  =  +  <?. 
Diese  sind  zugeordnete  Punkte  der  Involution  auf  der  Nebenaxe 
und  zeigen,  da  sie  von  M  auf  entgegengesetzten  Seiten  liegen,  daß 
die  Involution  gleichliegend  und  die  Doppelpunkte  imaginär  sind. 
F'  und  F^'  sind  die  ideellen  Doppelpunkte  (300);  die  Abstände  der 
Doppelpunkte  selbst  von  M  sind  daher  *=  +  ^  V —  1-  ^^^  ^^^^  ^^ 
zum  konjugirten  imaginären  Brennpunkte  der  Nebenaxe. 

Sodann  enthält  aber  noch  die  unendlich  ferne  Gerade  zwei 
Brennpunkte.  Ein  Büschel  paralleler  Strahlen  und  das  Büschel  der 
zu  ihnen  konjugirten,  auf  ihnen  senkrechten  Strahlen  bestimmen 
auf  der  unendlich  fernen  Geraden  zwei  zugeordnete  Punkte  einer 
Involution,  deren  Doppelpunkte  die  zwei  imaginären  unendlich  fernen 
Kreispunkte  und  konjugirte  Brennpunkte  des  Kegelschnittes  sind,  weil 
jeder  derselben  der  Mittelpunkt  zweier  Strahlenbüschel  ist,  in  denen 
auf  jedem  Strahle  des  einen  der  zu  ihm  in  Bezug  auf  k  konjugirte 
des  anderen  senkrecht  steht. 

Nennen  wir  erweiternd  eine  Axe  eines  Kegelschnittes  eine  Ge- 
rade, auf  welcher  sich  zwei  konjugirte  Brennpunkte  befinden,  so 
hesitßt  jeder  Kegelschnitt  drei  Axen,  die  Hauptaxe,  die  Nebenaxe  und 
die  unendlich  ferne  Gerade;  die  drei  Axen  bilden  ein  Polardreieck. 

389.   Die  Polare  eines  Brennpunktes  F  eines  Kegelschnittes  k  ist 
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eine  Leitlinie  oder  Direktrix  d]  denn  die  Tangenten  in  den  Schnitt- 
punkten eines  durch  F  gezogenen  Strahles  mit  k  schneiden  sich 
auf  d  (333). 

Liegt  in  defn  KoUineationsmütelpunkte  0  zweier  perspekti?en 
Kegelschnitte  einer  Ebene  ein  Brennpunkt  des  einen,  so  liegt  darin 
auch  ein  Brennpunkt  des  anderen,  oder,  wenn  der  Kegelschnitt  ein 
Kreis  ist,  dessen  Mittelpunkt;  denn  die  Involution  in  0  ist  dann 
für  heide  rechtwinklig  (385). 

390.  Die  verschiedenen  Konstruktionen  der  Krümmungsmütel- 
punkte  eines  Kegelschnittes  lassen  sich  leicht  aus  einem  Satee  von 
Steiner  ableiten*),  welcher  sich  aus  einem  anderen  Satze  ergibt,  der 
zuerst  ausgesprochen  werden  soll:  Beschreibt  in  der  Ebene  eines  Kegel- 
schnittes k  eine  Gerade  g  ein  Sirahlenbüschel  aus  einem  beliebigen 
Punkte  P,  so  werden  die  zu  jeder  Lage  von  g  senkreckten  und  ihr  in 
Bezug  Muf  k  konjugirten  Geraden  g  von  einer  Parabel  p  eingehüllt, 
welche  die  Axen  von  k  und  die  beiden  in  Bezug  auf  k  einander  kon- 
jugirten auf  einander  senkrechten  Strahlen  aus  P  zu  Tangenten  hat. 
Denn  projektiv  mit  dem  Strahlenbüschel  der  g  ist  die  Punktreihe 
der  Pole  der  g  (343),  sowie  die  Punktreihe,  welche  auf. der  unend- 
lich fernen  Geraden  ein  Büschel  der  auf  den  g  senkrechten  Strahlen 
erzeugt.  Die  Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte  dieser 
beiden  projektiven  Punktreihen  sind  jene  konjugirten  Senkrechten-, 
und  sie  werden  von  einem  die  unendlich  ferne  Gerade  beröhrenden 
Kegelschnitte  k,  also  von  einer  Parabel,  eingehüllt  Dieselbe  berührt 
jeden  der  beiden  aus  P  gezogenen  auf  einander  senkrechten  in 
Bezug  auf  k  konjugirten  Strahlen,  weil  diese  gegenseitig  g  imd  //' 
sind,  und  jede  Axe  des  ky  weil  diese  dem  auf  ihr  senkrechten  g  als 
g'  entspricht. 

Diese  Parabel  P  wollen  wir  mit  Herrn  Pelz  die  SteinerscJte 
Parabel  nennen;  ihre  Leitlinie  ist  PM,  wenn  M  der  Mittelpunkt 
der  Ä,  weil  von  P  und  von  M  je  zwei  auf  einander  senkrechte  Tan- 
genten der  Parabel  p  ausgehen  (333),  ihr  Brennpunkt,  als  Pol  der  PM, 
ist  die  nicht  auf  PM  liegende  Nebenecke  des  vollständigen  Vierseits, 
das  jene  von  P  und  M  ausgehenden  Tangenten  der  p  bilden  (341 ,  1)). 

391.  Ist  P  ein  Punkt  des  Kegelschnittes  k,  so  bilden  die  Tan- 
gente und  die  Normale  des  k  in.  P  jene  rechtwinklig  konjugirten 
Strahlen,  und  es  ergibt  sich  der  S(äz  von  Steiner:  Die  Tangente  und 
die  Normale   eines  Kegelschnittes  k  in   einem   beliebigen   Punkte  P 


*)  Herr  Feh  leitete  aus  diesem  Satze  eine  Fülle  solcher  Eonstruktionen 
ab  in  seiner  Abhandlang  „Die  Erümmungshalbmesserconstmctionen  der  K^el- 
schnitte  als  Corollarien  eines  Steiner'schen  Satzes"  (Sitzber.  d.  k.  böhm.  Ges. 
d.  Wiss.,  1879). 
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desselben  und  die  beiden  Axen  des  Kegelschnittes  bestimmen  als  Tan- 
genten eine  Tarabel  p,  welche  die  Normale  im  Krümmungsmittel- 
punkte K  des  Je  für  P  und  die  Tangente  im  Pole  der  Normale  zu 
Je  berührt 

Der  erste  Teil  des  Satzes  ist  ein  besonderer  Fall  des  vorigen 
Satzes.  In  Bezug  auf  die  Berührungspunkte  ziehe  man  aus  P  den 
der  Tangente  benachbarten  Strahl  g,  welcher  Je  noch  in  dem  be- 
nachbarten Punkte  Q  schneidet;  die  Tangenten  an  Ä;  in  P  und  Q 
schneiden  sich  in  dem  Pole  von  g^  und  A\q  aus  diesem  auf  g  ge- 
fällte Senkrechte  ist  die  der  Normale  benachbarte  /;  ihr  Schnitt- 
punkt mit  der  Normale  ist  sowohl  der  Berührungspunkt  der  Nor- 
male mit  p  (353),  als  der  Krümmungsmittelpunkt  K  der  Je  (234). 
—  Andererseits  liegt  der  Pol  N  der  Normale  n  auf  der  an  Ä;  in  P 
gezogenen  Tangente  ^,  der  Pol  des  der  n  benachbarten  Strahles  g 
aus  P,  liegt  auf  t  unendlich  nahe  bei  ^5  durch  ihn  geht  die  ent- 
sprechende g'y  welche  daher  auf  t  den  Berührungspunkt  von  t  mit 
p  unendlich  nahe  bei  N^  d.  h.  in  N,  bestimmt 

392.  Aufg.  Den  KrümmungsmittelpunJct  K  eines  Kegelschnittes  Je 
für  einen  gegebenen  PunJct  P  zu  finden,  wenn  die  Linien  der  Nor- 
male PK  und  der  beiden  Axen  gegeben  sind. 

Aufl.  Von  der  Steinerschen  Parabel  p  für  P  sind  (mit  der 
anendlich  fernen)  fünf  Tangenten  gegeben  ^  woraus  man  auf  der 
Normale  den  Berührungspunkt  K  nach  dem  Brianchonschen  Satze 
finden  kann.  Die  Konstruktionen  ändern  sich,  je  nach  der  Reihen- 
folge, welche  man  jenen  Tangenten  gibt.  Geben  wir  stets  der 
Normale,  welche  durch  den  Berührungspunkt  in  zwei  Teile  zerlegt 
wird,  die  beiden  Zahlen  1,  2,  der  (nicht  gezeichneten)  Tangente  3, 
und  dann  1)  der  unendlich  fernen  Geraden  4,  ^._  ^^^  Fig222. 

den  beiden,  sich  im  Mittelpunkte  M  des  Je 
schneidenden  Axen,  5  und  6,  so  bestimmen  die 
zwei  Geraden  23,  56  =  PM  und  34,  61  =  J 
den  Brianchonschen  Punkt  B]  dann  muß  1  2, 
4  5  die  BK  sein.  Daraus  folgt  die  Regel: 
^,Man  ziehe  durch  den  Schnittpunkt  der  Nor- 
male mit  einer  Axe  eine  Senkrechte  zur  Nor- 
male, schneide  diese  mit  dem  Durchmesser 
PM  in  -B,  ziehe  BK  parallel  zur  anderen  Axe,  so  trifft  BK  die 
Normale  im  Krümmungsmittelpunkte  JK"  Durch  Vertauschung  der 
Axen  bekommt  man  andere  Linien. 

2)  Bezeichnet  man  die  Axen  mit  4  und  6,  die  unendlich  ferne  Fig.  ms. 
Gerade  mit  5,  so  bestimmen  23,  56  =  /  und  34,  61  =  //  den 

wiener,  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie.  20 
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Fig.  223.  Brianchonschen  Punkt  B,  so  daß  12,45  = 

BK,  woraus  die  Regel:  ,,Man  verbinde  den 
Schnittpunkt  der  Tangente  und  der  einen  Axe 
mit  dem  Schnittpunkte  der  Normale  und  der 
anderen  Axe,  schneide  mit  dieser  Verbin- 
dungslinie die  durch  P  mit  dieser  zweiten 
Axe  gezogene  Parallele  in  JS,  so  trifit  die 
durch  B  parallel  zur  ersten  Axe  gezogene 
Gerade  die  Normale  in  KJ*  Hier  sind  wieder 
durch  Vertauschung  der  Axen  zweierlei  Linien  möglich. 
pig.224».         3)  Da  nach  Nr.  390  PM  die  Leitlinie  der  Steinerschen  Parabel 


Fig.  224. 


ist,  ihre  Axe  also  darauf  senkrecht  steht^ 
so  kann  man  den  Berührungspunkt  der  un- 
endlich fernen  Geraden  benutzen,  diese  also 
mit  4  5,  die  Normale  FK  mit  12,  die 
Axen  mit  3  und  6  bezeichnen.  Dann  be- 
stimmen 23,  56  =  1  und  34,  61  =  7/ 
den  Brianchonschen  Punkt  B,  und  es  ist 
12,  45  oder  BK  nach  dem  unendlich 
fernen  Punkte  der  Parabel  gerichtet  oder 
_L  PM.  Bezeichnet  man  23  mit  ^,  61  mit  C,  zieht  MD  fl  BK 
oder  ±MP,  so  ist  ACBKr^AÄMD,  daher  CK=AB  (und 
ÄK*=  CD),  und  beide  absolut  gleiche  Längen  haben  entgegen- 
Fig.  834b.  gesetzten  Sinn.  Daher  die  Begeh  „Schneidet  man  die  Normale 
PK  mit  den  Axen  des  Tc  m  A  und  (7,  zieht  MD  J^MP,  schneidet 
MD  mit  PJr  in  Z),  macht  auf  PK  die  Strecke  CK=  —  AD,  so 
ist  K  der  Krümmungsmittelpunkt."*) 

393,   Aufg.  Den  Krümmungsmittelpunkt  K  eines  Kegelschnitte^  k 
für  einen  gegebenen  Punht  P  zu  finden,  wenn  k,  die  Normale  n  und 
die  Tangente  t  in  P  gezeichnet  sind. 
Fig.  225.  „.     ^^,  Aufl.    Schneidet  man  die  n  mit  Je 

außer  in  P  noch  in  Q,  zieht  QR^  t 
und  schneidet  QR  mit  k  in  R,  zieht 
dann  die  Tangenten  an  Ä:  in  Q  und  Ry 
welche  die  t  bezw.  in  N  und  U  treffen, 
80  ist  (wegen  der  schiefen  Symmetrie 
des  k  in  Bezug  auf  den  Durchmesser 
PM)  UP^PN,  und  N  und  U  sind 
bezw.   die   Pole   von  n  und   von  PR 


*)  Diese  Konstruktion  wurde  von  Herrn  Geisenheinier  (Schlömilchs  Ztechr. 
f.  Math.  u.  Phys.,  1876,  B.  21,  S.  80)  ohne  Beweis  mitgeteilt. 
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zu  h  Daher  ist  N  der  Berührungspunkt  der  Steinersehen  Pa- 
rabel p  mit  t  (391),  und  die  aus  U  auf  PR  gefällte  Senkrechte 
UL  ist  eine  Tangente  der  p,  weil  sie  die  zum  Strahle  PR 
konjugirte  und  senkrechte  Gerade  ist.  Schneidet  UL  die  n  in  L, 
so  liegt  der  Berührungspunkt  der  n  mit  p  in  der  Mitte  K  von  PL, 
und  K  ist  der  gesuchte  Krümmungsmittelpunkt.  Denn  zieht  man 
aus  einem  Punkte  U  zwei  Tangenten  UN,  UL  an  eine  Parabel, 
und  aus  der  Mitte  P  der  UN,  wobei  N  der  Berührungspunkt,  eine 
weitere  Tangente  PL,  so  wird  deren'  Stück  PL  zwischen  den  zwei 
ersteren  Tangenten  in  ihrem  Berührungspunkte  K  halbirt  (vergl. 
Fig.  197).  Oder  man  erhält  K  durch  die  UK  ±  PM,  weil  der 
Durchmesser  PM  der  k  die  Leitlinie  der  p  bildet,  so  daß  UK  ein 
Durchmesser  der  p  ist  und  den  Berührungspunkt  K  enthält  (vergl. 
Fig.  197).  —  Zieht  man  andererseits  aus  R  einen  beliebigen  Strahl, 
welcher  k  und  t  in  S  bezw,  T  schneidet,  und  zieht  aus  T  eine 
Senkrechte  zu  PS,  so  geht  diese  ebenfalls  durch  L.  Denn  bewegt 
sich  S  auf  i,  so  entstehen  Strahlenbüschel  der  PS  aus  P  und  der 
RS  aus  22,  welche  projektiv  sind;  mit  dem  Strahlenbüschel  R  ist 
die  Reihe  der  Punkte  T  auf  t  perspektiv,  mit  dem  Strahlenbüschel 
P  ist  die  durch  die  TL  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  erzeugte 
Punktreihe  projektiv.  Daher  ist  die  letztere  Punktreihe  mit  der- 
jenigen der  T  projektiv,  und  außerdem  sind  beide  perspektiv,  weil 
der  Schnittpunkt  der  t  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  zwei  ent- 
sprechende Punkte  enthält,  welche  sich  ergeben,  wenn  S  in  Q  rückt. 
Daher  schneiden  sich  die  Verbindungsgeraden  TL  entsprechender 
Punkte  alle  in  demselben  Punkte,  der  (für  S  in  P)  auf  n  und  (für 
S  in  R)  in  UL  liegt,  also  L  ist. 

Von  den  verschiedenen  in  dieser  Auflosung  gegebenen  Ver- 
fahren ist,  wenn  nur  k  ohne  M  verzeichnet  ist,  folgendes  am  ein- 
fachsten: „Man  schneide  n  mit  k  in  Q,  ziehe  QR  ||  t,  schneide  sie 
mit  k  in  R,  führe  willkürlich  aus  R  eine  Gerade,  welche  k  und  t 
in  S  und  T  treffe,  ziehe  TL  JL  PS,  so  schneidet  diese  die  n  in  L, 
und  es  ist  die  Mitte  K  von  PL  der  gesuchte  Krümmungsmittelpunkt/' 

Xn.   Allgemeines  über  die  Büschel  und  Sohaaren 

von  Eegelsohnitten. 

394.   Durch  vier  Punkte  einer  Ebene  kann  man  unendlich  viele 

Kegelschnitte  legen;  jeder  hinzukommende   fünfte  Punkt  bestimmt 

einen  derselben,   wenn  nicht  vier   der  Punkte   auf  einer   Geraden 

liegen.   Die  Gesamtheit  der  Kegelschnitte,  welche  durch  vier  Punkte 

einer  Ebene  sehen,  von  denen  nicht  drei  auf  einer  Geraden  liegen, 

heißt  ein  Kegelschnitthüschely  jene  vier  Punkte  die  Grnndpunkte  oder 

20* 
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die  Basis,  Dabei  ergeben  sich  drei  Arten  von  KegelschniUbüschdn, 
indem  von  den  Grundpunkten  1)  alle  vier  reell ^  2)  jsu;ei  reell  und  zwei 
imaginär,  3)  älh  vier  imaginär  sind.  In  den  beiden  letzten  Fallen 
sind  je  zwei  imaginäre  Punkte  konjugirt  und  werden  als  die  Doppel- 
punkte einer  gleichlaufenden  Involution  auf  einer  Geraden^  und 
diese  Involution  durch  zwei  Punktepaare  gegeben. 

Wir  wollen  nun  die  PfojeJctivität  irgend  zweier  Kegdschnitibüschd 

derselben  Art  nachweisen.     Es   sei  jene   gleichlaufende   Involution 

durch  eine  rechtwinklige  Strahleninvolution  aus  einem  der  Schnitt- 

Fig.226.  ^,     ^^^  punkte   S   zweier   Kreise   projicirt,    deren 

Durchmesser  die  Strecken  der   gegebenen 
Punktepaare  bilden  (302).   Sei  die  Gerade 
a^  der  Träger  zweier  konjugirten  imaginä- 
ren  Grundpunkte   und   a   der   Träger  der 
beiden    anderen   reellen    oder   konjugirten 
imaginären    Punkte,    P   der   Schnittpunkt 
von  a  und  a^,  so  ergeben  sich  auf  a^  der 
dem  P  zugeordnete  Punkt  A^  vermittelst 
^  PSA^  —  90^  und  die  beiden  durch  P 
und  A^  harmonisch  getrennten  zugeordneten 
Punkte  F,  G  vermittelst  ^  FSA^  ^^A^SG  =  45®.   Ebenso  seien 
die  beiden  anderen  Grundpunkte  auf  a^  wenn  sie  reell  ^  unmittelbar 
als  D,  E  gegeben,  wenn  sie  imaginär,  durch  die  zugeordneten  Punkte 
Dy  E  dargestellt,  welche  durch  P  und  dessen  zugeordneten  Punkt 
A'  harmonisch  getrennt  sind.     Die    zwei  reellen  Punktepaare  DE, 
F,  G  bilden  oder  bestimmen  daher  in  allen  drei  Fällen  vollkommen 
die  Grundpunkte,  indem  insbesondere  im  Falle  des  Imaginären  {FG) 
noch  Ai  als  vierter  harmonischer  Punkt  zu  P  bestimmt  ist,  wo- 
durch zwei  Punktepaare  A^P,  FG  der  Involution  gegeben  sind 

Daraus  folgt,  daß,  wenn  man  gleichartige  Kegdschnittbüschel 
solche  nennt,  welche  dieselbe  Anzahl  reeller  und  dieselbe  imagi- 
närer Grundpunkte  besitzen,  irgend  zwei  gleichartige  Kegdschnittbüschel 
Jcollineare  Figuren  sind,  da  die  vier  reellen  Punkte,  welche  die  Grund- 
punkte des  einen  Büschels  bestimmen,  mit  den  entsprechenden  vier 
Punkten  des  anderen  in  Perspektive  Lage  gebracht  werden  können 
(310).  Daher  genügt  es  auch,  projektive  Eigenschaften  eines  Kegel- 
Schnittbüschels  an  irgend  einer  Form  eines  gleichartigen  zu  beweisen. 
Alles  dies,  sowie  die  folgenden  Sätze  über  KegdsdifUttbüsdiel 
gelten  in  ihrer  reciproken  Umwandlung  auch  für  Kegelschnittschaaren. 
396,  Saiz.  Die  Sdinittpunlte  der  Kurvefi  eines  Kegelschnitt- 
büscMs  mit  einer  Geraden  g,  u'dche  durch  keinen  seifwr  Grundpunkte 
gdU,  bilden  eine  Involution,  in  icdchcr  die  Pfinlic  H,  H^  eines  uml 
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desselben  Kegelschnittes  einander  mgeordnet  sind.     Die  zwei  Doppel- 
punkte der  Involution  sind  die  Berührungspunkte  der  g  mit  denjenigen 
beiden  Kegelschnitten  des  Büschels^  welche  die  g  'berühren.  Jede  Gerade 
g  wird  von  zweien  soldien  reellen  oder  imaginären  Kurven  berührt. 
Bew.    Erster  Fall.  Die  vier  Grundpunkte  D,  E,  F,  G  sind  reell. 


Fig.  227. 


In     dem    Pascalschen    Sechsecke  Fig.  227. 

DJEjPGB'jgri  liegen  die  drei  Schnitt- 
punkte J  von  EF  und  HH^  (=  g\ 
K  von  FG  und  H^D  und  L  von 
GH,  DE  auf  einer  Geraden.  Be- 
schreibt nun  der  den  Kegelschnitt 
des  Büschels  bestimmende  Punkt 
H  auf  g  eine  Punktreihe,  so  be- 
schreibt L  auf  DE  eine  damit  aus 
G  Perspektive  Punktreihe,  sodann 
K  auf  FG  eine  mit  dieser  aus  J 

Perspektive,  und  endlich  H^  auf  g  eine  mit  dieser  aus  D  Perspek- 
tive, so  daß  die  Reihen  der  H  und  der  H^  unter  einander  pro- 
jektiv sind.  Geht  man  von  H^  als  den  Kegelschnitt  bestimmend 
und  als  Punkt  der  ersten  Reihe  aus,  so  ergibt  sich  derselbe  Kegel- 
schnitt omd  dadurch  H  als  entsprechend  und  als  Punkt  der  zweiten 
Reihe,  so  daß  H,  H^  sich  doppelt  entsprechen  und  daher  eine  In- 
TolHtion  bilden.  —  In  jedem  der  beiden  Doppelpunkte  der  Invo- 
lution wird  die  g  von  einem  Kegelschnitte  des  Büschels  berührt; 
dieselben  sind  imaginär,  wenn  es  die  Doppelpunkte  sind. 

Ztoeiter  Fall.  Zwei  Grundpunkte  D,  E  sind  reell,  zwei  ima- 
ginär. Der  Beweis  soll  an  dem  einfachsten  Falle  geführt  werden, 
nämlich  an  dem  Büschel  der  Kreise,  welche  durch  zwei  reelle  Punkte 


Fig.  228. 


Pig.  288. 


D,  E  gehen  und  auf  der  unendlich  fernen 
Geraden  a^  die  imaginären  Kreispunkte 
enthalten,  das  sind  die  Doppelpunkte  der 
durch  eine  rechtwinklige  Strahleninvolu- 
tion projicirten  Punktinvolution  (387). 
Schneidet  g  einen  der  Kreise  in  den  Punk- 
ten Hj  B^  und  die  DE  in  J,  so  ist 
JHxJH^  =  JDxJE,  also  für  alle 
Kreise  unveränderlich.  Demnach  bilden 
Hj  Hl  zugeordnete  Punkte  einer  Involution,  deren  Mittelpunkt  / 
ist  (299). 

Dritter  Fall.  Alle  vier  Grundpunkte  sind  imaginär.  Auch  dieser  Fall 
kann  durch  ein  Büschel  von  Kreisen  dargestellt  werden,  welche  sowohl  ^ig.  229. 
auf  der  unendlich  fernen  Geraden  a^,  wie  auf  einer  anderen  Geraden 
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a  je  zwei  konjugirte  imaginäre  Punkte  gemein  haben,   a,  a^  schneiden 

sich  in  dem  unendlich  fernen  Punkte 
P,  welchem  auf  a  und  a^  die  Punkte 
A  bezw.  A^  zugeordnet  sind,  wobei 
A  der  Mittelpunkt  der  Involution 
auf  a  und  AA^  ±.  AF  ist.  Außer- 
dem sei  JK  ein  beliebiges  anderes 
Punktepaar  auf  a.  AA^  ist  nun 
die  Polare  von  P  zu  jedem  Kegel- 
schnitte (Kreise)  des  Büschels. 
Zieht  man  eine  beliebige  Gerade, 
welche  a  und  %  bezw.  in  J  und  J^ 
treffe,  und  verbindet  den  zu  J  zugeordneten  Punkt  K  der  a  mit 
dem  zu  J^  zugeordneten  Ky  der  a^,  wobei  JJ^  und  KK^  auf  ein- 
ander senkrecht  stehen  müssen,  so  schneiden  diese  Linien  die  AA^ 
in  Punkten  i,  M  und  sich  unter  einander  in  N,  und  diese  drei 
Punkte  gehören  einem  Kegelschnitte  (Kreise)  der  Schaar  an  (352). 
Schneidet  nun  die  beliebige  Gerade  g  diesen  Kreis  in  H,  H^j  die 
a  in  J  (welcher  Punkt  willkürlich  genommen  war),  so  ist 

JE' JE,  =  JN'  JL  =  JA'  JK, 
letzteres  wegen  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  JNKy  JAL.  Da  nun 
JA  und  JK  für  dieselbe  g  unveränderlich  sind,  so  ist  es  auch 
JE'  JE^y  und  Ey  E^  bilden  eine  Involution,  deren  Mittelpunkt  Ji.st 
396.  Satz.  Die  Reiliefi  der  SchnittpunJcte  der  Kurven  elftes  Kegel- 
sdinittbüschels  mit  Geraden,  welche  durch  einen  der  Grundpunkte  getien, 
sowie  die  BüscJiel  der  Tangenten  an  diese  Kurven  in  einem  der  Grund- 
pmikte  sind  unter  einander  projektiv,  tvenn  die  Punkte  und  Tangenten 
desselben  Kegelschnittes  einander  entsprechen. 
Flg.  230.        Bew.   Erster  Fall   Seien  D,  E,  F,  G  die  Grundpunkte,  DK  und 

GL  zwei  beliebige  durch  D  bezw. 
^''^'  ^^^'  G  geführte  Geraden,  E,  E,  deren 

Schnittpunkte  mit  einem  der  Kegel- 
schnitte des  Büschels,  so  muß 
EEi  durch  den  Punkt  J  gehen, 
in  welchem  die  Pascalsche  Gerade 
KL  die  EF  triflFt,  wenn  K,  L 
bezw.  die  Schnittpunkte  von  DK, 
FG  und  GL,  DE  sind.  Daher 
sind  die  Punktreihen  der  E^  auf 
DK  und  der  E  auf  GL  perspektiv 
aus  J.  Mit  der  Punktreihe  der  E^  auf  DK  ist  auch  das  Strahlen- 
büschel projektiv,   welches  die  Reihe  der  E  auf  GL  von  D   aus 
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projicirt^  und  die  Strahlen  desselben  werden  zu  den  Tangenten  der 
Kegelschnitte  in  Z),  wenn  GL  in  GD  übergeht. 

Zweiter  Fall.   Geht  man  wieder  von  dem  Ereisbüschel  mit  den  Fig.  231. 
reellen  Grundpunkten  D,  E  aus^  und  schneidet  eine  durch  E  gelegte 
Gerade   zwei   Kreise   in  J  und  «Ti,   sind  pig.  231. 

ferner  die  Tangenten  an  dieselben  Kreise 
in  D  die  DT,  BT^,  so  ist  offenbar 
^EJD^^EDT,  ^EJ,D=^EDT„ 
daher  ^  JDJ^  =  ^TBT^',  daher  ist  das 
Strahlenbüschel  der  Tangenten  DT  gleich 
demjenigen  der  Strahlen^  welche  die  Punkt- 
reihe der  J  auf  EJ  aus  D  projicirt,  also 
projektiv  mit  der  Punktreihe  der  J.  Mit 

dem  Büschel  der  Tangenten  in  D  ist  aber  das  in  E  gleich^  und 
mit  diesem  wieder  die  Reihe  der  Schnittpunkte  auf  jeder  durch  D 
gelegten  Geraden  projektiv,  wonach  der  Satz  bewiesen  ist  Im 
dritten  Falle  sind  die  verlangten  schneidenden  Geraden  nicht  reell. 

397,  Salz.  Die  Polaren  eines  beliebigen  Punktes  Z  0u  allen  Kurven 
eines  KegdschniUbüschels  gehen  durch  ein  und  denselben  Fufikt  Z\  und 
die  von  Z*  durch  Z.  Z  und  Z  heißen  Jconjugirte  Punkte  in  Bezug 
auf  das  KegelschnittbüscheL 

Beweis.    Erster  und  zweiter  Fall,     Sind  (in  der  leicht  zu  den- 
kenden   oder    zu    entwerfenden   Figur)   Dj  E  reelle   Grundpunkte, 
so  bilden  auf  den  Geraden  ZD,  ZE  die  Kurven  des  Büschels  pro- 
jektive Punktreihen,  in  welchen  sich  die  Punkte  jET,  H^^  derselben 
Kurve  entsprechen  (396);  daher  sind  auch  die  Reihe  der  Punkte  Q 
und  die  der   Q^y  welche   von  Z  durch  D,  H,  bezw.  durch  E,  H^ 
harmonisch  getrennt  sind,  projektiv  (294)  und  zugleich  perspektiv, 
weil  für  den  durch  Z  gehenden  Kegelschnitt  des  Büschels  zwei  ent- 
sprechende Punkte  H  und  H^  und  dann  auch  Q  und  Q^  in  Z  zu- 
sammenfallen.    Daher  gehen  alle  Geraflen  QQ^  durch  den  Perspek- 
tiven Mittelpunkt  Z'  der  Punktreihen  d^    Q  und  der  Q^.  Jede  Gerade 
QQ^   ist   aber   die  Polare  von  Z  zu  q 
Büschels,  welcher  durch  die  den  Q,  Q^  zuh 
(341,  3));  daher  gehen  alle  diese  Polaii 
alle  Polaren  von  Z'  durch  Z  (342). 

Dritter  Fall.  Wir  gehen,  wie  in  Nr)  ö^o,  ö),  t\g.  229,  von  einem 
Kreisbüschel  mit  vier  imaginären  Grundpunkten  aus,  und  lassen  die 
dortigen  Bezeichnungen  gelten.  Wir  hatten  einen  Kreis  des  Büschels Fig- 232. 
gefunden,  indem  wir  aus  zwei  zugeordneten  Punkten  «T,  K  der  a, 
für  welche  daher  -4«r. -ä.-ff  =  const.  ist,  zwei  auf  einander  senk- 
rechte Gerade  zogen,  welche  die  AA^  in  L  und  M  schnitten;  LM 


'nigen  Kegelschnitte  des 
tßxi  Punkte  H,  U^  geht 
\  Z\  und  dann  auch 
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war  dann  der  Durchmesser  des  Kreises^  und  dieser  ging  durch  den 
Schnittpunkt  N  jener  Senkrechten.  Nun  liegt  N  auch  auf  einem 
Kreise  vom  Durchmesser  JK,  und  jeder  solche  Kreis,  welcher  die 

Strecke  zwischen  irgend  zwei 
zugeordneten  Punkten  J,  K  zum 
Durchmesser  hat,  trifft  die  AÄ^ 
in  denselben  Punkten  Q,  li,  weil 

AQ^  =  AB^ AJ.  AK  = 

const.  ist.  Q;  B  sind  offenbar  die 
zu  Punkten  gewordenen  Kreise 
des  Büschels.  Jene  beiden  durch 
N  gezogenen  Kreise  schneiden 
sich  in  ^senkrecht^  weil  die  Seiten 
der  Dreiecke  NJK,  NML  paarweise  auf  einander  senkrecht  stehen, 
folglich  auch  die  von  N  nach  den  Mitten  S,  0  von  JK,  ML  ge- 
zogenen Geraden,  d.  i.  die  Halbmesser  jener  Kreise.     ON  berührt 
daher  den  Kreis  NJK  in  N.  Um  nun  von  einem  beliebigen  Punkte 
Z  die  Polare  TZ'  zu  einem  beliebigen  Kreise  LMN  des  Büschels 
zu  linden,  verbinde  man  dessen  Mittelpunkt  0  mit  Z,  bestimme  den 
Punkt  T  der  Polaren  auf  dieser  Linie  durch  OT  .OZ  ^^  OIP,  und 
ziehe  TZ'  J_  TO.    Legt  man  ferner  den  Kreis  ZQB,  dessen  einer 
Schnittpunkt  mit  jenem  Kreise  JV  sei,  so  schneidet  derselbe  die  OZ 
in   r,  weil  OT.OZ—  OM*  «-  ON^.    Weü  sodann  ZTZ'  =  90«, 
80  schneidet  TZ'  den  Kreis  ZQR  in  dem  anderen  Endpunkte  des 
Durchmessers  ZSZ'  des  Kreises  ZQR.  Daher  gehen  die  Polaren  von 
Z  zu  allen  Kreisen  des  Büschels  durch  diesen  Punkt  Z\  welcher 
am  einfachsten  durcli  ^  Z^Z'=  ^  ZUZ' =  90®  bestimmt  wird. 
ZwÄ   Pic  VcrbinduH^sUniv  j:tccUr  t>i  Besttt^  auf  ein  Kegels(AniU' 
Imschcl  hmjuffirteH  l^inkte  Z,  Z'  irirrf  in  diesen  wn  je  einer  Kurve  des 
Bfis^tls  M  üAr/,  weil  die  Tangente  der  durch  Z  gehenden  Karre  durch 
Z'  gehen  mu(.^,  da  sie  die  Polare  des  Z  su  dieser  Kurve  ist;  und  um- 
gekehrt  Daher  sind  Z  und  Z*  die  Doppelpunkte  der  durch  das  Kur- 
venbtlschel   auf  ZZ'   enseugten  (ungJeiddaHfendepi)  Involutian,   und 
werden  durch  jede  die  ZZ*  schneidende  Kurve  des  Büschels  har- 
monisch getrennt 

SäS*  J^w  <ittHWwÄ7i(i/7/i\:Äf  lyiardrvieti  FQR  nceier  in  einer 
Fh^e  lif^hndm  K(\hl^hnittr  k  und  i^  ist  leicht  zu  bestimmen,  wenn 
der^n  vier  ;rk^h]uttpxiukte  A «  J?«  C^  i)  rei^Il  sind,  indem  dann  PQB 
da«  Neben*  oder  Polaiximeck  des  Tollsündisten  Vierecks  ^£CD  bildet 
^*U^\  Bestimmen  wir  nun  Ff^R  in  allgemeiner  Wei«  in  dem  schwie- 
ngsten  Falle^  dai^  alle  vier  Schnittpunkte  von  l  und  t^  imaginär  sind. 
Jedem  l\»ikte  in  der  Ebene  ist  in  Bezug  auf  i  nnd  i^   zn- 
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gleich  im  allgemeinen  nur  ein  Funkt  konjugirt^  der  Schnittpunkt 
der  Polaren  jenes  Punktes  zu  Tc  und  \.  Fallen  im  besonderen  diese 
beiden  Polaren  zusammen,  so  ist  der  gegebene  Punkt  ein  Eckpunkt, 
und  die  gemeinsame  Polare  die  gegenüberliegende  Seite  des  gesuchten 
gemeinschaftlichen  Polardreiecks.  Die  Punkte  einer  willkürlichen  Ge- 
raden a  haben  zu  Polaren  in  Bezug  auf  h  die  Strahlen  eines  mit  der 
Punktreihe  projektiven  Strahlenbüschels  Ay  in  Bezug  auf  \  die  eines 
damit  projektiven  Strahlenbüschels  Ä^^  und  diese  beiden  Büschel  be- 
stimmen einen  Kegelschnitt  a\  dessen  Punkte  denen  von  a  eindeutig 
entsprechen,  derart,  daß  zwei  sich  entsprechende  Punkte  zugleich  in 
Bezug  auf  Je  und  \  konjugirt  sind.  Ebenso  konstruire  man  für  eine 
zweite  Gerade  h  einen  Kegelschnitt  V.  Dem  Schnittpunkte  M  von  a 
und  h  ist  im  allgemeinen  nur  ein  Punkt  M'  in  Bezug  auf  k  und  \ 
konjugirt,  der  a  und  V  zugleich  angehören  muß.  Daher  haben  die 
Kegelschnitte  a  und  V  einen  reellen  Punkt  gemein;  von  ihren  übrigen 
drei  gemeinsamen  Punkten  P,  Q,  B  ist  daher  wenigstens  noch  einer 
reell.  Einem  solchen  weiteren  reellen  Schnittpunkte  P  von  a'  und  V 
ist  dann  zugleich  in  Bezug  auf  k  und  k^  ein  Punkt  von  a  und  einer 
von  b  konjugirt,  deren  Verbindungslinie  p  daher  die  gemeinschaft- 
liche Polare  von  P  zu  Ä  und  \  bildet.  Daher  bezeichnen  P,  und 
ebenso  Q  und  JB,  wenn  dies  weitere  reelle  Schnittpunkte  von  a 
und  V  sind,  reelle  Eckpunkte  des  gemeinschaftlichen  Polardreiecks. 
Q  und  R  liegen  auf  p,  und  sind  auch  dasjenige  Punktepaar,  welches 
den  Involutionen  auf  p  in  Bezug  auf  k  und  kj^  zugleich  angehört 
(350).  Sind  Q  und  R  als  Schnittpunkte  von  a'  und  b'  imaginär, 
so  sind  sie  doch  durch  die  letztere  Bestimmung  als  Doppelpunkte 
einer  gleichlaufenden.  Involution  bezeichnet. 

Schreiten  wir  zur  Ausführung  der  Konstruktion.  In  der  FigurFig.238. 
ist  kl  von  k  eingeschlossen.  Als  a  und  b  wählt  man  vorteilhaft 
zwei  Durchmesser  der  einen  Kurve,  etwa  der  k]  dadurch  werden,  wie 
sich  ergeben  wird,  a  und  b'  Hyperbeln  mit  dem  gemeinschaft- 
lichen unendlich  fernen  Punkte  M',  der  dem  Mittelpunkte  M  von  k 
entspricht,  und  auf  der  Polaren  Ä^B^  von  M  zu  ^i  liegt.  Es  ist 
zweckmäßig  a  und  b  als  konjugirte  Durchmesser,  etwa  die  Axen, 
zu  wählen.  Die  Polaren  der  Punkte  der  a  zu  k  bilden  das  mit  b 
parallele  Strahlenbüschel  mit  dem  unendlich  fernen  Mittelpunkte  jß, 
die  Polaren  zu  k^  das  Strahlenbüschel  Ä^  aus  dem  Pole  Ä^  von  a. 
Beide  Büschel  erzeugen  die  Hyperbel  a\  welche  durch  B  und  Ä^ 
geht.  Diese  ist  ganz  bestimmt,  wenn  man  noch  ihre  entsprechen- 
den Punkte  zu  dreien  Punkten  der  a  suöht,  etwa  zu  dem  unendlich 
fernen  Ä,  dem  M  und  dem  Schnittpunkte  B'  mit  dem  zu  b  kon- 
jagirten  Durchmesser  MiB'  des  k^.   Dem  Punkte  A  ist  der  Schnitt- 
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punkt  Ä  der  Axe  h  mit  dem  zu  a  konjugirten  Durchmesser  M^A^ 
des  \  konjugirt;  dem  M  der  unendlich  ferne  Punkt  üf'  der  Polare 
von  Jf  zu  ii,  dem  JS'  der  unendlich  ferne  Punkt  jB  von  6,  weil  die 

Fig.  233. 


^^I    >VW'  v> 


Polaren  von-^B'  zu  A;  und  \  durch  B  gehen;  die  in  £  berührende 
Asymptote  ist  aber  die  Polare  a^  von  JS'  zu  li^  als  derjenige  Strahl 
des  Parallelbüschels  JS,  dessen  entsprechender  Strahl  des  Büschels  A^ 
mit  ihm  parallel  läuft.  Von  der  Hyperbel  a  sind  nun  die  Punkte 
u4j;  Ä^  der  unendlich  ferne  M'  und  die  Asymptote  a^  gegeben;  man 
findet  die  andere  Asymptote  a^y  wenn  man  A^Ä  mit  a^  in  C^  schneidet^ 
auf  Ay^Ä  die  JL'C^  =  —  -^^Ci  aufträgt  und  C^M*  «=»  a,  zieht.  Dann 
verzeichnet  man  d  nach  Nr.  379  mittelst  Scheitel^  Erümmungskreis  in 
denselben,  und  vier  gleich  weit  von  ihrem  Mittelpunkte  entfernten 
Punkten  und  den  Tangenten  in  denselben.  —  Ganz  entsprechend  kon- 
struirt  man  die  Hyperbel  Vj  welche  der  Geraden  h  entspricht.  Die 
Hyperbeln  d  und  V  schneiden  sich  in  den  vier  Punkten  Jf ',  P,  Q^  jR; 
PQ2Z  ist  daher  das  gemeinschaftliche  Polardreieck  von  V,  und  \. 

399,  Da  M*^  reell  ist,  'muß  jedenfalls  noch  ein  zweiter  Schnitt- 
punkt der  Hyperbeln  a ,  V  reell  sein,  daher  hat  das  Polardreieck  jeden- 
falls einefi  reellen  EcJcpufikt  P  und  eine  reelle  Seile  ^  die  Polare  p  von  P. 
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Die  beiden  auf  p  liegenden  Punkte  Q,  R  sind  durch  h  und  durcK 
hl  barmoniscli  getrennt;  sie  sind  nur  dann  imaginär,  wenn  die  Schnitt- 
punkte der  j)  mit  k  und  %,  reell,  und  wenn  die  mit  k  durch  die  mit 
A'i  getrennt  sind  (350).  Darnach  unterscheidet  man  in  den  drei 
Fällen,  daß  von  den  Schnittpunkten  von  k  und  k^  1)  alle  vier  reell, 
2)  alle  vier  imaginär,  3)  zwei  reell  und  zwei  imaginär  sind.  Im  ersten 
Falle  sind  P,  Q,  Jl  reell.  Ebenso  im  zweiten,  weil  es  hier  keine  Ge- 
rade p  gibt,  deren  Schnittpunkte  mit  h  durch  die  mit  l,\  getrennt 
werden.  Im  dritten  Falle  dagegen  sind  Q  und  R  stets  im^inär.  Es 
mögen  hier  C,  D  die  beiden  Schnittpunkte  von  k  und  ^,  sein-,  man 
erhält  dann  p  als  die  Verbindungslinie  des  Schnittpunktes  T  der 
Tangenten  an  £  in  (7  und  D  mit  demjenigen  Tj  der  Tangenten  an 
A,  in  C  und  Z);  und  P  ist  der  auf  CD  Ton  p  durch  C  und  D  har- 
moniecb  getrennte  Punkt.  Denn  offenbar  ist  p  die  gemeinsame  Polare 
TOQ  P  zu  %  und  ky  Nun  muß  aber  p  notwendig  die  k  und  A',  schneiden 
(und  daher  P  ein  äußerer  Punkt  von  h  und  liy  sein).  Denn  zieht  man 
aus  T  eine  die  h  nicht  schneidende  Gerade  tt  und  projicirt  die  ganze 
Ebene  so,  daß  sich  u  in  die  unendlich  ferne  Gerade  ti',  und  k,  ky, 
C,  D,  T,  r,  sich  in  k',  A,',  C,  IX,  T,  T/  projiciren,  so  sind  TC,  TU' 
zwei  parallele  Taugenten  an  A',  welche  den  ¥  einschließen,  so  daß 
U  eine  Ellipse  und  C  U  ein  Durchmesser  derselben  ist.  Da  nun 
A-,'  den  U  und  die  Gerade  CiX  nur  in  C  und  V  schneidet,  so 
dringt  der  A','  bei  C  in  den  Raum  der  einen  der  halben  Ellipsen- 
C'  Jy  ein,  aus  dem  er  erst  bei  C  wieder  austritt,  so  daß  der  Schnitt- 
punkt jT/  der  Tangenten  an  Ä,'  in  C  und  H'  in  dem  Parallelstreifen 
TC'jy  liegt,  und  daß  TT,'  die  A:/  in  einem  Punkte  jenes  einge- 
schlossenen Bogens  CiX,  und  dann  noch  in  einem  zweiten  Funkte 
schneidet,  wobei  die  Schnittpunkte  der  k'  durch  die  der  A,'  getrennt 
sind.  Das  Gleiche  gilt  für  TT^  und  k,  A, ;  daher  sind  Q  und  R  imaginär. 

Xlli.  EonjngiTte  Kegelsohnitte  und  die  Imaginärprojektion. 
100.  Die  Aufgabe  der  Bestimmung  der  imaginären  Schnitt- 
punkte von  Kegelschnitten  hat  den  Verfasser  zu  dem  Begriffe  der 
Itnaginärprojeltion  geführt,  sowie  zu  den  iu  seinem  Ergebnisse  mit 
ihm  zusammenfallenden  verallgemeinerten  Begriffe  von  konjugirlin 
Kegelschnitten,  welcher  letztere  in  engerem  Sinne  schon  bei  den  kon- 
jugirteu  Hyperbeln  (367)  und  bei  den  supplementären  Kegelschnitt<>ii 
Pottcdets*)  auftritt.    Es  hat  sieh  dann  herausgestellt,  daß  diese  kon- 


*)  PonceUt,  titäti  des  proj>riätäe  projectives  dei  figuree,  Paru  1S!2,  S.  '2'J. 
Solche  Kegelecbnitt«  hat  auch  der  Verfasser  zur  BeaÜuunung  der  imaginitroii 
Schnittpunkte  von  KegeUchnitten  benutzt,  welche  eine  gemeiuBchartlicbe  Sym. 
metriclinie  besitzen  [Wiener,  über  scheinbare  Unstetigkeit  geometriicher  Con- 
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jugirten  Kegelschnitte  mit  denen  übereinstimmen,  welche  in  Steiners 
Vorlesungen*)  als  harmonisch  zugeordnet  bezeichnet  werden;  die  be- 
stimmende Eigenschaft  der  letzteren  aber  —  daß  nämlich  jeder  als  seine 
eigene  Polarfigur  erscheint;  wenn  er  in  Bezug  auf  einen  der  anderen 
polarisirt  wird  —  ist  von  der  hier  bestimmenden  durchaus  verschieden. 
Fig.  234.  Sei  in  der  Ebene  eines  Kegelschnittes  m,  P  ein  äußerer  Punkt 
desselben,  r  eine  durch  P  gehende,  den  m  nicht  schneidende  Gerade, 

Fig.  284. 


p  die  Polare  von  P  zu  m,  Q  deren  Schnittpunkt  mit  r,  so  sind 
in  der  auf  r  stattfindenden  gleichlaufenden  Involution  der  in  Be- 
•zug  auf  m  einander  konjugirten  Punkte,  P  und  Q  zugeordnet,  und 
es  sollen  diejenigen  Punkte  C,  C^  dieser  Involution  die  ideellen 
DoppelptmJcte  in  Bezug  auf  P  heißen,  welche  einander  zugeordnet 
und  durch  P  und  Q  harmonisch  getrennt  sind.  Bei  dem  früheren 
Gebrauche  dieser  Bezeichnung  (300,  366)  lag  P  im  Unendlichen,  Q 
war  der  Mittelpunkt  der  Involution  und  es  war  QC  =  —  QC^.  Weil 
die  reellen  Doppelpunkte  der  Involution  auch  reelle  Punkte  der 
Kurve  m  sind,  heißen  die  ideellen  Doppelpunkte  C,  C^  auch  die 
ideellen  Sehnit^nkte  der  r  mit  dem  m,  und  CCi  eine  ideelle' Sdinc 
des  m  in  Bezug  auf  P.  Mit  der  Verschiebung  von  P  auf  r  ver- 
schieben sich  auch  Q,  C  und  C^, 

401,  Nach  dieser  Begri&bestimmung  nennen  wir  in  einer  Ebene 
diejenige  Kurve  l  zu  einem  Kegelschnitte  m  in  Bezug  auf  einen  Punkt  P 
Jconjugirtf  welche  der  Ort  der  ideellen  Schnittpunkte  des  m  mit  den  aus 
P  geeogenenen  Strahlen  in  Bezug  auf  P  ist. 

Die  Kurve  l  besitzt  nur  auf  den  die  m  nicht  in  reellen  Punkten 


stmctioiieii ,   welche    durch   imaginäre   Elemente  derselben    vemiBacht    wird, 
Sehlömilchs  Ztschr.  f.  Math.  n.  Phys.,  1867,  B.  2,  S.  388). 

*)  Steiners  Vorlesungen  über  synthetische  Geometrie,  bearbeitet  von  H. 
Schröter,  2.  TL,  2.  Aufl.,  Leipzig  1876,  S.  383. 
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schneidenden  Geraden  reelle  Punkte^  und  besteht  daher  als  reell 
nur  für  einen  äußeren  Punkt  P  der  m,  während  sie  für  einen  inneren 
Punkt  imaginär  ist.  Um  die  l  zu  konstruiren^  legen  wir  aus  P  die 
beiden  Tangenten  an  die  m,  welche  sie  in  den  Punkten  Ä  und  A^ 
berühren  mögen,  so  daß  AA^  die  Polare. jp  von  P  ist,  ziehen  dann 
aus  P  eine  Gerade,  welche  die  m  in  zwei  reellen  Punkten  B,  B^ 
und  die  p  in  iZ  trifft,  so  bilden  die  Schnittpunkte  C  von  AB  und 
Aj^B^y  und  Cj  von  AB^  und  A^B  zwei  Punkte  der  l.  Denn  das 
in  m  eingeschriebene  vollständige  Viereck  AA^BB^  hat  RCC^  zum 
Neben-  oder  Polardreieck,  so  daß  dies  auch  ein  Polardreieck  in  Bezug 
auf  m  ist',  daher  geht  CCj  als  Polare  von  B  durch  den  Pol  P  der  p, 
da  B  auf  p  liegt.  Femer  sind  C  und  Cj  konjugirte  Punkte  in  Be- 
zug auf  m,  daher  zugeordnete  Punkte  der  Involution  auf  PCC^,  und 
endlich  sind  C7,  Ci  durch  P  und  p  (in  Q)  harmonisch  getrennt. 

Die  einem  KegelschniUe  m  in  Bezug  auf  einen  Punkt  P  konjugirte 
Kurve  l  ist  ein  Kegelschnitt,  und  dessen  in  Besmg  aufP  konjugirte  Kurve 
ist  wieder  m,  P  hat  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  m  und  l  eine 
gemeinschaftliche  Polare  p,  und  m  und  l  berühren  sich  in  zwei  Punkten 
A  und  Ai  der  Pf  in  welchen  Punkten  ihre  Tangenten  durch  P  gehen. 

Ein  Punkt  C  der  l  ist  nämlich  der  Schnittpunkt  der  Strahlen 
AB,  Aj^B^]  diese  sind  aber  entsprechende  Strahlen  der  projektiven 
Strahlenbüschel  A(B  . .),  A^{Bj^ . . .),  welche  aus  zwei  Punkten  A 
und  A^  des  m  zugeordnete  Punkte  der  Involution  projiciren^  die 
durch  die  aus  P  gezogenen  Strahlen  PBB^  auf  m  erzeugt  wird 
(346).  Daher  ist  l  ein  Kegelschnitt,  der  durch  A  und  A^  geht,  in 
diesen  Punkten  durch  P  gehende,  also  mit  m  gemeinschaftliche  Tan- 
genten besitzt,  welche  nämlich  den  in  AA^  vereinigten  Strahlen 
entsprechen,  so  daß  p  auch  die  Polare  von  P  zu  Z  bildet  m  ist  aber 
auch  dem  l  konjugirt,  weil  die  Punkte  P,  B^  aus  (7,  C^  ebenso  kon- 
struirt  werden,  wie  die  C,  C^  aus  P,  B^. 

Da  A  und  A^  durch  B  und  Q  harmonisch  getrennt  sind,  so  ist 
Q  der  Pol  von  PB  zu  m  (und  T),  und  B  derjenige  von  PQ  zu  l  (und  m); 
daher  gehen  die  Tangenten  von  m  in  P  und  B^  durch  Q,  und  die  von 
Z  in  C  und  C^  durch  P.  Nennt  man  B,  B^  und  C>  C^  konjugirte  Punkte- 
paare, so  schneiden  sich  bei  zwei  konjugirten  Kegelschnitten  die  Tangenten 
in  den  Punkten  eines  Punktepaares  des  einen  auf  der  Verbindungslinie 
der  Punkte  des  konjugirten  Paares  des  andern.  —  P  möge  der  Mittel- 
punkty  p  die  Axe  der  Konjunktion  von  m  und  l  heißen.  Da  femer  C 
und  Ci  die  Pole,  bezw.  von  BC^  und  PC  zu  m  sind,  so  hat  {  sich 
selbst  zur  polaren  Figur  in  Bezug  auf  m,  wie  vorhin  angeführt  wurde. 

402.  Bei  den  zwei  konjugirten  Kegelschnitten  m  und  l  ist  die 
Strecke  AAi  für  den  einen  eine  innere,  für  den  anderen  eine  äußere 
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Sehne.  Liegen  Ä  und  Ä^^  im  Endlichen  und  ist  ÄÄ^^  das  endliche 
Stück,  so  ist  derjenige  der  beiden  Kegelschnitte  eine  Hyperbel,  f&r 
welchen  AÄ^  eine  äußere  Sehne  bildet,  während  der  andere  eine 
Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  sein  kann.  Liegt  einer  der  Punkte  A,  Ai 
im  Unendlichen,  der  andere  im  Endlichen,  so  sind  beide  Kegelschnitte 
Hyperbeln  oder  beide  Parabeln.  Liegen  A  und  A^  im  Unendlichen,  so 
sind  beide  Kurven  konjugirte  Hyperbeln  im  gewöhnlichen  Sinne  mit  P 
als  Mittelpunkt  (367).  Ist  P  ein  unendlich  ferner  Punkt,  so  sind  die 
konjugirten  Fegelschnitte  die  supplementären  von  Poncelet  (400,  Anm.). 

In  reciproker  Weise  kann  man  zu  einem  Kegelschnitte  tn  den 
konjugirten  l  in  Bezug  auf  eine  schneidende  Gerade  p  bestimmen. 
—  Zieht  man  nach  dem  Gesetze  der  Reciprocität  aus  einem  Punkte 
R  der  p,  welcher  im  Inneren  von  m  liegt,  zwei  in  Bezug  auf  m 
konjugirte  Strahlen,  welche  durch  p  und  BP  harmonisch  getrennt 
sind,  also  RC,  RC^y  so  sind  diese  Tangenten  des  Z;  und  zieht  man 
aus  einem  Punkte  Q  der  p,  welcher  im  Äußeren  von  m  liegt,  die 
beiden  Tangenten  an  m,  also  QB,  QB^,  so  sind  diese  in  Bezug  auf  { 
konjugirt  und  durch  p  und  QP  harmonisch  getrennt.  Da  l  und  m 
in  A  und  A^  gemeinschaftliche  Tangenten  haben,  so  sind  etcei  Kegel- 
schnitte  m  und  l  zugleich  in  Bezug  auf  den  Punkt  P,  ais  in  Bezug 
auf  dessen  Polare  p  konjugirt. 

'403«  Zwei  in  Bezug  auf  P  und  p  konßigirte  Kegelschnitte  tn  und  l 
sind  gegenseitig  Imaginärprojektionen  mit  P  als  Mittelptmkt  und  p  als 
Axe  der  Kollineaiion  und -mit  der  Charakteristik  tf  =  4-  y —  1  =  -1-  «. 
Denn  sind  auf  dem  Strahle  r  C\  C^  die  imaginären  Punkte  des  m,  sind 
C,  Ci  deren  ideelle  Darstellungen  und  daher  zugleich  die  reellen  Punkte 
des  l,  so  ist  die  Charakteristik  der  Projektion  von  m  auf  {  (311)  d  = 
(PQC'C).  Läßt  man  nun  P  ins  Unendliche  fallen,  und  zwar  ver- 
mittelst einer  Projektion  der  Figur,  so  ändert  sich  d  nicht,  und  es 
wird  PC  =-  PQ  =  <x>.  Es  wird  dabei  Q  der  Mittelpunkt  der  beiden 
Involutionen  auf  r,  deren  Doppelpunkte  C,  C^  und  C,  C/  sind;  und 
da  ©C  =  +  i  .  QC  (300),  und  PC  =  PQ  +  QC  =  PQ±i.  QC, 
PC  :  PC=  1  ±  i  .  0  =  1  wird,  so  ist 

Man  kann  den  Begriff  noch  etwas  erweitern  und  die  Charak- 
teristik «=  +  (^i  setzen,  worin  a  eine  reelle  Zahl  ist  Dann  wird 
die  Imaginärprojektion  V  von  m  eine  reelle  Projektion  von  {  in  Be- 
zug auf  P,  p  mit  der  Charakteristik  a,  also  irgend  ein  Kegelschnitt, 
welcher  durch  A  und  A^  geht,  in  diesen  Punkten  von  PA,  bezw.  PAi 
berührt  wird  und  mit  l  in  demselben  Paar  von  Scheitelwinkeln  liegt, 
welche  diese  beiden  Tangenten  bilden. 
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NiiDmt  mau  m  und  l  oder  l'  auseinander,  so  kann  man  sie 
immer  noch  als  Imaginärprojektiouen  von  einander  aus  P  und  p 
ansehen  (außerdem  auf  unendlich  viele  Weisen  als  reelle  und  imagi- 
näre Projektionen);  unter  konjugirten  Kegel Bchnitten  in  Bezug  auf 
P  und  p  wollen  wir  aber  nur  die  beiden  m  und  l  Tersteben,  welche 
sich  in  der  ursprünglichen,  imaginär- Perspektiven  Lage  befinden,  und 
für  welche  «  -=  1,  also  3  =  +  i  ist. 

404.  Ist  PQR  ein  Polardreieck  eines  Kegelschnittes  m,  so  kannFiB.2si^ 
man  zu  m  in  Bezug  auf  jeden  der  Pnnkte  P,  Q,  R  den  koujugirten 
Fig.  236. 


Kegelscbnitt  suchen.  Sind  P  und  Q  die  beiden  äußeren  Punkte  von  m, 
so  ergibt  eich,  wie  vorher  in  Bezng  auf  P  der  konjngirte  Kegel- 
schnitt l,  in  Bezng  auf  Q  derjenige  k.  k  und  l  sind  auch  unter 
einander  konjugirt  in  Bezug  auf  R;  denn  beide  enthalten  auf  PQ 
oder  r  dieselben  Punkte  C,C^,  welche  man  vermittelst  des  Strahles 
PR  aus  P  als  Punkte  des  l,  und  vermittelst  des  Strahles  QB  aus  Q 
als  Punkte  des  k  durch  dasselbe  vollständige  Viereck  AA,BB^  erhält. 
Dabei  gehen  die  Tangenten  von  /  und  i  in  C  und  (7,  durch  R.  Außer- 
dem erhält  man  durch  den  Strahl  RQ  aus  den  Punkten  A,  A^  des  l 
diejenigen  S,  £,  des  i,  so  daß  der  zu  l  in  Bezug  auf  R  konjugtrte 
Kegelschnitt  mit  k  zusammenfallt.  —  Es  leuchtet  ein,  daß  PQR  ein 
gemeinschaftliches  Polardreieck  der  drei  Kegelschnitte  k,  l,  m  bildet, 
von  welchem  jeder  Eckpunkt  im  Inneren  eines  der  Kegelschnitte  liegt. 
406.  Der  eu  ^nem  Kegelschnitte  m  in  Semuf  auf  einen  inneren 
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Punit  B  desselben  honjugirte  KegdschniU  %  ist  imaginär.  Denn  jeder 
Strahl  aus  R  schneidet  den  m  in  zwei  reellen^  daher  den  i  in  zwei 
imaginären  Punkten  (401).  So  ist  auf  dem  Strahle  RS^  welcher 
den  m  ia  D  und  D^,  die  r  in  V  schneidet,  die  Involution  kon- 
jugirter  Punkte  in  Bezug  auf  tn  die  ungleichlaufende  R  F,  DD,  D^D^, 
in  Bezug  auf  i  die  gleichlaufende  RVy  DD^. 

406.  Durch  einen  reellen  Kegelschnitt  m  ist  ein  ebenes  polares 
System  gegeben ,  worin  jedem  Punkte  eine  Gerade ,  seine  Polare  in 
Bezug  auf  m,  zugeordnet  ist;  der  Kegelschnitt  heißt  die  Ordnungskurve 
des  Systems  und  ist  der  Ort  der  Punkte,  welche  auf  ihren  Polaren 
liegen,  und  wird  in  jedem  seiner  Punkte  von  dessen  Polare  berührt.*) 

Wir  wollen  nun  zeigen,  daß  ein  imaginärer  Kegelscfinitt  t,  der 
als  der  einem  reellen  Kegelschnitte  m  in  Bezug  auf  einen  inneren 
Punkt  R  desselben  konjugirter  gegd)en  ist,  ebenfalls  ein  Polarsystem  be- 
stimmt, welches,  abgesehen  von  dem  Unterschiede  von  „Bedl^^  und  jjma- 
ginär^^,  dieselben  Eigenschaften^  wie  das  Polarsystem  eines  reellen  Kegel- 
schnittes besitzt,  bei  welchem  aber,  im  Gegensatze  zu  letzterem,  kein 
reeller  Punkt  auf  seiner  Polaren  liegt. 

Der  imaginäre  Kegelschnitt  i  ist  gegeben  als  der  konjugirte 
eines  reellen  m  in  Bezug  auf  einen  inneren  Punkt  B  des  m  und  in 
Bezug  auf  dessen  Polare  r;  und  auf  jedem  Strahle  aus  B  sind  zwei 
Punkte  in  Bezug  auf  i  einander  konjugirt,  wenn  sie  zugeordnete 
Punkte  der  gleichlaufenden  Involution  sind,  in  welcher  B  und  ein 
Punkt  der  r  ein  Punktepaar,  und  die  beiden  Punkte  von  m  ein 
zweites  Punktepaar  bilden.  Dann  ist  r  die  Polare  von  B  zu  f ,  weil 
sie  die  zu  B  konjugirten  Punkte  enthält.  Ebenso,  wie  wenn  i  reell 
wäre,  nennen  wir  zwei  Punkte  der  r  in  Bezug  auf  i  zu  einander 
konjugirt  (z.  B.  C,  Cj),  wenn  sich  aus  ihnen  die  Involutionen  der  in 
Bezug  auf  i  konjugirten  Punkte  ii^end  zweier  Strahlen  aus  B 
(BQy  AAi  und  BP,  BBj)  auf  einander  projiciren;  es  sind  offenbar 
dieselben  Punkte,  aus  denen  sich  auch  die  Involutionen  derselben 
Strahlen  in  Bezug  auf  m  {BQ,  AA,  A^A^  und  BP,  BB,  B^B;)  auf 
einander  projiciren;  oder  zwei  Punkte  der  r  und  au4^  zwei  Strahlen 
aus  B  si^id  in  Bezug  auf  i  konjugirt,  wenn  sie  es  in  Bezug  auf  m  sind. 
Ferner  nennen  wir,  ebenso  wie  wenn  i  reell  wäre,  von  einem  belidngen 
Punkte  S  die  Polare  zu  i  diejenige  Gerade  s,  welche  die  BS  in  dem 
zu  S  in  Bezug  auf  i  konjugirten  Punkte  T  schneidet,  und  die  r  in 
demjenigen  Punkte  Ü  trifft,  welcher  zu  dem  Schnittpunkte  V  der 
BS  mit  r  konjugirt  ist;  und  reciprok  S  den  Pol  von  s. 

1)  Die  Polaren  s'  und  s  eines  Punktes  S  zu  einem  reellen  Kegel- 

*)  Von  diesem  Begriffe  des  Kegelschnittes  gebt  von  Staudt  aus,  nachdem 
er  das  Polarsystem  anders  bestimmt  hat  (Geometrie  der  Lage,  1847,  S.  t37). 
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schnitte  m,  bezw.  zu  einem  imaginären  i,  wenn  m  und  i  in  Bezug  auf 
R  und  r  hynjugirt  sind,  werden  durch  R  und  r  harmonisch  getrennt. 
DenD  s'  und  s  gehen  darch  denselben  Punkt  ü  der  r,  und  schnei- 
den die  RS  in  den  Punkten  T'  und  T,  welche  durch  JR  und  r 
harmonisch  getrennt  sind.  Letzteres  ist  der  Fall;  weil  zu  der  von  S 
auf  RS  beschriebenen  Punktreihe  R  VDS  die  Reihe  der  in  Bezug 
auf  m  konjugirten  Punkte  T,  nämlich  VRBT\  und  die  Reihe  der 
in  Bezug  auf  i  konjugirten  Punkte  T,  nämlich  VRD^  T,  mit  dieser 
aber  wieder  die  Reihe  der  durch  R  und  r  von  F,  R,Dy^T  har- 
monisch getrennten  Punkte  F,  ü,  D,  X  projektiv  sind,  so  daß  wegen 
{VRDT)  =  {VRDX)  die  Punkte  T  und  X  zusammenfallen,  wo- 
durch der  Satz  bewiesen  ist.  —  In  re&iproker  Weise  sind  auch  die 
Pole  S\  S  von  ^  zu  m  und  i  durch  R  und  r  harmonisch  getrennt 

2)  Die  Polare  eines  jeden  Punktes  D  des  m  in  Bezug  auf  i  ist 
eine  Tangente  D^U  des  m,  deren  Berührungspunkt  Dj  auf  der  Geraden 
RD  liegt.    Denn  D  und  D^  sind  konjugirte  Punkte. 

3)  Die  Polaren  aller  Punkte  einer  Geraden  s  zu  einem  imaginären 
Kegelschnitte  i  gehen  durch  den  Pol  S  von  s  zu  i.  Denn  die  Polaren 
aller  Punkte  von  s  zm  m  gehen  durch  den  Pol  S'  von  s,  folglich  die- 
jenigen zu  i  durch  den  Punkt  S  der  S'R,  welcher  von  5'  durch  JB  und  r 
harmonisch  getrennt  ist,  d.  i.  durch  den  Pol  von  s  zxx'i.  —  Und  reciprok 
liegen  die  Pole  aller  Strahlen  aus  5  zu  i  auf  der  Polaren  s  des  S. 

407.  Zu  einem  jeden  der  drei  reellen  konjugirten  Kegelschnitte. 
hj  7,  m  ist  in  Bezug  auf  den  von  ihm  eingeschlossenen  Eckpunkt  des 
gemeinschaftlichen  Polardreiecks  PQR  ein  Kegelschnitt  konjugirt, 
nnd  die  drei  so  bestimmten  Kegelschnitte  sind  ein  und  derselbe  ima- 
ginäre t;  d.  h.  alle  drei  bestimmen  dasselbe  Polarsystem,  oder  in 
Bezug  auf  jeden  gehört  einem  beliebigen  Punkte  S  der  Ebene  die- 
selbe Gerade  s  als  Polare  zu.  Denn  jedem  dieser  drei  nach  ihrer 
Herleitnng  unterschiedenen  imaginären  Kegelschnitte  gehört  dieselbe 
Involution  konjugirter  Punkte  auf  |!>,  q  und  r  zu,  nämlich  QR^  ^^n 
BP,  BB,',  PQ,  CC,  (406).  Daher  Uegt  der  Pol  der  Geraden  RS  zu 
jedem  der  imaginären  Kegelschnitte  auf  der  gemeinschaftlichen  Polaren 
r  von  R  und  ist  der  zn  RS  (oder  zu  ihrem  Schnittpunkte  F  mit  r) 
in  Bezug  auf  die  drei  Kegelschnitte  konjugirte  Punkt  U.  Daher  geht 
die  Polare  von  S  zu  jedem  dieser  Kegelschnitte  durch  U,  ebenso  durch 
denselben  Punkt  der  p  und  der  g,  oder  sie  bilden  dieselbe  Gerade  s. 

Wir  können  nun  sagen:  Vier  konjugirte  Kegelschnitte  i,  Ä,  Z,  m  einer 
Ebene  sind  solche^  welche  ein  gemeinschaftliches  Polardreieck  PQR  (pqr) 
besitzen,  und  von  welchen  sechs  mal  je  zwei  konjugirt  sind,  und  zwar  zwei 
fnal  je  zwei  in  Bezug  auf  denselben  Eckpunkt  und  dessen  Gegenseite  im 
Polardreiecke,  Drei  der  Kegelschnitte  sind  reell  und  einer  ist  imaginär, 

Wiener,  Lehibach  der  darstellenden  Geometrie.  21 


322  VI,  408—409.   Projektive  Geometrie. 

408.  Ein  imaginärer  Kegelschnitt  i  einer  Ebene  kann  auf  zwei- 
fach unendlich  viele  (cx>^)  Weisen  durch  einen  reellen  Kegelschnitt  m, 
dessen  konjugirter  er  ist,  und  welchen  wir  eine  ideelle  Dctrstellung 
des  i  oder  einen  eugehörigen  ideellen  Kegelschnitt  nennen  wollen ,  be- 
stimmt werden.  Denn  sei  i  als  konjugirt  zu  einem  reellen  Kegel- 
schnitte h  mit  dem  Mittelpunkte  P  und  der  Axe  p  der  Konjunktion 
(401)  gegeben,  so  kann  man  von  jedem  der  oo*  Punkte  JB  der 
Ebene  die  Polare  r  zu  iy  und  sodann  auf  r  und  auf  ii^end  einem 
Strahle  R  V  aus  R  die  (gleichlaufenden)  Involutionen  der  in  Bezug 
auf  i  zu  einander  konjugirten  Punkte  (PQj  CGi  und  R  F,  ST)  be- 
stimmen. Sucht  mau  dann  in  letzterer  Involution  die  zugeordneten 
und  durch  R  imd  r  harmontech  getrennten  Punkte  D,  D^  so  sind 
dies  Punkte  eines  ideellen  Kegelschnittes  m  des  i,  und  zwei  Strahlen 
aus  D  und  Di,  welche  durch  konjugirte  Punkte  der  r  gehen,  schnei- 
den sich  in  einem  Punkte  des  m  (347).  —  Eine  ideelle  J)arstellung 
eines  imaginären  Kegelschnittes  i  ist  daher  ein  solcher  redler  Kegel- 
schnitt  m,  von  dessen  Punkten  die  Polaren  m  i  Tangenten  derselben 
Kurve  m  sind  (406,  2)),  so  von  D  die  Tangenten  an  m  in  Dj. . 

409.  Aufg.  Die  gemeinscliaftlichen  Sehnen  zweier  in  derselben 
Ebene  liegenden  Kegelschnitte  k,  \  zu  bestimmen. 

Aufl.  Haben  k,  \  vier  reelle  Schnittpunkte,  so  sind  die  sechs 
Seiten  des  durch  sie  gebildeten  vollständigen  Vierecks  die  gemein* 
schafklichen  Sehnen.  Sind  zwei  oder  vier  der  Schnittpunkte  imaginär, 
so  verstehen  wir  unter  gemeinschaftlichen  Sehnen,  wie  vorher,  die- 
jenigen Geraden,  auf  welchen  dieselbe  Involution  konjugirter  Punkte 
in  Bezug  auf  k  und  \  stattfindet,  und  werden  finden,  daß  in  den 
beiden  letzt  genannten  Fällen  die  Kegelschnitte  zwei  reelle  gemein- 
schaftliche Sehnen  besitzen.  Zunächst  ergibt  sich,  daß  eine  solche 
Sehne  ^,  wenn  sie  besteht,  durch  einen  Eckpunkt  des  gemeinschaft- 
lichen Polardreiecks  PQR  (pqr)  von  k  und  k^^  gehen  muß.  Denn  ist 
zu  dem  Schnittpunkte  S  von  g  und  p  der  Punkt  S'  in  jener  gemein- 
samen Involution  auf  ^  zugeordnet,  so  muß  S'  P  die  gemeinschaftliche 
Polare  des  S  zu  k  und  k^^  daher  S  einer  der  Eckpunkte  Q,  R  sein. 
Bestehen,  wie  es  im  allgemeinen  der  Fall  ist,  mehr  als  eine  solche 
Sehne,  so  muß  der  Schnittpunkt  T  je  zweier  g  und  g'  in  einem  der 
Punkte  P,  Q,  R  liegen,  weil  die  Verbindungslinie  der  zu  T  auf  g  und  g' 
zugeordneten  Punkte  eine  gemeinsame  Polare  von  T  ist.  In  reciproker 
Weise  verstehen  wir  unter  einem  Schnittpunkte  gemeinschafllicher 
Tangenten  von  k  und  \y  mögen  dieselben  reell  oder  imaginär  sein, 
den  Mittelpunkt  eines  involutorischen  Strahlenbüschels,  dessen  zu- 
geordnete Strahlen  in  Bezug  auf  jeden  der  beiden  Kegelschnitte  zu 
einander  konjugirt  sind. 
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410.   Seien  h  und  \  die  gegebenen  Kegelschnitte,  sei  ihr  ge-Fig.2S6 
meinschaftliches   Polardreieck  FQB  konstruirt  (398),   so   ist   von 
dessen  Eckpunkten   einer   ein   innerer  Punkt  von  k^  und  derselbe 
oder  ein  anderer  ein  innerer  von  \.    Dem  entsprechend  sind  zwei 
oder  einer  der  Eckpunkte  äußere  Punkte  von  Tc  und  \  zugleich. 

Fig.  236. 
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In  der  Figur  wird  \  von  h  eingeschlossen,  B,  ist  innerer,  P  und 
Q  sind  äußere  Punkte  beider  Kegelschnitte.  Gemeinschaftliche 
Sehnen  von  k  und  ä;,,  wenn  solche  vorhanden  sind,  müssen  sich 
nach  der  von  Nr.  in  einem  der  Punkte  P,  Q,  B  treffen,  und  zwar 
nicht  in  dem  inneren  JR,  weil  dann  jede  Sehne  aus  B  die  Kegel- 
schnitte in  zwei  verschiedenen  Paaren  reeller  Punkte  treffen  würde. 
Dm  zu  untersuchen,  ob  gemeinschaftliche  Sehnen  von  P  ausgehen, 
kann  man  die  in  Bezug  auf  P  zu  A;  und  k^,  bezw.  konjugirten 
Kegelschnitte  l  und  l^  benutzen.  Seien  sie  verzeichnet  und  treffen 
sich,  wie  in  der  Figur,  in  vier  reellen '  Punkten  (7,  G\  D,  IX,  so 
müssen  diese  paarweise  auf  Strahlen  aus  P  liegen.  Denn  die  Po- 
lare von  P  zu  k,  k^f  2,  Z|  ist  dieselbe  Gerade  p  (401);  daher  muß 
auf  PC  der  durch  P  und  p  von  C  harmonisch  getrennte  Punkt 
ebenfalls  l  und  l^  angehören;  er  sei  C.  PCC  und  ebenso  PDD' 
sind  dann  zioei  gemeinsdiafttiche  Sehnen  von  k  und  k^,  und  CC,  bezw. 
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Dlf  auf  ihnen  die  gemeinsamen  ideellen  Punkte  von  ä;,  Iz^j  oder 
ihre  sswei  ideellen  Schnüipunktpaare  in  Bezug  auf  P. 
Fig.  8S7.  411.  Um  nun  leicht  zu  entscheiden  ^  durch  welchen  der  drei 
Punkte  Py  Qy  R  gemeinschaftliche  Sehnen  von  h  und  ^  gehen, 
beachten  wir,  daß  die  vier  reellen  oder  imaginären  Schnittpunkte 
beider  Kurven  als  Grundpunkte  ein  Eegelschnittbüschel  bestimmen^ 
zu  welchem  auch  die  geradlinigen  Träger  der  Grundpunkte  gehören, 
und  daß  zwei  solche  Träger  irgend  zwei  Punkte  Z,  Z\  die  in  Bezug 
auf  das  Eegelschnittbüschel  konjugirt  sind,  harmonisch  trennen 
(397,  Zus.)  Zwei  solche  Punkte  sind  aber  je  zwei  Eckpunkte  des 
Polardreiecks  PQR]  und  zwei  andere  bestimmen  wir,  indem  wir  zu 
irgend  einem  Punkte  Z,  den  wir  aber  innerhalb  des  endlichen 
Dreiecks  PQR  wählen  wollen,  die  Polaren  g  und  0^  zu  Je,  bezw. 
kl  konstruiren;  ihr  Schnittpunkt  ist  dann  Z\  Die  gesuchten  ge- 
meinschaftlichen Sehnen  von  k  und  k^  müssen  nun  au||  einem  der 
Punkte  Py  Qy  R,  etwa  aus  P,  so  gezogen  werden,  daß  sie  sowohl 
durch  die  Strahlen  PQy  PRy  als  auch  durch  diejenigen  PZ,  PZ 
harmonisch  getrennt  werden,  d.  h.  die  Doppelelemente  der  durch 
diese  Strahlenpaare  bestimmten  Involution  bilden;  dieselben  sind  aber 
nur  dann  reell,  wenn  eines  dieser  StraUenpaare  vom  anderen  ein- 
geschlossen ist.  Ergab  sich  nun  außer  Z  auch  Z'  im  Inneren  des 
Dreiecks  PQR,  so  erhält  man  aus  jedem  der  Eckpunkte  zwei  ge- 
meinschaftliche Sehnen,  sonst  aber  nur  zwei  und  zwar  aus  dem- 
jenigen Eckpunkte  P,  för  welche  PZ'  die  Gegenseite  QR  tiifiL 
Daher: 

Zwei  in  einer  Ebene  liegende  Kegelschnitte  k,  k^  haben  entweder 
sechs  oder  gteei  redte  gemeinschaflliche  Sehnen;  diesdben  gehen  im 
ersteren  FaHe  paanceise  von  den  dreieny  im  letßteren  FaUe  beide  von 
einem  (gemeinsam  äußeren)  Edcpnnkte  des  fiir  k  und  \  gemeinsduMfl- 
lid^en  Polardreiecks  aus. 

Man  kann  demnach  die  gemeinschaftlichen  Sehnen  (PO,  PD)  auch 
ohne  die  konjngirten  Kegelschnitte  als  diejenigen  Strahlen  aus  einem 
Eckpunkte  des  Polardreiecks  PQR  konstruiren,  welche  sowohl  durch 
die  beiden  anderen  Eckpunkte  desselben,  wie  durch  irgend  zwei 
andere  konjugirte  Punkte  Zy  Z  harmonisch  getrennt  sind  (350). 
Fig.  237.  412«  In  reciproker  Weise  findet  man  für  zwei  Kegelschnitte  £;,  i^ 
einer  Ebene  dAe  PwßiAt  gleicher  StraUeninvolution.  Es  gibt  sechs 
reelle,  als  die  Eckpunkte  des  gemeinschaftlich  umschriebenenen  Vier- 
seits,  wenn  dies  reell  ist  Sonst  gibt  es  nur  zwei  auf  einer  Seite 
des  gemeinschaftlichen  Polardreiseits  jijr,  und  als  Schnittpunkte  £,  F 
zweier  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Kegelschnitte  7  und /j,  welche 
in  k  bezw.  k^  in  Bezug  auf  dieselbe  Seite  jenes  Dreiseits  konjugirt  sind. 
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Denn  zwei  solche  Tangenten  sind  in  Bezug  auf  k  und  k^  konjugirt 
(402,  Schluß).  Entsprechend  wie  vorhin,  können  E,  F  als  Punkte 
gefunden  werden,  die  zweimal  durch  zwei  konjugirte  Strahlen  har- 
monisch getrennt  sind. 

413.   Übungsaufgaben.    1)  Für  zwei  in  einer  Ebene  gegebene 
Kegelschnitte  k,hi  das  gemeinschaftliche  Polardreick  TQR  und  die 

Fig.  237. 
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gemeinschaftlichen  Punkte  oder  Sehnen  zu  bestimmen,  wenn  1)  beide 
Kegelschnitte  vier  reelle,  2)  vier  imaginäre,  3)  zwei  reelle  und  zwei 
imaginäre  Punkte  gemein  haben  (399),  wobei  im  zweiten  Falle  zu 
unterscheiden,  ob  die  Kegelschnitte  ganz  auseinander  fallen  oder  ob 
einer  im  andern  liegt,  d.  h.  ob  sie  vier  reelle  oder  vier  imaginäre  ge- 
meinsame Tangenten  besitzen.  2)  Ebenso  sind  in  reciproker  Weise  das 
gemeinschaftliche  Polardreiseit  und  die  gemeinschaftlichen  Tangenten 
oder  Mittelpunkte  der  Büschel  gemeinsam  konjugirter  Strahlen  in  den 
verschiedenen  reciproken  Fällen  zu  bestimmen. 

Zrv.  Verzeiobniing  von  Kurven  einer  Schaar  oder  eines  BÜBOhels 
von  Kegelschnitten  mittelst  Hilfskegelsohnitten. 

414.   Aufg.  Kurven  einer  Schaar  von  Kegelschnitten  in  ein  ge- 
gebenes Vierseit  zu  verzeichnen.    Die  vier  Seiten  sind  allgemein  zu 
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zwei  als  die  Doppelstrahlen  zweier  involntorischen  Strahleubäschel 
gegeben,  in  deren  jedem  zwei  zugeordnete  Strahlen  in  Bezag  auf 
jede  Kurve  der  Schaar  einander  konjugirt  sind  (394). 

Ersteh'  Fall   Das  Vierseit  ist  imaginär,  oder  die  involatorischen 
Flg.  8S8.  Strahlenbüschel    sind   gleichlaufend.     Seien  A  und  A^    die   Mittel- 
punkte der  Strahlenbüschel,  und  seien  die  Involutionen  durch  zwei 


Fig.  288. 
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Paare  zugeordneter  Strahlen  gegeben.  Als  solche  wähle  man,  ent- 
sprechend wie  in  Nr.  394:  1)  die  vereinigten  und  die  ihnen  zuge- 
ordneten Strahlen,  also  AAj.,  AP  und  A^A,  A^P]  dann  ist  der 
Schnittpunkt  P  von  AP  und  A^P  der  Pol  von  AA^  (=i>)  «u 
jedem  Kegelschnitte  der  Schaar;  2)  die  Paare  ABy  AB^  und 
A^By  AiB^j  welche  durch  P  und  p  harmonisch  getrennt  sind.  Ist 
B  der  Schnittpunkt  der  beiden  ersteren,  By^  derjenige  der  beiden 
letzteren  Strahlen,  so  müssen  die  drei  Punkte  B^  B^,  P  auf  einer 
Geraden  liegen,  weil  die  Büschel  jener  vier  harmonischen  aus  A 
und  A^  gezogenen  Strahlen  perspektiv  sind.  Diese  Gerade  BB^P 
trefife  die  p  in  jB.  Ebenso,  wenn  AB^  A^B^  sich  in  C,  und  AB^^ 
AiB  sich  in  Cj  treffen,  so  liegen  die  drei  Punkte  C,CifP  auf  einer 
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Geraden;  dieselbe  treffe  die  p  in  Q,  Die  involutorischen  Strahlen - 
büschel  A  und  Ä^  erzeugen  nun  auf  PR  und  auf  PQ  dieselben 
involutorischen  Punktereihen  PB,  BB^  und  PQy  CCy^  so  daß  durch 
zwei  zugeordnete  Punkte  einer  jeden  dieser  Reihen  zwei  zugeordnete 
Strahlen  des  Büschels  A  und  des  A^  gehen. 

416.  Ein  Kegelschnitt  i  der  Schaar  ist  bestimmt,  wenn  man 
zu  den  gegebenen  vier  (imaginären)  Tangenten  desselben  noch  eine 
fflnfte  (reelle)  willkürlich  annimmt.  Als  solche  wählt  man  vorteil- 
haft eine  durch  Q  oder  B  gezogene  Gerade,  etwa  QH,  Um  nun 
die  beiden  durch  P  gehenden  Tangenten  PF,  PG  des  i  zu  er- 
halten, deren  Berührungspunkte  in  den  Punkten  F^  G  der  p  liegen 
werden,  beachte  man,  daß  dieselben  von  einer  dritten  Tangente 
QU  des  i  in  zwei  Punkten  D,  E  geschnitten  werden,  die  aus  jedem 
Punkte  der  Polaren  p  von  P  durch  zwei  in  Bezug  auf  i  konjugirte 
Strahlen  projicirt  werden  (347).  Daher  müssen  auch  AD  und  AEy 
sowie  A^D  und  A^E  zugeordnete  Strahlen  der  gegebenen  involu- 
torischen Strahlenbüschel  A  bezw.  A^  sein,  und  man  findet  die  Punkte 
D  und  E  auf  QH  als  diejenigen,  welche  ein  Punktepaar  bilden; 
sowohl  in  der  Involution,  welche  durch  das  Strahlenbüschel  Aj  als 
durch  dasjenige  A^  auf  QU  eingeschnitten  wird  (350).  Dieselben 
erhält  man  hier  reell,  da  beide  Involutionen  gleichlaufend  sind. 
Sollen  diese  Punkte  aber  auf  mehreren  aus  Q  gezogenen  Strahlen 
bestimmt  werden,  so  ist  die  Verzeichnung  eines  UilfskegeUchnittes  l 
vorteilhaft,  welcher  sie  alle  enthält.  Sind  nämlich  f7,  U^  zwei  zu- 
geordnete Punkte  der  Involution  (PB,  BB^),  so  sind  auch  A  U, 
AUi^  sowie  A^U,  A^V^  zugeordnete  Strahlen  der  Strahleninvolu- 
tionen A  und  A^j  und  diese  schneiden  sich  außer  in  den  vier  Punkten 
Ay  A^y  Uj  üi  noch  in  zweien  D,E,  deren  Verbindungslinie  wegen 
des  vollständigen  Vierecks  AA^DE  die  AA^  in  dem  von  der  Ge- 
raden IJU^  oder  von  dem  Punkte  B  durch  A  und  Aj^  harmonisch 
getrennten  Punkte,  also  in  Q,  schneidet.  Alle  diese  Punkte  D,  E 
bilden  aber  einen  Kegelschnitt  l,  weil  die  Punktreihen  der  U  und 
der  f/j,  also  auch  die  Büschel  der  Strahlen  AUE  und  A^TJ^E 
oder  der  AU^B  und  A^UD  projektiv  sind.  Es  geht  l  durch 
A  und  A^,  wird  hier  von  PA  bezw.  PA^  berührt,  indem  dabei 
U,  Ui  in  P,  B  übergehen;  l  hat  daher  P  und  p  zu  Pol  und  Polare 
enthält  ferner  die  Punkte  C,  C^  für  welche  U,  U^  nach  B,  B^  rücken, 
und  wird  in  diesen  Punkten  bezw.  von  iJÜ,  BGy^  berührt,  weil  B 
der  Pol  von  PCQCy  zu  l  ist,  da  ÜQ  die  Polare  von  P  und  A,  Aj., 
Q,  B  vier  harmonische  Punkte  sind.  Es  ist  daher  PQB  auch  ein 
Polardreieck  von  l.  Aus  den  vier  Punkten  A,  A^,  G,Ci  und  den 
Tangenten  in  denselben  kann  l  leicht  verzeichnet  werden. 
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Jede  aus  Q  gezogene  Gerade  schneidet  nun  den  Kegelschnitt  l 
in  zwei  Punkten  D/  Ey  und  es  sind  dann  PD,  PE  zwei  Tangenten 
desjenigen  Kegelschnittes  i  der  Schaar,  welcher  auch  von  QED 
berührt  wird;  sie  berühren,  wie  erwähnt,  den  *  in  -F,  G  auf  p. 
Nun  schneiden  PD,  PE  den  l  noch  in  den  Punkten  Z),  bezw.  jB„ 
wobei  QE^D^  offenbar  eine  Gerade  bildet,  nämlich  diejenige,  welche 
von  der  QED  durchs  P  und  p  harmonisch  getrennt  wird,  und  daher 
ebenfalls  den  i  berührt.  DD^E^E  ist  ein  dem  l  eingeschriebenes 
Viereck,  daher  schneiden  sich  die  Gegenseiten  DE^y  D^E  in  dem 
Pole  jR  der  Nebenseite  PQ,  Dasselbe  Viereck  ist  aber  dem  Kegel- 
schnitte i  umschrieben,  so  daß-  PQR  auch  ein  Polardreieck  eines 
jeden  Kegelschnittes  der  Schaar  ist  Die  Berührungspunkte  der  Tan- 
genten QD,  QDi  mit  i  sind  daher  deren  Schnittpunkte  H,  H^  mit 
PR,  Es  kann  nun  i  mittelst  des  umschriebenen  Vierecks  DDiE^E 
und  der  Berührungspunkte  F,  H^yG,  H  seiner  Seiten  leicht  ver- 
zeichnet werden. 

416.  .Vertauscht  man  Q  und  i2,  zieht  also  die  fünften  Tan* 
genten  der  Kegelschnitte  der  Schaar  aus  R  statt  aus  Q,  und  er- 
setzt die  Involution  PRBB^  durch  diejenige  PQCCy,  so  erhält 
man  statt  des  Hilfskegelschnittes  l  einen  solchen  m,  welcher  durch 
die  Punkte  Ä,  A^y  B,  B^  geht  und  in  diesen  bezw.  von  PA,  PA^, 
QB,  QBi  berührt  wird.  Die  beiden  Hilfskegelschnitte  sind  in  Bezug 
auf  P  konjugirt  (401).  Ein  beliebiger  Strahl  aus  iZ,  als  fünfte 
Tangente  eines  Kegelschnittes  der  Schaar  gezogen,  schneidet  den  m 
in  zwei  Punkten  J,  K,  die  Strahlen  PJ,  PK  schneiden  den  m  noch 
in  Jj^y  Kyy  und  QJK^,  QJyK  sind  Gerade.  Dadurch  ist  wieder  ein 
Kegelschnitt  h  der  Schaar  bestimmt,  welcher  von  den  Geraden 
PJJij  PKKi  in  deren  Schnittpunkten  L,  M  mit  p  und  von  RJK, 
RJ^Ki  in  deren  Schnittpunkten  N,  N^  mit  PQ  berührt  wird  und 
dadurch  leicht  verzeichnet  werden  kann. 

Hiermit  sind  alle  reellen  Kegelschnitte  der  Schaar  bestimmt. 
Denn  A  und  A^  sind  innere  Punkte  derselben,  also  P  ein  äußerer, 
und  einer  der  Punkte  Q  und  R  ein  innerer,  der  andere  ein  äußerer 
Punkt.  Die  t  sind  alle  Kegelschnitte,  für  welche  Q  ein  äußerer 
Punkt  ist,  indem  alle  Strahlen  aus  Q  den  l  treffen,  also  Tangenten 
von  Kurven  der  Schaar  sind;  und  die  h  sind  alle  Kegelschnitte,  für 
welche  R  ein  äußerer  Punkt  ist.  Durch  jeden  Punkt  der  Ebene 
gehen  zwei  reelle  Kurven  der  Schaar  (reciprok  zu  dem  Satze  der 
Nr.  395),  eine  i  und  eine  h.  Dreht  man  QD  um  Q  von  QC  in  QR,  so 
gehen  die  Kurven  der  Schaar  als  i  von  der  Doppelgeraden  PQ  durch 
Hjperbeln,  eine  Parabel  und  Ellipsen  in  die  endliche  Doppelstrecke 
AAi  über;  und  dreht  man  dann  QJnm  Q  von  QR  in  QB,  so  gehen  die 
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Kurven  als  h  von  der  unendlichen  Doppelstrecke  A.A^  durch  Hyper- 
beln in  die  Doppelgerade  PR  über. 

417.  Es  gehören  zu  der  Schaar  auch  imaginäre  Kegel- 
schnifcte,  zu  welchen ,  wie  zu  den  anderen  Kurven  der  Schaar^  P 
und  p  Pol  und  Polare  sind.  Wir  können  sie  durch  ideelle  Kegel- 
schnitte in  Bezug  auf  P  und  p  darstellen;  von  denselben  ist  daher 
P  ein  innerer  Punkt  (406).  Unsere  gleichlaufende  Strahleninvolu- 
tionen A  und  Ai  in  Bezug  auf  die  ganze  Schaar  einschließlich  der 
imaginären  Kegelschnitte  werden  für  die  ideellen  zu  ungleichlau- 
fe^deny  die  ideellen  Doppelstrahlen  AB^  AB^]  A^B,  A^B^  zu  reellen 
oder  zu  Xangenten  der  ideellen  Kegelschnitte ^  so  daß  dieselben 
diejenigen  Kegelschnitte  g  bilden^  welche  dem  reellen  Yierseite 
ABA^B^  eingeschrieben  sind  und  P  zu  einem  inneren  Punkte  haben. 
Wir  werden  bei  dem  zweiten  Falle  sehen,  daß  diese  g  durch  den 
Hilfskegelschnitt  Tc  gewonnen  werden,  welcher  denen  l  und  m  mit- 
telst des  Polardreiecks  PQR  konjugirt  ist  und  durch  die  Punkte 
JB,  B^,  C,  Gl  geht.  Jeder  Strahl  aus  P  schneidet  den  k  in  zwei 
Punkten,  deren  Verbindungslinien  mit  Q  und  B  einen  der  Kegel- 
schnitte g  bezw.  in  Punkten  der  q  und  r  berühren.  Jeden  dieser 
ideellen  Kegelschnitte  g  kann  man  durch  andere  ersetzen,  z.  B.  durch 
solche,  die  zu  ihm  in  Bezug  auf  Q  oder  B  konjugirt  sind  (408). 

418.  Zweiter  Faü.  Das  Vierseit  ist  reell,  oder  die  involuto- 
rischen  Strahlenbüschel  •  sind  beide  ungleichlaufend.  Bilden  die  Ge- Fig.  2.^9. 
raden  ABC,  AB^Cy^,  A^BCi,  A^B^C  das  Vierseit,  dessen  drei 
Paare  von  Gegenecken  A,  A^'^  B,  JBj;  C,  C^  sind,  so  können  zwei 
Ecken  irgend  eines  der  Paare  als  Mittelpunkte  der  Strahlenbüschel 
angenommen  werden.    Wir  wählen  A,  A^  und  haben  die  genannten 

vier  Geraden  als  Doppelstrahlen  der  Involutionen.  Sind  wieder  AP, 
A^P  die  den  vereinigten  Strahlen  AA^,  A^A  zugeordneten,  so  sind 
die  vier  aus  A  und  die  vier  aus  A^  gezogenen  Strahlen  harmonisch; 
und  die  Nebenseiten  BB^,  CC^  gehen  wieder  durch  P  und  jede 
derselben  wird  von  den  Strahleninvolutionen  A  und  A^  in  derselben 
Punktinvolution  geschnitten.  Sind  nun  U  und  U^  zwei  zugeordnet« 
Punkte  der  Punktinvolution  PR,  so  schneiden  sich  die  Strahlen- 
paare AU,  Aylli]  ATJi,  A^U  außer  in  A,  A^,  U,  U^  noch  in  E 
und  D,  wobei  die  Gerade  DE  wieder  durch  Q  geht.  Es  sind  dann 
D,E  die  Punkte  dieser  Geraden,  welche  sowohl  auf  zugeordneten 
Strahlen  der  Involution  A,  wie  derjenigen  A^  liegen.  Daher  sind 
wieder  PD,  PE  Tangenten  desjenigen  Kegelschnittes  i  der  Schaar, 
welcher  von  QED  berührt  wird,  und  die  Berührungspunkte  der 
PD,  PE  sind  wieder  deren  Schnittpunkte  F,  G  mit  AA^.  Alle  die 
Punkte  D,  E  bilden  wieder  einen  Hilfskegelschnitt  m,  welcher  durch 
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A  und  Ai  geht,  bezw.  von  PA^  PA^  berührt  wird,  und  die 
Doppelpunkte  B,  B^  der  Involution  auf  PB  enthält,  welcher  also  mit 
dem  vorhin  erhaltenen  m  übereinstimmt.     Die  Strahlen  PD,  PE 

Fig.  239. 


treffen  den  m  noch  in  D^  E^]  D^E^Q  ist  eine  Gerade,  welche  eben- 
falls den  i  berührt,  und  die  Berührungspunkte  der  QEDy  QE^D^ 
mit  i  sind  deren  Schnittpunkte  H,  H^  mit  PB,  Endlich  geben 
DE,  und  B^E  durch  B. 

Ersetzt  man  wieder  PB  und  Q  bezw.  durch  PQ  und  JB,  so 
erhält  man  den  Hilfskegelschnitt  /,  der  durch  AyA^^CyC^  geht  und 
durch  einen  aus  B  gezogenen  Strahl  JBK  (und  J^BK^)  einen  Kegel- 
schnitt h  der  Schaar  bestimmt,  welcher  durch  die  Strahlen  PJJ^ 
PK  Kl  in  den  Punkten  L  und  M  der  AA^  berührt  wird. 

419.  So  haben  wir  durch  die  Involutionen  A,  A^  zwei  in 
Bezug  auf  P  einander  konjugirte  Hilfskegelschnitte  m  und  {  erhal- 
ten, welche  aber  nur  von  einem  Teil  der  aus  Q  bezw.  B  gezogenen 
Strahlen  in  reellen  Punkten  geschnitten  werden  und  dann  die  Korven 
i  bezw.  h  der  Schaar  liefern.  Um  alle  Kurven  zu  erhalten,  wählen 
wir  noch  die  Gegenecken  £,  B^  und  0,  G^  als  Mittelpunkte   der 
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involntorischen  Strahlenbüschel.  Für  B,  B^  erhält  man  Q  als  Pol  der 
Geraden  BB^  PB  und  zwei  in  Bezug  auf  Q  unter  einander  konjugirte 
Hilfskegelschnitte^  welche  beide  durch  ByB^  gehen,  von  QB,  QB^  be- 
rührt werden,  und  von  denen  der  eine  noch  durch  A,  A^,  der  andere 
durch  CfCi  geht.  Der  erstere  ist  dann  der  schon  erhaltene  m,  der 
zweite  ist  ein  neuer  h.  Für  C,  C^  endlich  erhält  man  zwei  in  Bezug 
auf  B  konjugirte  Hilfskegelschnitte;  welche  beide  durch  C,  C^  gehen, 
von  BCy  BCy  berührt  werden,  und  von  denen  der  eine  noch  durch 
Af  A^ ,  der  andere  durch  JB,  B^  geht,  welche  also  l  und  Tc  sind. 

So  erhält  man  drei  Hilfskegelschnitte  h,  l,  m,  welche  einander  in 
Bezug  auf  die  Eckpunkte  P,Q,B  eines  ihnen  gemeinsamen  Polar- 
dreiecks konjugirt  sind,  wobei  jeder  Punkt  im  Inneren  eines  der 
Kegelschnitte  liegt.  —  Mittelst  der  Strahlen  aus  P,  welche  alle  den 
Hilfskegelschnitt  h  treffen,  erhält  man  die  Kurven  g  des  Büschels, 
mittelst  derer  aus  Q  und  jR,  welche  alle  bezw.  den  l  und  m  treffen, 
die  Kurven  h  und  i  des  Büschels. 

420.  Das  gegebene  Yierseit  teilt  die  Ebene  in  drei  einfache 
Vierecke  und  vier  Dreiecke  (wovon  man  sich  überzeugt,  wenn  man 
das  Vierseit  so  projicirt,  daß  die  Projektion  von  einer  Seite  ins 
Unendliche  fallt).  Eines  der  Vierecke  mit  dem  inneren  Punkte  R 
ist  endlich,  zwei  mit  P  und  Q  sind  unendlich.  Die  Kegelschnitte  i 
erfQllen  das  endliche  Viereck  und  sind  daher  nur  Ellipsen;  die  g 
und  h  erfüllen  die  unendlichen  Vierecke.  Liegt  Q  auf  der  endlichen 
Strecke  CG^y  so  gehen  die  zugehörigen  Kegelschnitte  h  aus  Ellipsen 
durch  eine  Parabel  in  Hyperbeln  über,  während  die  g  nur  Hyper- 
beln sind.  Durch  einen  Punkt  im  Inneren  eines  der  vier  Dreiecke 
gehen  keine  zwei  reellen,  sondern  zwei  imaginäre  Kegelschnitte  der 
Schaar. 

421.  Dritter  Fall  Im  Vierseit  sind  zwei  Seiten  reell  utid  zwei 
imaginär,  oder  von  den  involntorischen  Strahlenbüscheln  ist  der 
eine  A  ungleich-,  der  andere  Ai  gleichlaufend.  Seien  AD,  AD^^igäio. 
die  reellen  Tangenten  oder  die  Doppelstrahlen  des  Büschels  A,  seien 
AP,  AiP  die  beaw.  den  vereinigten  Strahlen  AA^,  A^A  zugeord- 
neten Strahlen,  wobei  AA^,  AP  durch  AD^  AD^  harmonisch  ge- 
trennt sind,  so  ist  wieder  der  Schnittpunkt  P  von  APy  A^P  der 

Pol  der  AA^  oder  p  zu  jeder  Kurve  der  Schaar.  Seien  sodann  A^D, 
A^E  irgend  zwei  andere  zugeordnete  Strahlen  des  Büschels  A^, 
welche  die  eine  Tangente  AD  bezw.  in  D  und  E  schneiden,  so 
sind,  (wie  in  Nr.  415),  PD,  PE  zwei  Tangenten  eines  Kegel- 
schnittes 1  der  Schaar  (347)  und  ihre  Schnittpunkte  JP,  G  mit 
AA^  ihre  Berührungspunkte  mit  i,  so  daß  nun  i  leicht  gezeichnet 
werden  kann,  insbesondere  wenn  die  Berührungspunkte  mit  AD, 
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AD^y  wie  in  der  Figur  angegeben,  ermittelt  sind.    Auf  diese  Weise 
erhält  man  beliebig  viele  L 

Die  Kegelschnitte   erftillen    diejenigen   beiden   von  -äZ),  AD^ 

Fig.  240. 


gebildeten  Scheitelwinkel,  in  deren  einem  A^  Hegt^  und  gehen  von 
der  endlichen  Doppelstrecke  AAy^  in  Ellipsen,  dann  durch  eine 
Parabel  in  Hyperbeln  über,  die  mit  der  unendlichen  Doppelstrecke 
A  •  Ay^  schließen. 

422,  Aufg.  Kurven  eines  Büschels  von  Kegelschnitten  durch  vier 
gegebene  Punkte  zu  legen.  Die  vier  Punkte  sind  allgemein  als  die 
Doppelpunkte  zweier  involutorischen  Punktreihen  gegeben.  Die 
Konstruktion  geschieht  reciprok  mit  der  bei  Kegelschnittschaaren 
und  ist  dadurch  begründet 

Erster  Fall  Die  vier  Punkte  sind  imaginär,  oder  die  involu- 
Fig.241  torischen  Punktreihen  sind  gleichlaufend.  Die  gegebenen  Punkt- 
reihen  a,  a^  schneiden  sich  in  P;  die  Involution  auf  a  sei  durch 
das  Punktepaar  PA  und  durch  dasjenige  ST  gegeben,  dessen  Punkte 
durch  P,  A  harmonisch  getrennt  sind;  in  gleicher  Weise  o,  durch 
PA^ ,  Sj  Tj.  Dann  schneiden  sich  SS^  =  b  und  TT^  =  6i  in  ^  auf 
AA^^p,   S,T=c  und   ST^^c^  in  E   auf  p,   und  PQR   oder 
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pqr  ist  das  Polardreieck  des  B&schels.  Schneiden  hy  b^  die  q  in 
B,  Bi]  c,  c^  die  r  ia  C,Ciy  so  sind  die  in  Bezug  auf  P  konjugirten 
Kegelschnitte  tn  und  l  die  Hüfskegelschnitte,  wenn  m  durch  Ä,  A^j  B,  5, 

Fig.  241. 


geht  und  von  cbja^jh^h^  berührt  wird,  l  durch  AjÄ^^CjC^  und  von  a^a^^ 
Cj  C|  berührt  wird.  —  Nimmt  man  nun  auf  q  irgend  zwei  harmonisch 
durch  P  und  B  getrennte  Punkte  H,  H^  an  —  wobei  HA  und 
H^Aj^  sich  in  einem  Punkte  der  r  treffen  — ,  und  zieht  aus  H  und 
H^  die  vier  stets  reellen  Tangenten  an  l^  welche  sich  paarweise  in 
den  Punkten  F,  G  der  p  schneiden,  so  ist  ein  Kegelschnitt  i  des 
Büschels  bestimmt,  welcher  durch  H^H^^F^G  geht  und  von  QHy 
QH^,  PF,  PG  berührt  wird,  und  wählt  man  auf  r  irgend  zwei 
durch  Pf  Q,  harmonisch  getrennte  Punkte  N,  N^  und  zieht  aus  ihnen 
die  st«ts  reellen  vier  Tangenten  an  m,  welche  sich  paarweise  in  L 
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und  M  auf  p  (und  in  der  Figur  auch  in  R  und  H^)  schneiden,  so 
ist  ein  Kegelschnitt  A  des  Büschels  bestimmt,  welcher  durch  N,Ni,L,M 
geht  und  von  RNy  BN^,  PLy  PM  berührt  wird.  Die  Kurven  des 
Büschels  gehen  von  dem  Punkte  B  durch  die  Kegelschnitte  i  (Ellipsen, 
eine  Parabel  und  Hyperbeln)  in  das  Geradenpaar  aa^,  und  von  diesem 
durch  die  h  (Hyperbeln,  eine  Parabel,  Ellipsen)  in  den  Punkt  Q 
über;  die  t  füllen  das  eine,  die  h  das  andere  Paar  der  Scheitel- 
winkel aa^  aus. 

Die  ideellen  Darstellungen  g  der  imaginären  Kegelschnitte  der 
Schaar  erhält  man,  reciprok  wie  in  Nr.  417,  vermittelst  des  zu  / 
und  m  in  Bezug  auf  PQR  konjugirten  Hilfskegelschnittes  k  = 
BCB^Ci,  indem  man  aus  den  durch  Q  und  B  harmonisch  getrennten, 
sonst  willkürlichen,  Punkten  F  und  G  der  p  die  vier  stets  reellen 
Tangenten  an  k  zieht,  sie  mit  q  und  r  in  vier  Punkten  schneidet, 
durch  welche  ein  g  geht,  und  in  welchen  die  Tangenten  des  g  bezw. 
durch  Q  und  B  laufen.  Auch  geht  g  durch  die  zwei  mal  zwei 
ideellen  Doppelpunkte  £>,  T,  S^,  2\  der  Involutionen  auf  a  und  o^. 
Überhaupt  sind  g  diejenigen  Kurven  des  Kegelschnittbüschels  mit 
den  Grundpunkten  S,  T,  S^j  T^,  welche  p  zu  einer  nicht  schneiden- 
den Sehne  haben. 
Pig.  »42.  423.  Zweiter  Faü.  Die  vier  Punkte  sind  reell.  Seien  D,  JB,  F,  G 
die  vier  Punkte^  aa,,  66^,  cc^  die  drei  Paare  von  Gegenseiten  des 
vollständigen  Vierecks  DEFG,  seien  P,  Q,  B  die  Schnittpunkte  je 
zweier  G^enseiten,  welche  daher  das  Polardreieck  PQB  =  pqr  des 
Büschels  bilden,  seien  femer  Ay  A^  die  Schnittpunkte  von  a,  aj  mit  p, 
J?,  Bi  von  6,  fcj  mit  q,  C,  C^^von  c,  c^  mit  r,  so  sind  die  Hilfskegel- 
schnitte die  drei  konjugirten  Kegelschnitte  kyl^m,  welche  der  Reihe 
nach  durch  BB^CC^y  CCy^AA^y  AA^BB^  gehen  und  bezw.  von 
bbiC<\,  cc^aa^j  aaj}h^  berührt  werden.  Nimmt  man  nun  auf  einer 
Seite  des  Polardreiecks,  z.  B.  auf  r,  irgend  zwei  harmonisch  durch 
P  und  Q  getrennte  Punkte  L,  L,  an  (die  in  der  Figur  nicht  ange- 
geben sind)  —  wobei  LA  und  L^A^  sich  in  einem  Punkte  der  q 
treffen  — ,  und  zieht  aus  L  und  L^  die  vier  stets  reellen  Tan- 
genten an  den  zugehörigen  Hilfskegelschnitt  i»,  welcher  von  r 
nicht  getroffen  wird,  so  schneiden  sich  dieselben  paarweise  in  den 
Punkten  Jj  J^  der  p  und  £,  K^  der  q,  und  es  geht  ein  Kegelschnitt  i 
des  Büschels,  außer  durch  die  Punkte  27,  £,  JF,  6r,  noch  durch  JjJxf 
K,Ki  und  wird  von  PJ,  PJ^,  QK,  QK^  berührt  Entsprechend 
werden  mittelst  p  und  k  Kegelschnitte  wie  g,  mittelst  q  und  / 
solche  wie  h  gefunden. 

Ist  wie  in  der  Figur  das  Viereck  DEFG  ein  konvexes,  d.  b. 
liegt    kein   Eckpunkt    innerhalb    des    von   den    übrigen    gebildeten 
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Dreiecks,  und  ist  jR  ein  innerer  Punkt  des  Vierecks,  so  gehen  die 
Kegelschnitte  g  des  Buscheis  yon  dem  Geradenpaare  bbi  durch 
Hyperbeln    in   das    Geradenpaar    cc^   über;    die    h    aus    cCi    durch 

Fig.  242. 


Hyperbeln  in  aa^]  die  i  aus  dem  Geradenpaar  aa^  durch  Hyper- 
beln, eine  Parabel,  Ellipsen,  eine  zweite  Parabel  und  Hyperbeln 
in  das  Geradenpaar  hh^.  Ist  DEFG  kein  konvexes  Viereck,  so 
sind  alle  Kegelschnitte  des  Büschels,  sowie  die  drei  Hilfskegel- 
schnitte Hyperbeln. 

424,  Dritter  FaiL  Zwei  Punkte  sind  reell  und  zioei  ifnaginär,¥ig.245, 
oder  von  den  involutorischen  Punktreihen  ist  die  eine  a  ungleich-, 
die  andere  a^  gleichlaufend.  Die  beiden  reellen  Punkte  sind  dann 
die  Doppelpunkte  D,  E  auf  a,  die  beiden  imaginären  diejenigen  auf 
a^  Der  Schnittpunkt  aa^  sei  P,  seine  zugeordneten  Punkte  auf  a 
und  a^  seien  bezw.  A  und  A^^  wobei  PA^DE  harmonisch;  daher 
ist  AA^  =j)  die  Polare  von  P.  Verbindet  man  E  mit  irgend  zwei 
zugeordneten  Punkten  JET,  J  der  a, ,  und  schneidet  diese  Linien  mit 
pinF  und  G^  so  geht  ein  Kegelschnitt  i  der  Schaar  durch  D,  jB,  F,  G 
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und  wird  von  FFj  PG  berührt.   Die  Tangenten  in  J)  und  E  sind 
in  bekannter  Weise  ermittelt.  • 

Die  Kurven  des  Büschels  gehen  von  dem  Geradenpaar  ao^  in 

Fig.  243. 


Hyperbeln,  welche  vorwiegend  in  dem  einen  Paare  der  Scheitel- 
winkel aa^  liegen,  dann  durch  eine  Parabel  in  Ellipsen,  von  diesen 
durch  eine  Parabel  in  Hyperbeln,  welche  vorwiegend  in  dem  anderen 
Paare  der  Scheitelwinkel  aa^^  liegen,  und  endlich  wieder  in  das 
Geradenpaar  aa^  über. 


XV.  Verzeiolinung  von  Kurven  einer  Sohaar  oder  eines  Büsohels 

von  Kegelsohnitten  mittelst  Netsen. 

F{g.  S44.  425«  Wir  bedürfen  zunächst  einiger  Sätze.  Ist  eine  Schaar  von 
Kegelschnitten  durch  einen  dieser  Kegelschnitte  b  und  zwei  wiükürUcke 
Punkte  A,  A^  ihrer  Ebene,  welche  die  Mittelpunkte  det^  Büschel  gemeinsam 
konjugirter  Strahlen  sein  sollen,  gegeben,  und  fnan  zieht  aus  A  und  -4, 
Strahlen  nach  zwei  beliebigen  Punkten  B,  B^  des  b,  so  liegen  die  zwei 
neuen  Schnittpunkte  Q,  C  dieser  vier  Strahlen  auf  einer  Kurve  c  der  Schaar, 
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Bew.  Durch  jeden  Punkt,  wie  Q,  der  Ebene  gehen  zwei  Kegel- 
schnitte (c,  d)  der  Seh  aar  (reciproker  Satz  zu  Nr.  395),  von  denen 
jeder  perspektiv  mit  b  zugleich  für  A  und  für  Ä^  als  EoUineations- 

Fig.  244. 


mittelpunkt  liegt;  zu  einer  solchen  KoUineation,  so  von  h  und  c, 
gehören  auch  zwei  KoUineationsaxen,  welche  durch  den  Pol  P  der 
AA^  zu  b  gehen  (386);  ebenso  gehören  zwei  zu  'b  und  d.  Durch 
Wahl  einer  dieser  vier  Axen  ist  daher  einer  der  Kegelschnitte  c 
oder  d  bestimmt;  aber  indem  man  bei  Annahme  einer  der  Axen  A 
oder  A^  als  Mittelpunkt  wählt,  ist  ein  bestimmter  auf  AQ  oder 
ein  bestimmter  auf  A^Q  liegender  Punkt  der  b  dem  Q  als  ent- 
sprechend zugeordnet.  Es  gibt  daher  entsprechend  den  vier  Axen 
vier  solche  Paare  zu  Q  zugeordneter  Punkte,  und  diese  sind  BB^f 
BiB^,  B^B^j  B^B.  Wählen  wir  die  erste  Art  und  bezeichnen  die 
dadurch  bestimmte,  durch  den  Schnittpunkt  Q  von  AB  und  A^B^ 
gehende  Kurve  der  Schaar  mit  Cy  die  zugehörige  noch  unbekannte 
KoUineationsaxe  mit  P/S,  ihren  Schnittpunkt  mit  der  Sehne  BB^ 
mit  5,  so  entspricht  der  Strecke  QS  in  c  für  deh  KoUineations- 
mittelpunkt  A  die  Strecke  BSj  für  Ay  die  B^Sj  also  der  Geraden 
QS  jedesmal  die  Gerade  BSB^,  und  dem  zweiten  Schnittpunkte 
der  QS  mite  jedesmal  ein  zweiter  Schnittpunkt  mit  b,  nämlich  fQr 
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A  der  Schnittpunkt  B^  der  BS,  für  4i  derjenige  B  von  jB,S. 
Daher  muß  der  zweite  Schnittpunkt  von  Q8  mit  c  auf  der  Geraden 
AB^  und  auf  der  A^B,  also  in  ihrem  Schnittpunkte  C  liegen.  Daher 
ist  C  ein  Punkt  von  einer  der  beiden  durch  Q  gehenden  Kurven  der 
Schaar,  was  zu  beweisen  war.  Außerdem  ist  der  Schnittpunkt  von 
BBi  und  QC  der  Punkt  S  der  EoUineationsaxe. 

Sodann  müssen  sich  die  Tangenten  der  b  hezw.  in  B  und  B^  und 
der  c  in  Q  und  C  in  ein  und  demselben  Punkte  T  der  KoUineations- 
axe  PS  treffen,  weil  jede  der  letzteren  Tangenten  jeder  der  ersteren 
entspricht. 

Zus,  Von  vier  solchen  Punkten,  wie  B,  B^,  Qy  C  erhält  man 
drei  aufl),  so  die  Punkte  B,  B',  B^,  wenn  man  die  zwei  zu  wäh- 
lenden Punkte  B,  B^  der  b  auf  Strahlen  A^B,  AB  annimmt, 
welche  durch  einen  dritten  Punkt  B  der  b  gehen.  Alle  vier  Punkte 
können  nur  dann  auf  b  liegen,  wenn  A  und  Ai  in  Bezug  auf  b 
konjugirt  sind.  So  liegen,  wenn  unsere  Punkte  A  und  Aj^  durch  P 
und  Q  der  Fig.  187  ersetzt  werden,  xmsere  vier  fraglichen  Punkte 
in  A,  B,  C,  D  auf  dem  Kegelschnitte  k,  aber  nur,  wenn  zugleich 
AD  und  BC  sich  in  dem  Pole  B  von  PQ  schneiden. 
Fig.  244,  426.  Satz.  Wenn  eine  Sdiaar  von  Kegelschnitten  durch  eine  der 
Kurven  b  und  durch  die  MittelpunMe  A,  A^  der  Büschel  gemeinsam 
konjugirter  Strahlen  bestimmt  ist,  und  man  zieht  aus  A  und  A^  Strahlen 
nach  einem  Punkte  Q,  für  welchen  diese  Strahlen  die  b  treffen,  und 
zieht  dann  aus  A  Strahlen  nach  den  beiden  Sdinittpunkten  von  A^  Q  mit 
b,  und  aus  A^  nach  denen  von  A  Q,  so  liegt  jeder  der  vier  neuen  Schnitt- 
punkte  dieser  vier  StraJilen  mit  Q  auf  einem  Kegelschnitte  der  Schaar, 

Schneiden  also  AQ  und  A^Q  den  b  bezw.  in  B,  B^  und  B^,  B^, 
und  sind  C,  C^,  D,  D^  bezw.  die  Schnittpunkte  von  A^B,  AB^] 
AiB^,  AB2\  AyB,  AB^]  ^i-^sj  -^^d  so  liegt  jeder  dieser  Punkte 
nach  der  vorigen  Nr.  mit  Q  auf  einem  Kegelschnitte  der  Schaar. 

Zur  Unterscheidung  dieser  Kegelschnitte  haben  wir  einen  Hilfs- 
satz  notwendig,  der  augenscheinlich  für  einen  Kreis,  und  weil  er 
projektiver  Natur  ist,  auch  für  jeden  Kegelschnitt  gilt:  Zieht  man 
nach  zwei  Purücten  B,  B^  eines' Kegelschnittes  b  Strecken  aus  irgend 
einem  Punkte  Q  seiner  Ebene,  welche  ihn  beide  in  gleichartigen  An- 
zahlen von  Zunschenpimkten  schneiden,  so  liegt  der  Schnittpunkt  T  der 
Tangenten  an  b  in  B  und  B^  in  dem  von  jenen  Strecken  bestimmten 
vollkommenen  Winkel,  Gleichartig  nennen  wir  gerade  Zahlen  oder 
ungerade;  ein  vollkommener  Winkel  ist  ein  gewöhnlicher  Winkel  samt 
seinem  Scheitelwinkel. 

Man  kann  ofiPenbar,  mag  jener  Punkt  ein  innerer  Q,  oder  ein 
äußerer  A^  sein,  stets  die  Strecken  QB,  QB^  und  A^B,  A^B^  so 
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ziehen ;  daß  sie  den  b  in  keinem  Zwischenpunkte  treffen ,  wobei  im 
letzteren  Falle  die  Strecke  möglicher  Weise  durch  das  Unendliche 
gehen  muß^  wie  Ä^B^.  Hierfür  ist  der  Satz  augenscheinlich  richtig. 
Nimmt  man  die  Ergänzungsstrecken  zur  vollen  Geraden  ^  so  entsteht 
auf  jeder  ein  Schnittpunkt,  die  Schenkel  der  Winkel  BQB^,  BA^B^ 
kehren  beide  ihren  Sinn  um,  so  daß  der  vollkommene  Winkel  un- 
geändert  bleibt.  Fügt  man  in  jedem  der  beiden  Fälle  zu  jeder  der 
Strecken  dieselbe  oder  verschiedene  Anzahlen  des  Durchlaufens  der  - 
ganzen  Geraden  von  B  und  B^  aus,  in  dem  angenommenen  Sinne 
hinzu,  so  vermehrt  sich  die  Anzahl  der  Zwischenpunkte  um  gleiche 
oder  verschiedene  Vielfache  von  zwei;  die  beiden  Anzahlen  bleiben 
aber  dabei  gleichartig  und  die  vollkommenen  Winkel  ungeändert. 

Nun  gehen  die  Tangenten  der  Kurve  QC  in  Q  und  in  C  durch 
den  Schnittpunkt  T  der  Tangenten  an  6  in  £  und  B^  (vor.  Nr.), 
und  da  T  innerhalb  des  vollkommenen  Winkels  BQB^  liegt,  so 
liegt  auch  die  Tangente  QT  innerhalb  dieses  Winkels.  In  demselben 
vollkommenen  Winkel  B^QB^  liegt  die  Tangente  der  Kurve  QG^ 
in  Q]  dagegen  in  dem  vollkommenen  Winkel  B^QB  (oder  B^QB^), 
dem  Nebenwinkel  des  ersteren,  liegen  die  Tangenten  der  Kurven 
QD  und  QD^  in  Q,  Da  aber  nur  zwei  Kurven  der  Schaar  durch 
Q  gehen,  so  müssen  die  beiden  ersteren  Tangenten  und  ebenso  die 
beiden  letzteren  zusammenfallen,  und  es  müssen  die  Kurven  QC, 
QCi  ein  und  dieselbe  Kurve  c,  und  QDj  QD^  dieselbe  Kurve  d  der 
Schaar  bilden. 

Daher  liegen  von  den  oben  bestimmten  vier  Punkten  C,  Cj,  2),  D^ 
je  jswei  solche  mit  Q  auf  ein  und  derselben  Kurve  der  Schaar ,  zu  deren 
Bestimmung  alle  vier  Punkte  B,  By,B^,  B^  benutzt  wurden y  d.  i.  auch 
solche,  welche  nicht  auf  demselben  Strahle  aus  A  oder  A^  liegen.  So 
C  und  C|;  nicht  aber  C  und  2),  zu  deren  Bestimmung  nur  die  drei 
Punkte  B,  B^,  B^  benutzt  wurden,  oder  welche  auf  demselben 
Strahle  aus  A^  liegen.     Es  gilt  daher  auch: 

Die  Tangenten  der  beiden  durch  Q  gehenden  Kurven  der  Schaar 
liegen  in  den  beiderlei  Winkeln  der  Strahlen  QA,  QA^,  und  zwar 
liegt  die  Tangente  der  noch  durch  einen  zweiten  Punkt  C  geltenden 
Kurve  in  dem  Winkel  BQB^,  wenn  C  ai^  B  und  B^  bestimmt  wurde, 
und  wenn  die  Strecken  QB,  QB^  die  Kurve  b  nicht  oder  in  gleich- 
artigen Anzahlen  von  Zunschetipunkten  schneiden, 

427«    Es   seien   b  und  c  zwei  beliebige  Kurven  einer  Kegel- Fig.  sis. 
schnittschaar,  die  wir  wegen  der  Ableitung  der  anderen  aus  ihnen 
Grundkurven   nennen   wollen,  und   es  seien  A  und  Ai   die  Mittel- 
punkte der  Büschel  der  gemeinsam  konjugirten  Strahlen  der  Schaar, 

und  zwar  entweder  die  einzigen  reellen  oder  —  wenn  sechs  solche 

22* 
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in  den  Ecken  des  umschriebenen  reellen  Vierseits  vorhanden  sind  — 
zwei  derartige  Gegenecken  des  Vierseits  ^  daß  ein  Strahl ,  und  dann 
jeder  (386),  der   aus  A   oder  Ay^   gezogen   wird   und   die    6  trifft^ 

Fig.  246. 


auch  die  c  schneidet.  (Liegen  z.  B.  h  und  c  in  Fig.  254  in  den 
verschiedenen  einfachen  Vierecken  ABA^B^  und  ACA^G^^  so  kann 
man  als  Eollineationsmittelpunkte  nur  Aj  A^,  nicht  aber  B,  B^ 
oder  C>  C^  wählen.)  Man  kann  nun  Vieleckszüge  bilden,  wie  BCB^C" 
oder  BCB^G^B^ ..,,  deren  Eckpunkte  abwechselnd  auf  b  und  c liegen, 
und  deren  Seiten  abwechselnd  durch  A  und  A^  gehen.  Dabei  kann 
es  stattfinden,  daß  sich  ein  solcher  Ztig  mit  der  vierten  Seite  schließt^ 
worunter  verstanden  sein  soll,  daß  der  Schnittpunkt  der  ersten  und 
vierten  Seite  auf  derselben  Grundkurve  wie  der  Eckpunkt  der  zweiten 
und  dritten  liegt.   Es  kann  aber  auch  stattfinden,  daß  dies  Schließen 
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an  keiner  Stelle  eintritt.  Der  erstere  der  beiden  obigen  Züge  schließt 
aich,  der  zweite  nicht.  Bezeichnet  mau  nämlich  in  beiden  die  Seite 
BC  mit  1;  CB^  und  CB^  mit  2  u.  s.  w.^  so  liegen  die  Eckpunkte 
2,  3  (J?s  bezw.  Bj)  auf  b,  dagegen  die  Schnittpunkte  1^  4  im  ersten 
Falle  in  B  auf  &,  im  zweiten  in  E  außerhalb  b]  also  ist  der  erste 
Zug  geschlossen,  der  zweite  nicht.  Im  zweiten  Falle  wollen  wir  den 
Zug  einen  Zickzach  nennen,  und  die  Bedingung  zur  Entstehung  eines 
solchen  ermitteln.  In  dem  Vierecke  CB^C^E  liegt  E  mit  B^  stets 
auf  einer  Kurve  der  Schaar,  weil  C  und  C^  auf  einer  solchen  Kurve 
(c)  liegen  (425).  Diese  Kurve  B^E  hat  ihre  Tangente  in  B^  in 
dem  Winkel  CB^C^y  wenn  die  Vielecksseiten  B^C  und  B^C^  die  c 
beide  null-  oder  beide  einmal  schneiden.  Soll  jene  Kurve  B^E  nicht 
mit  b  zusammenfallen,  so  darf  die  Tangente  von  b  in  B^  nicht  in 
dem  Winkel  CB^G^  liegen,  oder  die  Seiten  B^CyB^C^  müssen  beide 
auf  derselben  Seite  von  b  liegen.    Daher: 

Ein  gwisclien  zwei  Kurven  b  und  c  als  Grundkurven  gebildeter 
Vieleckszug  j  dessen  Ecken  abwechselnd  auf  b  und  c  liegen  und  dessen 
Seiten  abwechselnd  durch  A  und  Ä^  gehen,  ist  ein  Zickzack,  wenn  die 
zwei  von  demselben  Eckpunkte  ausgehenden  Seiten  auf  derselben  Seite 
der  durch  diesen  Eckpunkt  gehenden  Kurve  liegen  und  die  andere  Kurve 
in  gleichartigen  Anzahlen  von  Zwischenpunkten  schneiden,  —  Ein  Zick- 
zack ist  offenbar  durch  eine  willkürlich  angenommene  Seite  bestimmt. 

Sodann  leuchtet  ein,  daß  in  allen  auf  derselben  Grundkurve 
liegenden  Eckpunkten  des  Zickzacks  dessen  Seiten  auf  ein  und  derselben 
Seite  dieser  Grundkurve  liegen.  Denn  zwei  auf  einander  folgende 
Seiten  OB,  CB^  schneiden  die  b  gleich  oft,  treffen  daher  in  B  und 
B^  von  derselben  Seite  der  6  ein,  auf  welcher  C  'liegt,  wenn  sie 
nullmal  schneiden,  auf  entgegengesetzter,  wenn  einmal,  also  jedes- 
mal in  zwei  benachbarten  und  dann  in  allen  Eckpunkten  auf  der- 
selben Seite  der  K  Die  Anzahl  jener  Schnittpunkte  wechselt  dagegen 
von  einem  Eckpunkte  zu  einem  anderen  (von  C  zu  C^,  wenn  ein 
Schnittpunkt  von  b  und  c  überschritten  wird.  Ferner,  wenn  man 
die  Seiten  eines  Zickzacks  durch  ihre  Ergänzungen  zu  den  ganzen 
Geraden  ersetzt^  so  entsteht  ein  neuer  Zickzack,  der  aber  im  Wesent- 
lichen, nämlich  in  den  Eckpunkten  und  den  Seitenlinien  mit  dem 
ersten  übereinstimmt 

428«  Zu  dem  folgenden  Satze  bedürfen  wir  einiger  Bezeich- 
nungen: 

1)  Zwei  ganze  Zahlen,  welche  beide  gerade  oder  beide  unge- 
rade sind,  nennen  wir  gleicliartig  und  bezeichnen  diese  Beziehung 
durch  :^.  In  der  Zahlentheorie  heißen  sie  gleichartig  oder  kon- 
gruent mit  dem  Modulus  2. 
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2)  Da  die  Summe  von  beliebig  vielen  positiven  oder  negativen 
ganzen  Zahlen  gerade  oder  ungerade  ist,  je  nachdem  die  Anzahl 
der  ungeraden  Summanden  gerade  oder  ungerade  ist,  da  es  also 
auf  das  Vorzeichen  der  Zahlen  nicht  ankommt,  so  verbinden  wir 
die  einzelnen  Zahlen  a^  b,  c,  . . ,  g^,  g2  -  >  >  ohne  Zeichen.  Daß 
a  +  6  —  c  +  ^i—  ^g  gleichartig  mit  d  —  e  —  f—  g^  +  g^  sei, 
drQcken  wir  durch  die  Artgleichung  aus: 

ahcg^g^  =  defg^g^. 

3)  Da  man  ohne  Änderung  der  Art  einer  Summe  gerade 
Summanden  oder  eine  gerade  Anzahl  ungerader  Summanden  weg- 
lassen oder  zufügen,  auch  eine  Zahl  von  der  einen  auf  die  andere 
Seite  versetzen  kann,  so  folgt,  wenn  g^gf.  gerade  Zal^^n  sind, 
aus  2): 

dbc  EE  def  und  abcdefE^  0 ; 

und  es  gilt  beispielsweise,  wenn  t^^yU^...  ungerade  sind: 

tii  1*2  ej:  «gW^Wß  1  oder  u^u^u^u^ii^  ez  1. 

429«  Nennen  wir  in  einem  oder  in  zwei  Zickzacken  derselben 
Grundkurven  zioei  Seiten  gleichr  oder  ungleichartig  ^  je  nachdem  sie 
nach  demselben  oder  nach  verschiedenen  der  Punkte  A,  A^  laufen, 
so  gilt  folgender 
rig.  246.  ß^ig  ßi^  ^^jgy.  g^^  beliebigen  Kurven  b  und  c  einer  Kegelschnitt' 
schaar,  deren  Mittelpunkte  der  Büscliel  gemeinsam  konjugirter  Strahlen 
in  A  und  A^  liegen,  ßwei  Zickzacke  gebildet,  und  findet  für  irgend  eine 
Seite  BC  des  einen  und  eine  damit  ungleichartige  Seite  B'C  des  anderen 
Zickzacks  die  Eigenschaß  statt,  daß  der  Schnittpunkt  der  Tangenten 
an  b  in  B  und 'ff  und  derjenige  der  Tangenten  an  c  in  C  und  C  in 
demselben  vollkommenen  Winkel  jener  Seiten  BC  und  B!  C  liegen,  so 
haben  alle  solche  Paare  von  Seiten  dieselbe  Eigensdmfl. 

Derartige  Zickzacke  sollen  zugeordnete  heißen;  sie  sind  ü&er- 
einstimmend  beziffert,  wenn  in  jedem  Zickzack  auf  einander  folgende 
Seiten  mit  auf  einander  folgenden  Zahlen,  den  Stellenzählen ,  be- 
zeichnet sind,  wenn  dabei  das  Zunehmen  der  Zahlen  in  einem  Sinne 
erfolgt,  welcher  auf  ungleichartigen  Seiten  beider  Zickzacke  von  den 
Punkten  derselben  Kurve  ausgeht  (auf  BC  von  B  gegen  C,  auf 
B  C  von  ff  gegen  C),  und  wenn  irgend  zwei  ungleichartige  Seiten 
beider  Zickzacke  und  dann  alle  solche  gleichartige  Stellenzahlen 
besitzen. 

Bew.  Es  mögen  C^B,  BC,  CB^  der  Reihe  nach  mit  —  1,  0, 1; 
AB',  ffC,  C'ff'  mit  —  1',  0',  1'  bezifiPert  sein,  so  gelte  die  im 
Satze  angegebene  Eigenschaft  für  das  Paar  00'.  Um  sie  für  alle 
anderen  Paare  nachzuweisen,  genügt  es,  dies  unmittelbar  nur  f&r 
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1 1'  und  —  11'  zu  thun,  also  für  die  Paare,  welche  von  einer  an 
0'  anstoßenden  Seite  des  einen  Zickzacks  mit  jeder  der  beiden  an 
0  anstoßenden  Seiten  des  anderen  gebildet  werden.  Denn  dann 
folgt  jene  Eigenschaft,  weil  sie  für  1 1'  gilt,  auch  für  2  0',   und 

Fig.  246. 


dann  für  31',  40',  51'...,  und  jede  dieser  Verbindungen  besitzt 
ungleichartige  Seiten,  weil  ihre  Stellenzahlen  gleichartig  sind.  Es 
gilt  dann  jene  Eigenschaft  für  die  Verbindung  der  Seiten  0'  und  1' 
jedesmal  mit  jeder  zu  ihr  ungleichartigen  Seite  des  ersten  Zick- 
zacks; und  dann  gilt  sie  auch  für  die  Verbindung  einer  beliebigen 
Seite  des  ersten  Zickzacks  mit  jeder  ungleichartigen  des  zweiten. 
So  z.  B.  für  4;   denn   weil  sie  für  40'  gilt,   gilt  sie  auch  für  51', 

Beweisen  wir  nun  die  Eigenschaft  für  1 1'  und  -—  1 1'.     Seien 
Q,  JR,  S  die  Schnittpunkte  bezw.  von  0  und  0',  1  und  1',  —  1  und  1'. 
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Der  Schnittpunkt  der  Tangenten  an  &  in  jß  und  'S  liegt  im  Winkel 
BQB'  (426),  und  derjenige  der  Tangenten  an  c  in  C  und  C  im 
Winkel  CQC\  wobei  die  Schenkel  so  gezogen  sind,  daß  die  An- 
zahlen der  Schnittpunkte  von  QB  und  QB'  mit  b  unter  einander, 
und  die  Anzahlen  derjenigen  von  QC  und  QC  mit  c  unter  einander 
gleichartig  sind;  und  weil  nach  der  im  Satze  gemachten  Voraus- 
setzung beide  Winkel  dieselben  sind,  so  müssen  QB  und  QC  unter 
einander,  und  QB'  und  QC  unter  einander  den  gleichen,  oder  beide 
den  entgegengesetzten  Sinn  haben.  Wir  wollen  QC  und  QC  so 
ziehen,  daß  sie  die  c  nicht  schneiden.  Gehen  wir  in  dem  dadurch 
bestimmten  Sinne  weiter  bis  zu  B  bezw.  ff,  so  müssen  die  An- 
zahlen der  Schnittpunkte  der  Strecken  QCB  und  QC  ff  mit  b, 
welche  Aozahlen  durch  die  eingeklammerte  Bezeichnung  der  Wege, 
also  hier  durch  {QCB)  und  (QCff)  dargestellt  sein  sollen,  gleich- 
artig sein,  oder  es  muß  gelten 

(QCB)  -  {QCB').  (1) 

Da  nun  die  Bahn  QCB  aus  QC  und  CB  besteht,  so  gilt  auch 
(QCB)  =  (QC)  (CB). 

Setzen  wir  nun  B,  ff,  B^,  ff' ,  Qc,  Rc,  Sc  gleich  0  oder  1,  je 
nachdem  die  gleichbezeichneten  Punkte  im  Inneren  oder  Äußeren 
von  c  liegen,  und  ebenso  C,  C,  Cq,  Qt,  Rt,  Sb  gleich  0  oder  1,  je 
nachdem  die  gleichbezeichneten  Punkte  im  Inneren  oder  Äußeren 
von  b  liegen,  und  nehmen  in  dem  Falle,  daß  ein  solcher  Punkt 
auf  c  bezw.  b  liegt,  durch  eine  unendlich  kleine  Verschiebung  auf 
der  Bahn,  wodurch  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  nicht  geändert 
wird,  ihn  als  einen  inneren  oder  äußeren  Punkt  an,  so  ist  offenbar 
{QC)F^.QbC  {dA,  Qb-i-C)]  denn  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  mit  6, 
ebenso  wie  diese  Summe  ist  gerade,  wenn  Q  und  C  beide  innerhalb 
oder  beide  außerhalb  b  liegen,  sonst  ungerade.  Bezeichnen  wir  femer 
mit  y  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  mit  b,  welche  jede  der  beiden 
von  C  in  das  Äußere  von  c  gezogenen  Zickzackseiten  CB,  CB^  mit  b 
besitzen  (0  oder  1),  und  mit  /  das  Entsprechende  für  die  ebenfalls 
aus  C  ins  Äußere  von  c  gezogenen  Seiten  Cff',  Cff,  so  ist 
(CB)  -^  Qcy.  Denn  gelangt  man  auf  ^C  im  Inneren  des  c  nach  C, 
so  ist  Qc  =■  0,  und  die  ohne  Änderung  des  Sinnes  fortgesetzte  Be- 
wegung erfolgt  auf  der  Zickzackseite  CB,  so  daß  die  Anzahl  der 
Schnittpunkt  des  CB  mit  6  ^^  y  ?£E  Qcy  ist.  Gelangt  man  dagegen  auf 
QC  im  Äußeren  des  c  nach  C,  so  ist  Qc  ="  l  und  die  ohne  Änderung 
des  Sinnes  fortgesetzte  Bewegung  erfolgt  auf  der  Ergänzung  der 
Zickzackseite  CB,  wobei  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  von  C  bis  B 
mit  b^ly^  Qcy  wird,  wie  vorher.  Daraus  ergibt  sich  aber  (QCB) 
und  entsprechend  {QC  ff) 
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(QCB)i^QöCQcY,    {QC  S^)  =  Q,ü' QcY .  (2) 

Ans  (1)  und  (2)  folgt 

QöCQcY=QöG'QcY,    Cy  =  C'y.  (3) 

Andererseits  seien  RC  und  RC  ohne  Schnittpunkt  mit  c  ge- 
zogen; dann  sind  in  ganz  ühereinstimmender  Weise  die  Anzahlen 
der  Schnittpunkte  mit  b 

{RGB,)  -  RöCRcY  und  {RC'B")  =  RöG'RcY,  (4) 

und  wegen  (3) 

(RGB,)  =  (RG'B"), 

oder  das  Paar  GB^,  G'B!\  d.  i.,  11'  besitzt  jene  Eigenschaft 

um  das  Gleiche  für  —  11',  d.  i.  G^B^  G'S\  zu  beweisen,  müssen 
wir  zeigen,  daß  die  Anzahlen  der  Schnittpunkte  mit  &  von  SCqB 
und  SCB"  gleichartig  sind,  oder  daß  (SC^JB)  =  {SG'B")  ist,  wo- 
bei SG^  und  SG'  so  gezogen  sein  sollen,  daß  sie  die  c  nicht  schnei- 
den.   Zunächst  erhalten  wir,  wenn  wir  in  dem  Ansätze  (4)  R  durch 

S  ersetzen, 

{SG'S')  =  StG'Scy.  (5) 

Sodann  ist  die  Anzahl  (0)  der  Schnittpunkte  von  SGq  mit  h  oder 
(SCq)  ^  ÄftCo,  und  die  von  CJ,B,  wenn  man  es  im  Sinne  SG^  durch- 
lauft, (CJ)B)  i^  Sc^GGq.  Denn  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  der  Zick- 
zackseite GB  mit  b  ist  ==  y,  daher  die  von  BCq,  welche  mit  CB 
in  J^  zusammenstößt  und  mit  ihr  auf  derselben  Seite  von  b  liegt, 
{BC^ii^yGG^^  nämlich  gleichartig  mit  y,  wenn  G  und  Gq  beide  im 
Inneren  oder  beide  im  Äußeren  von  b  liegen,  sonst  ungleichartig. 
Femer  wird  die  Zickzackseite  G^B  von  Gq  aus  nach  außen  gegen  c 
durchlaufen,  weil  dies  für  CB  in  G  festgesetzt  wurde  (427,  Ende), 
so  daß  bei  dem  Durchlaufen  von  C^B  im  Sinne  von  SG^  die  An- 
zahl (CyjJB)  um  1  höher  wird  als  (BC^),  wenn  S  außerhalb  c  liegt, 
und  daß  stets  (GoB)  =  S^BG^)  =  ScyGG^.    Daher  gilt 

(SG.B)  =  (SC,)  {G,B)  =  S,G,ScyGG,.  (6) 

Aus  (3),  (5),  (6)  ergibt  sich  aber,  was  zu  beweisen  war, 

(SG^B)  =  (SC'-B"). 

430.  Die  Gesamtheit  der  zu  ganzen  Geraden  vervollständigten 
Seiten  eines  Zickzacks  wollen  wir  ein  Nete,  und  die  vereinten  Netze 
zweier  zugeordneten  Zickzacke  (429)  ein  Doppelnetz  nennen. 

S<U0.    In  einem  bezifferten  Doppdnetze   liegen  die  Sdmittpunkte 

je  zweier  ungleichartigefi  Seiten  beider  Zickzacke,  deren  Stellenzahlen 

einen  unveränderlichen   Unterschied  besitzen,  und  ebenso  diejenigen  je 

gweier  gleichartig  bezifferten  Seiten  beider  Zickzacke,  deren  Zahlen  eine 

unveränderliche  Summe  besitzen,  je  auf  ein  und  demselben  Kegelschnitte 
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der  Schaar.    Das  Doppelnetz  bestimmt  halb  so  viele  Kurven^  als  jedes 
der  einfachen  Netze  Seiten  hat.    Ebenso  viele  bestimmt  noch  jedes  der 
einfachen  Netze  für  sich, 
Fig.  24«.         Bew.  Seien  JBC,  li'G'  zwei  ungleichartige  Seiten  beider  Zickzacke 
mit  dem  Schnittpunkte  §;  CJB,,  C B'  die  beiden  folgenden  Seiten 

Fig.  246. 


mit  dem  Schnittpu/ikte  jR;  C^B^  AB'  die  beiden  vorhergehenden  mit 
dem  Schnittpunkte  Dy  so  haben  die  Stellenzahlen  der  beiden  Seiten 
eines  jeden  dieser  Paare  offenbar  einen  unveränderlichen  Unterschied. 
Es  liegen  aber  R  mit  Q  und  D  mit  Q  je  auf  einem  Kegelschnitte  der 
Schaar,  bezw.  wegen  der  Vierecke  CQCRj  BQB'D  (425)-,  die  Tan- 
genten dieser  Kegelschnitte  in  Q  liegen  bezw.  in  den  Winkeln  CQC 
und  BQffj  und  beide  Kegelschnitte  sind  dieselben,  weil  jene  Winkel 
nach  der  vorigen  Nr.  übereinstimmen.   Dasselbe  gilt  von  allen  fol- 
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genden  und  Torhergehenden  Paaren,  d.  h.  für  alle  von  unveränder- 
lichem Unterschiede  der  Stellenzahlen. 

In  einem  anderen  Doppelnetze  sind  4,  8';  6,  6'; '8,  4'  gleich- 
artig (hier  gerade)  bezifferte  Seiten  beider  Zickzacke^  deren  Zahlen- 
summe  unveränderlich  (:=  12)  ist.  Ihre  Schnittpunkte  seien  bezw. 
F,  G,  H,  so  sollen  diese  auf  einer  Kurve  der  Schaar  liegen.  Die 
Schnittpunkte  J  von  4,  4';  G  von  6,  6',  K  von  8,  8'  liegen  wegen  der 
Unveränderlichkeit  der  Unterschiede  der  Zahlen  auf  einer  Kurve  der 
iSchaar.  Weil  nun  im  Vierecke  FJHK,  dessen  Seiten  4,  4',  8,  8'  sind, 
zwei  Gegenecken  J,  K  auf  einer  Kurve  der  Schaar  liegen,  so  liegen  auch 
die  beiden  anderen  F  und  H  auf  einer  solchen,  und  zwar  auf  einer 
von  der  JK  verschiedenen  (425,  Zus.).  Weil  ferner  in  dem  Vierseite 
48' 66'  die  zwei  Gegenecken  46'  und  68'  (wegen  der  gleichen  Zahlen- 
unterschiede) auf  einer  Kurve  der  Schaar  liegen,  so  gilt  dies  auch 
für  die  zwei  anderen  Gegenecken  48'  =  i^  und  66'  =  G.  Ebenso 
auch  fiir  H  und  G,  Da  nun  F  mit  G,  und  H  mit  G  auf  einer 
Kurve  der  Schaar  liegen,  F  und  H  aber  nicht  auf  der  Kurve  JGH, 
so  liegen  Fy  G,  H  auf  der  zweiten  durch  G  gehenden  Kurve  der 
Schaar.  Daher  liegen  drei  auf  einander  folgende  und  dann  alle 
Schnittpunkte  der  gerade  bezifferten  Seiten  beider  Zickzacke  mit 
gleicher  Zahlensumme  (12)  auf  einer  Kurve  der  Schaar;  und  ent- 
sprechend diejenigen  der  ungerade  bezifferten. 

Hat  jedes  der  einfachen  Netze  n  Seiten,  so  schneidet  eine  Seite 
des  einen  die  \n  ungleichartigen  des  andern  in  ^  n  Punkten^  durch 
jeden  derselben  gehen  zwei  Kegelschnitte,  von  denen  aber  jeder  (bei 
der  sogleich  zu  betrachtenden  Ergänzung  des  Netzes)  durch  zwei 
Schnittpunkte  eines  Strahles  geht.  Daher  sind  \  n  Kegelschnitte 
bestimmt  Beziffert  man  ein  einfaches  Netz  doppelt,  so  dient  es  wie 
ein  Doppelnetz. 

Dtifch  je  0wei  Gegenecken  eines  einfachen  Vierecks  eines  Doppel- 
netzes  geht  ein  Kegelschnitt  der  Schaar.  Ein  einfaches  Viereck  sei 
ein  solches,  das  zwei  auf  einander  folgende  gleichartige  Seiten  des 
einen  und  zwei  auf  einander  folgende  mit  jenen  ungleichartige  Seiten 
des  andern  Netzes  zu  Seiten,  aber  nicht  A  oder  A^  zu  einer  Ecke 
hat.  Denn  sind  m  und  m'  die  Stellenzahlen  dei;  durch  einen  Eck- 
punkt dieses  Vierecks  gehenden  Seiten,  so  sind  w  +  2,  w  +  2 
die  Zahlen  der  durch  die  Gegenecke  gehenden  Seiten,  so  daß  ent- 
weder die  Summe  der  letzteren  =  w«  +  w',  oder  ihr  Unterschied 
a=s  w  —  m'  ist,  und  daher  jedenfalls  beide  Punkte  auf  einer  Kurve 
der  Schaar  liegen. 

481,  Ist  einer  der  beiden  Punkte  -4,  A^  ein  innerer  Punkt  der 
Kegelschnitte  der  Schaar,  so  schneidet  die  Gerade  AA^  jede   der 
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Kurven  b  und  C]  sind  beide  äußere^  so  schneidet  die  ÄÄ^  nach  der 
für  sie  aufgestellten  Bedingung  (427,  Anfang)  entweder  beide  Kurven 
b  und  Cy  ode^  keine.  Findet  das  Schneiden  statt,  so  nähert  sich  augen- 
scheinlich jeder  Zickzack  asymptotisch  der  AA^  als  Grenze;  der  Zick- 
zack ist  dann  nach  beiden  Seiten  hin  ungeschtossen,  und  hat  bei  der 
Grenze  in  beliebig  kleinem  Baume  unendlich  viele  Seiten.  Die  Kurven- 
punkte  auf  AA^  v\rerden  durch  das  Netz  nicht  erhalten. 

432,  Begriff  und  Satz,  Zwei  Zickzacke  und  zwei  Netze  heißen 
sich  gegenseitig  ergänzend  in  Bezug  auf  einen  der  Ptmkte  A,  A^,  wenn  eine 
nach  diesem  Punkte  gerichtete  Seite  des  einen  mit  einer  solchen  des  andern 
in  dieselbe  Gerade  fallt,  ohne  mit  ihr  einen  Eckpunkt  auf  derselben  Grund- 
kurve  gemein  zu  haben;  dann  gilt  das  Gleidie  für  aUe  nach  diesem  Punkte 

hig.ue. gerichteten  Seiten.  Liegen  B^C,  B^C^  in  einer  durch  A^  gehenden  6e-. 
raden,  haben  sie  keinen  Eckpunkt  auf  derselben  Grundknrve  gemein, 
und  sind  CB,  B^C"  die  bezw.  in  c  und  b  anstoßenden  Seiten,  so  liegen 
auch  B  und  C",  und  damit  die  folgenden  und  dann  alle  nach  Ay^  gerich- 
teten Seiten  beider  Zickzacke  zu  zwei  auf  derselben  Geraden.  Denn 
weil  BCB^j  CB^C^  Stücke  von  Zickzacken  sind,  und  eine  Seite  {BC 
oder  C"  B^  einen  Zickzack  eindeutig  bestimmt  (427),  so  sind  BCB^, 
C'B^C  keine  Stücke  von  Zickzacken,  und  daher  müssen  die  über 
BCB^  und  C"B^G  durch  Strahlen  aus  A  und  A^  gebildeten  Vierecke 
geschlossen  sein,  d.  h.  der  vierte  Eckpunkt  des  ersteren  muß  auf  c^ 
der  vierte  des  zweiten  auf  b  liegen  (427).  Diese  Eckpunkte  müssen 
aber  C  und  B  sein;  so  £,  weil  andernfalls  über  CB^  zwei  ge- 
schlossene Vierecke  gebildet  werden  könnten,  was  nicht  möglich,  da 
sonst  unter  den  beiden  von  G  durch  A  nach  Punkten  der  b  laufenden 
Seiten  jede  einem  geschlossenen  Vierecke  angehörte,  also  keine  dem 
Zickzacke  von  CB^  angehören  könnte,  was  unmöglich  ist.  Sodann 
haben  die  von  B  und  G"  gegen  A^  laufenden  Seiten  beider  Zick- 
zacke keinen  Eckpunkt  auf  derselben  Grundkurve  gemein;  denn  wäre 
B  oder  C"  ein  solcher  gemeinschaftlicher  Eckpunkt^  so  wäre  BG" 
eine  Seite  des  einen  Zickzacks,  was  unmöglich,  da  sie  mit  einer  an- 
schließenden Seite  dieses  Zickzacks  ein  geschlossenes  Viereck  fOjBgC 
bestimmt  Sollte  aber  der  gemeinschaftliche  Eckpunkt  auf  Aj^BG" 
außerhalb  B  und  G"  liegen,  so  müßte  dies  einerseits  auf  c,  anderer- 
seits auf  b,  also  nicht  auf  derselben  Grundkurve  sein.  Er  wäre 
dann  ein  auf  A^  BG"  liegender  Schnittpunkt  von  b  und  c, 

433.  Um  eine  durch  einen  beliebigen  Punkt  Q  gehende  Kurve  der 
Schaar  zu  verzeichnen,  ziehe  man  die  Strahlen  AQ,AiQ,  nehme  auf 
dem  ersten  eine  der  vier  möglichen  Zickzackseiten  an,  etwa  BG  und 
auf  der  zweiten  eine  der  beiden  möglichen  zugeordneten  (429),  etwa 
B'G'j  bilde  mit  beiden  Seiten  Zickzacke  imd  Netze,  so  bestimmt 
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das  Doppelnetz  derselben  Punkte  der  beiden  durch  Q  gehenden 
Kurven  der  Schaar;  von  der  einen  durch  die  Seiten  von  unveränder- 
lichem Unterschiede  der  Stellenzahlen ,  von  der  anderen  durch  die 
Seiten  von  gleichartigen  Zahlen  mit  unveränderlicher  Summe  (430). 
Um  Punkte  in  allen  Bereichen  zu  erhalten,  bestimme  man  die  beiden 
ergänzenden  Zickzacke  (über  den  Seiten  B^C^  und  S"C'")  und  Netze, 
deren  Doppelnetz  dann  in  gleicher  Weise  Punkte  derselben  Kurve 
liefert  (nach  426).  Ersetzt  man  dagegen  nur  eines  der  beiden  Netze 
durch  sein  ergänzendes,  so  bestimmt  das  Doppelnetz  (von  BC  und 
S"G"'  oder  JB4C4  und  BG')  ebenfalls  jene  beide  Kurven,  aber  mit 
Umkehrung  der  Bestimmungsweise. 

Durch  ein  dappdt  beziffertes  einfaches  NeU  (430)  kann  man  von 
den  Kurven,  welche  h  oder  c  schneiden,  eine  beliebige  bestimmen, 
wenn  man  den  Schnittpunkt  als  Ausgangsecke  des  Zickzacks  wählt; 
von   den  nicht  schneidenden  Kurven   dagegen  nicht  jede  beliebige. 

434«  Wenn  nicht  eine  durch  einen  bestimmten  Punkt  gehende 
Kurve,  sondern  eine  Ansahl  regelmäßig  verteilter  Kurven  verlangt 
wird,  so  sind  die  regelmäßigen  Netze  am  vorteilhaftesten.  Regelmäßig 
ist  ein  Netz,  wenn  seine  ergänzenden  Netze  unter  einander  oder  mit 
der  Fortsetzung  des  ursprünglichen  in  den  Ecken,  wenn  auch  nicht 
in  den  Seiten,  zusammenfallen  (so  daß  kein  verwirrendes  Ineinander- 
greifen eintritt),  und  welches  außer  der  Geraden  AA^  noch  die  beiden 
andern  Seiten  des  Polardreiecks  der  Kegelschnittschaar,  wenn  sie  reell 
sind,  als  Kegeschnitte  der  Schaar  liefert 

1)  Sind  diese  Seiten  nicht  reell,  was  stattfindet,  wenn  zweiP>8.>^6- 
Tangenten  (aus  A^  reell,  zwei  (aus  A)  imaginär  sind,  so  schneiden 
sich  h  und  c  in  zwei  reellen  Punkten  (399).  Man  erhält  dann  ein  regel- 
mäßiges Netz,  wenn  man  die  Berührungspunkte  M  und  N  je  einer 
Tangente,  und  ein  anderes,  wenn  man  einen  Schnittpunkt  L  der 
Kurven  zur  Ausgangsecke  annimmt.  Bei  dem  ersteren  von  N  aus 
gebildeten  Netze  13',  12',  11'  . . .  ist  nämlich  M  ein  Eckpunkt  so- 
wohl der  Fortsetzung  als  der  Ergänzung  dieses  Netzes;  und  beim 
zweiten  von  L  ausgehenden  11,  12,  13  gilt  dies  von  L.  Zugleich  • 
hat  das  durch  diese  beiden  einfachen  Netze  gebildete  Doppelnetz 

die  Eigentümlichkeit,  daß  die  beiden  Kurven  mit  den  Eckpunkten 
10,  14';  12,  12';  14,  10' . . .  einerseits,  und  mit  11,  13';  13,  11' . . . 
andererseits  (s.  430)  in  einander  fallen,  weil  der  Punkt  10,  14'  nicht 
nur  mit  demjenigen  12,  12',  sondern  auch  mit  demjenigen  11,  13' 
wegen  des  Vierecks,  das  beide  Punkte  mit  L  und  N  bilden  (425), 
auf  einer  Kurve  der  Schaar  liegen,  und  zwar  auf  der  einzigen  in 
10,  14'  von  A^  N  berührten. 

2)  Sind  jene  beiden  durch  den  Pol  P  von  AA^  gehenden  Seiten 
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Fig.  847. 


des  Polardreiecks  reell,  so  muß  man^  um  sie  als  Kegelschnitte  der 
Schaar  zu  erhalten,  eine  derselben  und  eine  Kurve  b  als  Grund- 
kurven wählen,  und  von  P  als  Eckpunkt  des  Zickzacks  ausgehen. 
Das  Nähere  wird  sich  bei  der  Darstellung  der  einzelnen  Fälle 
ergeben. 

435.  Aufg.  Kurven  einer  Schaar  von  Kegelschnitten  zu  verzeichnen. 
Erster  Fall.  Die  beiden  Büschel  gemeinschaftlich  konjugirter 
Strahlen  sind  gleichlaufend.  Der  leichteste  Fall  für  die  Verzeich- 
nung ist  der,  in  welchem  die  beiden  involutorischen  Strahlenbüschel 
rechtwinklig  sind;  dann  sind  ihre  Mittelpunkte  die  beiden  gemein- 
schaftlichen Brennpunkte  aller  Kegelschnitte  der  Schaar,  weil  nur 
Fig.  247.  in  ihnen  je  zwei  konjugirte  Strahlen  auf 

einander  senkrecht  stehen  (388).  Die 
Kurven  heißen  dann  honfokal,  und  die- 
ser Fall  soll  als  Grundlage  für  die  an- 
deren Fälle  benutzt  werden. 

486.  IJs  seien  F,  F^  die  Brenn- 
punkte einer  Schaar  Jconfohüer  Kegel- 
schnitte. Durch  jeden  Punkt  P  der  Ebene 
geht  von  diesen  Kurven  eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel,  deren 
HauptfLxen 

AA^  =^FP+  F^P  bezw.  Ä A,'  =  FP  -  F,P 

sind.     Aus  diesen  Gleichungen  folgt 

FP  =  ^{AA,  +  ÄA;)  =  AA,\ 

F,P  =  ^ {AA,  -  ÄA;)  =  AÄ, 

d.  h.:  Von  den  beiden  Leitstrahlen  des  Schnittpunktes  P  zweier  kan- 
fokalen  Kegelschnitte  ist  der  eine  gleich  der  halben  Summe,  der  andere 
gleich  dem  halben  Unterschiede  ihrer  Hauptaxen.  Danach  können  die 
Schnittpunkte  aus  den  Scheiteln  der  Hauptaxen  leicht  konstruirt 
werden. 

Die  Tangenten  zweier  konfokalen  Kegelschnitte  in  ihrem  Schnitt' 
•    punkte  P  steheti  auf  einander  senkrecht,  denn  sie  halbiren  den  Winkel 
I^PFi  und  seinen  Nebenwinkel. 

Rückt  der  eine  Brennpunkt  ins  Unendliche,  so  erhält  man  kofh- 
fokale  Parabeln.  Der  Schnittpunkt  P  zweier  derselben,  deren  Scheitel 
A,  Ä  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  F  liegen,  hat  zum  endlichen 
Leitstrahl  FP-=AÄ,  und  ist  gleich  weit  von  beiden  Leitlinien 
entfernt. 
Fig.  248.  Konfokale  Kegelschnitte  verzeichnet  man  leicht  durch  ein  Netz  von 
Kreisen,  deren  Mittelpunkte  F,  F^  sind  und  bei  denen  der  Unter- 
schied der  Halbmesser  zweier  auf  einander  folgenden  unveränderlich 
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ist.  Denn  es  leuchtet  Fig.  248. 

ein,  daß  dann  bei 
denEUipsen  der  eine 
Leitstrahl  um  jenen 
Unterschied  zu-,  der 
andere  um  ihn  ab- 
nimmty  und  daß  bei 
den  Hyperbeln  beide 
Leitstrahlen  um  je- 
nen Unterschied  zu- 
gleich ab-  oder  zu- 
nehmen. —  Bei  einer 
projektiven  Verände- 
rung behaupten  die 
Kreise  dieses  Netzes 
nicht  ihre  Ereisge- 
stalt. 

437.  Für  kanfokale  Kegelschnitte  mit  den  Brennpunkten  Ä,  A^  1c€mnrig.u9. 
'  man  ein  geradliniges  regelmäßiges  Netz  nach  Nr.  434,  2)  herstellen. 
Das  Polardreieck  hat  zu  Seiten  die  AA^  =P}  die  Nebenaxe  BP=  q 
und  die  unendlich  ferne  Gerade  r.  Als  Grundkurven  muß  man  eine 
der  Geraden  q,  r,  und  eine  eigentliche  Kurve  wählen,  und  zwar  der 
gleichförmigeren  Anordnung  des  Netzes  halber,  eine  Kurve  die  von 
der  Geraden  nicht  geschnitten  wird.  Man  nimmt  daher  entweder  die 
unendlich  ferne  Gerade  r  und  eine  Ellipse  d,  die  man  um  so  größer  - 
wählt,  je  engmaschiger  das  Netz  werden  soll,  oder  die  Nebenaxe  r 
und  eine  Hyperbel,  etwa  die  nicht  gezeichnete,  durch  D  und  zwischen 
jB  lind  J  hindurchgehende.  Wir  thun  das  erstere  und  ziehen  die 
Anfangsstrahlen  AP,  A^P]  die  Strahlen  der  Netze,  da  sie  sich 
paarweise  in  r  und  q  schneiden,  sind  paarweise  unter  einander  pa- 
rallel  und  symmetrisch  in  Bezug  auf  q  und  AA^. 

In  der  Figur  ist  nur  die  Hälfte  der  verzeichenbaren  Kegel- 
schnitte ausgeführt,  und  zwar  von  den  Ellipsen  nur  diejenigen,  deren 
Nebenaxen  auf  RP  sich  unmittelbar  ergeben.  Die  Scheitel  der 
SLauptaxen  auf  AA^  erhält  man  nicht  durch  das  Netz;  vielmehr  be- 
stimmt man  bei  den  verzeichneten  Ellipsen  einen  ihrer  Scheitel  G 
aus  dem  Scheitel  E  der  Nebenaxe  durch  RG  =  A£,  Für  die  andere 
Hälfte  der  Ellipsen,  z.  B.  für  die  durch  F  gehende,  erhält  man  die 
Hauptaxe  '^  AF -\- A^F,  und  daraus  die  Nebenaxe.  Für  die  ver- 
zeichneten Hyperbeln  erhält  man  dis  Asymptoten  parallel  zu  zwei 
parallelen  Strahlen  aus  A  und  A^,  so  RR^  ||  AR^  J  -^jEi,  und  so- 
dann einen  Scheitel  J  aus  dem  Schnittpunkte  H  der  Asymptote 
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RR^  mit  dem  aus  B  durch  A  und  A,  gezogenen  Kreise.     Ffir  die 
andere  Hälfte  der  Hyperbeln,  z.  B.  fUr  die  durch  D  gehende,  würde 


Fig.  249. 
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man  die  Hauptaxe  =  AD  —  A^D,  und  daraus  die  Nebenaxe  und 
Asymptote  erhalten. 

438.  Man  kann  das  Nete  auch  ohne  zwei  Grundkur?en  ver- 
mittelst  der  Eigenschaft  vereeidmen,  daß  sich  in  jedes  einfache  Viereck 
des  Netzes  {R,DE,D,  oder  DiEiFE^)  (430,  Ende)  ei«  KreU  ein- 
beschreiben  läßt,  da  sich  die  vier  Tangenten  der  durch  je  zwei  Ge- 
genecken bestimmten  Kurven  der  Scbaar  in  den  genannten  Punkten 
in  ein  und  demselben  Punkte  T  schneiden  (425)  und  die  Winkel 
des  Vierecks   halbiren,   dessen   Seiten  Leitstrahlen  sind.*)     Hierana 

*)  Auf  diese  eiobeschriebeneD  Ereiae  kann  man  die  Theorie  der  genid- 
liuigen  Netze  konfokaler  EegelBcbnitte  gründen.  Der  Terfasier  hatte  durch 
eine  im  aweiten  Bande  mitiuteileDde  Eoastruktion  der  aph&riichen  Eegel- 
schnitte  eine  EegelHchaittRchaAr  aua  einem  geradlinigen  Netie  erhalteo;  and 
seine  Termutang,  dal)  alle  Arten  dieser  Schaaren  durch  solche  Nette  geteichnet 
werden  koimton,  hatte  eich  dnrch  eine  Proheteichnnng  bei  konfokalen  Kegel- 
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folgt  auch  der  Satz:  In  jedem  einem  Kreise  umschriebenen  Vierseite 
gchiiren  je  zwei  Gegenecken  einem  Kegelschnitte  an,  weldwr  zwei  andere 
Gegenecken  m  Brennpunkten  liat. 

£b  mag  noch  folgende  Konstruktion  des 
Netzes  angeführt  sein.  Man  geht  von  dem  ■'l 
aus  A  gezogenen  zu  ÄAi  senkrechten  Strahle 
s  and  einem  beliebigen  anderen  (  als  be- 
nachbartem aus,  welcher  die  Nebenaie  BP 
^  q  in  D  trifft  Die  durch  D  gelegte 
Ellipse  der  Schaar  schneidet  die  Gerade  s 
in  i>,,  und  Z>,  erhält  man,  wenn  man  AD 
+  DAi  =  ADt  =  AB^  auf  s  aufträgt,  AyD^ 
mit  3  in  D^  schneidet  und  B^B^  _L  A^B^ 
zieht-,  denn  es  ist  dann  AB^  +  B^Ai  •=  AB^ 
—  AD  +  BAi.  Der  Strahl  ^i2),  schneidet  J?M.^ 
den  t  in  £,  und  die  durch  E  gehende  Ellipse  je, 
trifft  die  Gerade  s  in  £,,  welcher  Punkt  ent- 
sprechend durch  AEg  =  AE  +  EAi  und 
E^E^^  _L  ^1^  bestimmt  wird;  ebenso  F,  jP, 
u,  B.  w.  Die  Schnittpunkte  der  aus  A^  nach 

Dt,  El,  F^,.,.  gezogenen  Strahlen  mit  g  verbindet  man  dann 
mit  A,  und  vervollständigt  jedes  der  StrablenbQschel  A,  A^  durch 
Parallele  zu  den  schon  erhaltenen  Strahlen  des  anderen.  —  Doch 
dürfte  die  Benutzung  der  Ellipse  d,  die  vregen  ihrer  geringen  Excen- 
triciUit  mittelst  der  Scheitelkrümmungskreiae  leicht  und  genau  zu 
verzeichnen  ist,  den  Vorzug  verdienen. 

439.  Allgemeiner  Fall  der  Kegelschnittschaar  mit  jncet  gleich- 
laufenden Büscheln  gemänschafÜich  honjugirter  Strahlen.  Gelten  die 
Bezeichnungen  wie  in  den  vorigen  Nummern,  so  daß  P  der  Pol  voni^i«-»!. 
AA^,  daß  femer  ABC,  AB,C,,  sowie  A.Bd,  AiB^C  zugeordnete 
durch  AAi  und  AP,  bezw.  durch  A,A  und  A^P  harmonisch  ge- 
trennte Strahlen  der  Büschel  A  und  j1,  sind,  wodurch  sich  die  Ge- 
raden PRBBi  nnd  PQCC^  als  die  unter  einander  Perspektiven 
Funktinvolutionen  ergeben,  welche  durch  die  beiden  Strahleninvolu- 
tionen  A  und  .4,  zugleich  projicirt  werden,  und  PQB^pqr  als 
das  Polardreieck  der  Schaar,  so  ist  durch  die  gleichen  Buchstaben 
die  kollineare  Verwandschaft  mit  der  Schaar  konfokaler  Kegelschnitte 
der  Fig.  349  festgesetzt,  nachdem  man  in  der  letzteren  durch  die 


gcbnitteu  bestätigt.  Der  VerTuaer  beUelt  jedoch  jene  Begrandung  durch  die 
eiogeachriebeoeQ  Kreise  deswegen  nicht  bei,  weil  sie  iiicht.anf  alle  P&Ue  Ober- 
tragen  werden  kann. 

Wiener,  Lehrbucfa  der  dsraUUeudea  neomeliie.  23 
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Halbirenden  der  rechten  Winkel  von  ÄP  und  A^P  mit  AAi  die 
Punlfte  B  und  B^  auf  q  bestimmt  bat  Man  übertrage  daher  die 
Punktreihe  der  Scheitel  der  Nebenaxen  jener  Figur  mit  ihren  Gnmd- 
punkten  RPBB,  auf  eine  passend  durch  R  gezogene  Gerade  unserer 
Figar  nach  BF'BB^',  und  projicire  diese  aas  dem  durch  PP"» 
BB',  B^B,'  bestimmten  Perspektiven  Mittelpunkte  0  auf  die  Gerade 
Fig.  361. 


g,  projicire  (zur  Sicherheit)  dieselbe  Punktreihe  BPBB^  jener  Figur 
auf  die  Reihe  QPCC,  der  r  in  unserer  Figur,  endlich  die  Punktreihe 
der  Seheitel  der  Hauptasen  BQAAi  jener  Figur  auf  die  gleich- 
namigen der  unsrigen,  und  ziehe  dann  die  Strahlenbüschel  aus  A 
und  Ai  nach  den  Punkten  zugleich  der  q  und  der  r.  Durch  das  so 
hergestellte  Netz  können  nun  die  Kurven  verzeichnet  werden  unter 
Beachtung,  daß  ihre  Tangenten  in  den  Funkten  der  p,  q,  r,  bezw. 
durch  P,   Q,  B  gehen. 

440.  Zweiier  FalL  Eines  der  Büschel  gemeinschc^lidt  hn^tigirier 
Strahlen  ist  ungleichlaufend,  eines  gleichlaufend.  Wir  wollen  von  der 
^^a-^ihes<mderen  Annahme  ausgehen,  daß  der  Mittelpunkt  A  des  ersteren 
unendlich  ferne  liege,  so  daß  zwei  reelle  parallele  Tangenten  DE,  DiEi 
gegeben  sind,  daß  ferner  der  Mittelpunkt  A^  des  zweiten  in  der  Mitte 
zwischen  diesen  Tangenten  liege,  und  daß  endlich  die  Strahleninvo- 
lution A^  rechtwinklig  sei.    Dem  Strahle  AiA  ist  dann  der  darauf 
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senkrechte  Ä^D  zugeordnet^  welcher  jene  Tangenten  in  D  und  D^ 
treffe.  Alle  Kegelschnitte  sind  Ellipsen  mit  dem  einen  gemeinschaft- 
lichen Brennpunkte  A^^  und  ihre  kleinen  Axen  sind  #  DD^.  Da 
in  unserem  Falle  die  zwei  Seiten  q,  r  des  gemeinschaftlichen  Polar- 
dreiecks imaginär  sind  (399),  so  müssen  wir  von  zwei  Grundkurveu 
ausgehen,  als  welche  wir  zweckmäßig  den  Kreis  d  wählen,  der  aus 


X- 


Äi  durch  D  und  D^  gezogen  ist,  und  eine  Ellipse  e  mit  den  Scheiteln 
JEj  E^  der  kleinen  Axe,  welche  man  um  so  näher  an  d  anschließt, 
je  engmaschiger  man  das  Netz  wünscht.  Aus  d  und  e  ist  dann  das 
Netz  hergestellt,  ausgehend  von  den  Berührungspunkten  D  und  E. 
Die  Scheitel  der  großen  Axen  der  Ellipsen  bestimmt  man  mittelst 
derjenigen  der  kleinen  Axen  und  des  Brennpunktes  Ä^.  Man  kann 
die  Strahlen  aus  A^  und  daraus  die  aus  Ä  auch  mittelst  des  Grund- 
kreises d  allein  erhalten-,  die  Konstruktion  ist  in  der  Figur  ange- 
geben und  beruht  auf  der  Halbirung  der  aus  A  gezogenen  Sehnen 
durch  die  kleinen  Axen;  doch  dürfte  das  Verfahren  mit  Zuhilfe- 
nahme der  Grundellipse  e  vorzuziehen  sein,  zumal  bei  dem  anderen 
Verfahren  die  Schnittpunkte  der  Strahlen  aus  A^  auf  den  Tangenten 
aas  A  zu  bald  über  die  Zeichenfläche  hinausfallen. 

441.    Sind  nun  im  allgemeinen  Fälle  die  beiden  reellen  Tan- 
genten ADj  AD^  gegeben,  die  gleichlaufende  Involution  A^  durch  Fig.  253. 

die  zugeordneten  Strahlen  A^A,  Aj^P,  und  diejenigen  beiden  anderen 

23* 
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zugeordneten  AiB,  A^S',  welche  durch  die  ersteren  haniiomsch 
getrennt  sind;  und  zieht  man  den  von  AAi  durch  AD  und  ADj 
harmonisch  getrennten  Strahl  AF,  so  ist  der  Schnittpunkt  P  too 
AP  und  A^P  der  Pol  von  AA,,  und  die  Figur  ist  der  vorhergehen- 
den darch  die  gleichen  Buchstaben  kollinear  zugeordnet,  wenn  man 
in  der  letzteren  A^B,AiB^  als  Halbirungslinien  der  von  AjA,A,D 

Fig.  163. 


gebildeten  rechten  Winkel  zieht.  Nun  Qberträgt  man  eur  Bestimmung 
des  StrahlenbUscbels  A  die  Funktreihe  A^'PßDi,  zur  Bestimmung 
des  StrahlenbQachels  Aj  die  Reihe  AEBB'D  nnd  zur  Er^nzung 
noch  die  Punktreihe  auf  einer  nach  P  laufenden  Greraden,  etwa 
auf  BCBi,  und  endlich  die  Punktreihe  AA^CC,  (C,  C^  auf 
PB,  PB"  gelegen)  projektiv  in  die  neue  E^gur,  und  zeichnet  daraus 
das  Netz  und  die  Kurvenschaar.  —  Man  könnte  auch  im  allgemeinen 
Falle  von  zweien  nach  dem  Verfahren  der  Nr.  421  recht  genau  ge- 
zeichneten Kurven  d,  e  ansgehen  und  auf  sie  das  Netz  begründen. 
Doch  fehlen  dann  die  Eurrenpunkte  auf  AAj^,  die  durch  ihre  nach 
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P  laufenden  Tangenten  besonders  nützlich  sind^  und  ihre  benach- 
barten Punkte  werden  ungenau. 

442.  Dritter  Fall    Alle  vier  Tangenten  sind  reell.    Das  durch 
sie  gebildete  Vierseit  hat  drei  Paare  von  Gegenecken  AÄ^y  BB^,  CCi,Fig.254A 

Fig.  264  A,  B. 

/       .1 


und  teilt  die  Ebene  in  drei  einfache  Vierecke  und  vier  Dreiecke.  Nur 
in  den  Vierecken  liegen  die  Kurven  der  Schaar  (420).  Man  kann  nun 
in  jedem  der  einfachen  Vierecke  zwei  Gegenecken  als  Mittelpunkte 
A,  A^  der  involutorischen  Strahlenbüschel  betrachten^  und  von  einem  pjg.  255. 
Rhombus  ausgehen,  in  welchem  man  die  von  AA,  verschiedene 
Diagonale  q  und  einen  eingeschriebenen  Kreis  d  als  Grundkurven 
benutzt.  Man  zeichnet  dann  das  Netz,  welches  man  engmaschig  er- 
hält, wenn  man  den  Rhombus  stark  vom  Quadrate  abweichen  läßt, 


:J58 
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AAi  als  die  große  Diagonale  wählt ,  und  sowohl  von  den  Schaitt- 
punkten  von  q  und  d,  als  von  den  BerQhrungspunkten  des  Kreises 
mit  den  lihombusseiten  ausgeht.  Die  Bestimmung  der  Scheitel  der 
Ellipsen  auf  ÄA^  ist  in  der  Figur  angegeben.  Die  unbegrenzte 
Verdichtung  der  Strahleubüschel  und  der  Eurvenschaar,  sowie  die 

Fig.  265. 


Unbestimmtheit  der  Punkte  auf  AA^  werden  aber  vermieden,  wenn 
man  an  jedem  der  einfachen  Vierecke  die  nicht  in  ihm  liegenden 
Fitf.  S54  A.  Gegenecken  als  Mittelpunkte  der  Strahlenbüschel  benutzt,  so  Cj  C\ 
ii>  ABA^B^j  und  eine  regelmäßige  Teilung  anwendet  Sollen  z.  B. 
in  jedes  Viereck  fünf  Kegelschnitte  als  eigentliche  Kurven  (abge- 
sehen von  der  Ausartung  in  eine  Gerade)  eingezeichnet  werden,  so 
>ng.  B.  betrachte  man  eine  der  Kurven  als  Projektion  eines  Kreises  k, 
denke  sich  diesen  in  2  [b  4-  1)  »=»  12  gleiche  Teile  geteilt,  und  be- 
trachte das  dem  Kegelschnitte  umschriebene  Viereck  ABA^B^^^Xs  Pro- 
jektion eines  solchen  dem  h  umschriebenen  Parallelogramms  (Rhom- 
bus), daß  seine  BerQhrungspunkte  Teilungspunkte  D,Di,E,Ei  sind. 
Die  Gegenecken  des  als  vollständiges  Vierseit  betrachteten  Rhombus 
sind:  im  Endlichen  A.  A^y  By  JS,,  im  Unendlichen  C,  (7|.  Die  pa- 
raUel  xu  den  Seiten  durch  die  Teilungspunkte  gezogenen  Strahlen 
enthalten  je  zwei  Teilung^punkte,  schneiden  sich  paarweise  auf  den 
Diagonalen  AA^^  BB^  und  teilen  diese  und  die  Seiten  des  Rhombus 
in  demselben  Verhältuisse,  wie  die  BerOhrungadorchmesser  DD^ ,  EE^, 
auf  welchen  sie  die  senkrechten  PnWektionen  der  Teilnngspunkte 
des  Kreises  bestimmen. 


VI,  442—443.  Verz.  e.  Schaar  od.  e.  Büschels  v.  Eegelschn.  mittelst  Netzen.    359 

Um  nun  die  Projektion  dieser  Kreisfigur  zu  zeichnen,  über- 
trägt man  die  Teilung  der  Diagonalen  oder  der  Seiten ,  und  zwar 
bei  den  Diagonalen  derart,  daß  man  je  eine  der  Nebenecken  P,  Q,  R 
des  Yierseits  dem  Mittelpunkte  R  und  eine  andere  dem  unendlich 
fernen  Punkte  des  Durchmessers  von  Je  entsprechen  läßt.  Man  ziehe 
daher  z.  B.  für  das  Viereck  ABA^B^  in  passender  Richtung  eine 
Strecke  AA^^  beschreibe  darüber  aus  ihrer  Mitte  R'  einen  Halb- 
kreis, teile  denselben  in  eine  Anzahl  (5  -f  1  =•  6)  gleicher  Teile, 
projicire  die  Teiluugspunkte  senkrecht  auf  den  Durchmesser  jlii'^/, 
ziehe  R!R,  -^/A;  ^^^  Q^\  -^-^i';  schneide  diese  drei  Linien  in  JFund 
projicire  aus  F  die  Punktreihe  AR! A^  auf  ARA^,  Ebenso  pro- 
jicire man  aus  dem  Schnittpunkte  G  von  R!Q  und  A^A^  die  Punkt- 
reihe AR!  A^  auf  A  QA^.  Die  Teilungen  auf  den  anderen  Seiten  RP,PQ 
des  Polardreiecks  kann  man  ebenfalls  aus  Teilungen  wie  AA^  oder  durch 
Projektion  der  Punktreihe  RQ  aus  C  (oder  Cj),  bezw.  aus  B  (oder  B^) 
erhalten«  Durch  die  Teilungspunkte  der  Strecke  ARAj^  ziehe  man 
nun  im  Inneren  des  Vierecks,  welches  R  enthält,  die  Strahlen  aus  C 
und  aus  C^,  Dieselben  enthalten  die  zwölf  den  Teilungspunkten  des  k 
entsprechenden  Punkte  eines  Kegelschnittes  der  Schaar  mit  den  vier 
Berührungspunkten,  darunter  D,  E.  —  Denkt  man  sich  nun  dem 
Ej'eise  h  verschiedene  Rhomben  umschrieben,  welche  der  Reihe 
nach  1,  2,  3,  ...  Teile  zwischen  benachbarten  Berührungspimkten 
zweier  Seiten  besitzen,  so  entspricht  jedem  Rhombus  in  der  ur- 
sprünglichen Figur  doch  immer  dasselbe  Viereck,  wie  ABA^B^,  mit 
demselben  Netze,  so  daß  man  durch  die  gesetzmäßige  Verbindung 
der  Schnittpunkte  die  fünf  verlangten  Kegelschnitte  erhält. — Ebenso 
in  den  beiden  anderen  einfachen  Vierecken. 

Die  Tangenten  der  Kegelschnitte  in  Punkten  der  Seiten  j),  $,  r  des 
Polardreiecks  laufen  bezw.  nach  P,  Q,  R.  Die  Zwischenpunkte  auf  die- 
sen Seiten,  wie  IT,  kann  man  durch  Halbirung  der  Teile  des  benutzten 
Halbkreises  vermittelst  B!  E!'  erhalten.  Die  Tangente  in  einem  be- 
liebigen der  konstruirten  Punkte  eines  Kegelschnittes  erhält  man, 
wenn  man  beachtet,  daß  sie  die  Sehne  zwischen  zwei  konstruirten 
Punkten  der  Kurve,  die  von  dem  fraglichen  Punkte  auf  beiden 
Seiten  um  gleich  viele  der  Bogenteile  abstehen,  in  einem  Punkte 
derjenigen  Seite  des  Polardreiseits  pqr  trifft,  welche  das  der  Kurve 
umschriebene  einfache  Vierseit  nicht  schneidet.  Es  ergibt  sich  dies 
durch  Vergleichung  mit  dem  Kreise  "k  der  Figur  B. 

448.  Aufgn  Kurven  eines  Büscihels  von  Kegelschnitten  jsti  ver- 
zeichnen. Die  Auflösung  geschieht  durch  reciproke  Umwandlung  der 
Auflösungen  für  die  Kegelschnittschaaren;  doch  wird  dieselbe  da- 
durch etwas   zeitraubender,   daß   an  die  Stelle  der  Durchschnitts- 
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punkte  von  Strahlen,  welche  keine  weitere  Operation  erfordern,  die 
Verbindungslinien  von  Punkten  treten,  welche  neu  ausgeführt  werden 
müssen. 

Erster  Fall.    Die  vier  Griindpiinkle  sind  imaginär  oder  die  beiden 

involutorischen  Reihen  a,a^  gemeinsam  konjugirter  Punkte  sind  gleich- 

Fig.  IM.  laufend.   Es  sollen  die  Bezeichnungen  der  Nr.  422  und  der  Fig.  241 

Fig.  256. 


gelten,  und  wir  wollen  die  Reciprocität  mit  der  Fig.  249  herstellen. 
Mit  den  Strahlenbüscbeln  A,  Ä^  der  früheren  Figur  sind  die  Punkt- 
reihen  a,  a^  der  neuen  reciprok  und  projiciren  sich  aus  Q  und  aus 
M  aufeinander.  Indem  in  der  früheren  Figur  die  StrahlenbUschel 
A,A^  auf  2  dieselbe  Punktreihe  RPBBj  erzeugen,  überträgt  man 
diese  in  die  neue  Figur  auf  q  in  HF'  J^By  (genauer  in  mehrfacher 
Größe),  so  daß  sich  dieselbe  aus  Q  zugleich  in  die  Puuktreihen  a 
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und  a,  projicirt.  Von  den  Punkten  R  (auf  p)  und  P  (im  Unend- 
lichen ^  auf  r)  der  früheren  Figur,  welche  sich  in  ü',  P'  übertragen, 
projicirt  sich  in  der  neuen  Figur  R  nach  P,  und  P'  zugleich  nach 
Rj  -4.(0)  und  -4i(0i).  Es  muß  daher  q  so  gelegt  werden,  daß  der 
unendlich  ferne  Punkt  P"  auf  QR  liegt,  daß  also  q  \\  QR  läuft, 
und  daß  sich  die  Punkte  R,  B\  B^  der  Reihe  nach  in  den  Geraden 
QP,  QB,  QB^  befinden,  was  möglich,  weil  RFRB^  und  RPBB^ 
harmonisch  sind.  Dann  projicirt  sich  aus  Q  die  Punktreihe  q'  in  Punkte 
der  a  und  a^,  die  wir  ausgehend  von  -4  =  0,  ^.j  =  Oj  mit  0123  .. . 
3' 2'  1',  bezw.  Ol  1^  2i3i. . .  3/2/1/  bezeichnen  wollen.  Die  Punktreihen 
a,  a^  werden  bei  P  unendlich  dicht.  Einen  Kegelschnitt  erhält  man 
nun  als  Einhüllende  der  in  regelmäßiger  Folge  gezogenen  Verbin- 
dungslinien der  Punkte  der  a  und  a^,  z.  B.  der  Geraden  13^,  22^,  31^ ..., 
oder  71/,  60^,  öl^,  42^,  33^,  24^,  lö^,  06^,  Vl^  . . .  oo  ooi . . .  17/, 
06/,  1'5/,  2' 4/  3' 3/,  4'2/,  5'  1/,  &0^,  ri,.,.oocx>,...  Jede  die- 
ser Geraden  ist  Tangente  noch  an  einen  zweiten  Kegelschnitt  der 
Schaar;  in  der  Figur  ist  nur  die  Hälfte  der  verzeichenbaren  Kegel- 
schnitte ausgeführt,  so  ll^,  22^,  33^...,  nicht  aber  12i,23i,  34^... 
Die  Berührungspunkte  der  durch  Q  gehenden  Verbindungslinien, 
wie  33i,  3' 3/,  44i..,,  liegen  auf  q,  die  der  durch  R  gehenden 
Linien,  wie  33/,  3'3i,  44/...,  liegen  auf  r.  Die  Tangenten  der 
Kurven  in  ihren  Punkten  der  p  gehen  durch  P;  man  erhält  sie  nicht 
durch  die  Punktreihen  a  und  a^,  indem  sich  zwei  zu  verbindende 
Punkte  dieser  Reihen  dem  P  nähern,  ohne  ihn  je  zu  erreichen.  Jene 
Tangenten  sind  die  Verbindungslinien  oo  oo^.  Doch  kann  man  die 
Punktreihe  auf  |9  durch  reciprokes  Übertragen  des  Büschels  der  Tan- 
genten der  früheren  Tangenten  aus  P,  welches  durch  die  Strahlen 
r,  g,  PA,  PAi  bestimmt  ist,  oder  durch  kollineares  Übertragen  der 
Punktreihe  QRAA^  der  früheren  Figur  in  R  QAA^  der  neuen  erhalten. 

444.  Zweiter  Fall.  Die  vier  Grundpunkte  sind  reell.  Seien,^*«.«*^. 
wie  früher,  DyE,F^  G  die  vier  Grundpunkte,  aa^,  66,,  cc^  die  drei 
Paare  von  Gegenseiten  des  durch  sie  gebildeten  vollständigen  Vier- 
ecks, P,  Q,  R  der  Reihe  nach  die  Schnittpunkte  je  zweier  Gegen- 
seiten, daher  PQR  =^pqr  das  Polardreieck  des  Kegelschnittbüschels, 
so  hat  man  die  Konstruktion  der  Kegelschnittschaar  der  Fig.  254 
reciprok  umzuwandeln.  Dort  wurde  der  in  A  durch  zwei  Seiten 
des  Vierseits  {AB,  ABj)  gebildete  Winkel,  welcher  p  nicht  enthielt, 
durch  Strahlen  eingeteilt;  so  teile  man  hier  die  auf  a  durch  zwei 
Ecken  des  Vierecks  (afe  =  D,  ab^  =  E)  gebildete  Strecke  DE, 
welche  P  nicht  enthält,  in  projektiver  Weise  ein,  derart,  daß  den 
vier  Strahlen  aus  A  nach  P,  P„  P  und  Q  oder  R  die  Punkte  der  a 
auf  b,b^,p  und  q  oder  r,  d.i.  D,E,p,P  entsprechen.   In  projektiver 
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Weise  wurde  dort  der  Winkel  A^  geteilt  und  beide  StrahlenbQschel 
schnitten  sich  perspektiv  auf  q  und  r;  so  wird  auch  hier  a|  durch 
eine  Teilung  geteilt^  welche  der  Teilung  von  a  zugleich  aus  Q  und 

Fig.  267. 


aus  R  perspektiv  ist.  Zur  Ausfuhrung  ziehe  man  aus  G  die  GH^r, 
schneide  sie  mit  p  und  h^  in  M  und  JET,  so  sind  die  Punkireiheu 
Dp  EP  und  GMHoo  perspektiv  aus  Q^  und  weil  die  erstere  har- 
monisch,  ist  es  auch  die  letztere;  daher  ist  GM  ^^  MH.  Nun  ziehe 
man  aus  M  einen  Halbkreis  durch  G  und  H,  teile  ihn  in  eine  be- 
liebige Anzahl  (sechs)  gleicher  Teile^  projicire   die  Teilungspunkte 
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senkrecht  auf  GMH,  und  projicire  dann  diese  Teilung  aus  Q  zugleich 
auf  a  und  a^  Projektiv  hiermit  teile  man  die  Strecken  DG  und  EF 
auf  6  und  b^,  welche  Q  nicht  enthalten,  und  diejenigen  DF,  EG  auf 
c  und  Ci,  welche  B  nicht  enthaltene  Die  von  c^  kann  durch  unmittel- 
bare Projektion  der  GMH  aus  dem  Schnittpunkte  der  6^  mit  einer 
aus  E  1  GMH  gezogenen  Geraden  erhalten  werden,  die  c  aus  c^, 
und  b  und  b^  aus  a  oder  a^ 

Nun  verzeichnet  man  aus  den  Punktreihen  aa^,  bb^,  cc^  je 
gleich  viele  (6  —  1  =  5)  Kurven.  Seien  z.  B.  die  Teilungen  auf  a 
und  a^  bezw.  Dl25i5E  und  6r  11213141512^,  so  zieht  man  in  reci- 
proker  Weise  zu  dem  früheren  Verfahren  beispielsweise:  Z)4i,  13ij 
22„  31i,  4G,  51i,  E2i,  53i,  44i,  35i,  2F,  15i.  Die  durch  die 
Grundpunkte  gezogenen  Geraden  berühren  die  Kurven  in  diesen 
Punkten;  die  durch  Q  gehenden  Geraden,  wie  22i,  44i  berühren 
sie  in  Punkten  der  q. 

Der  Eigenschaft  der  Kegelschnittschaar,  daß  durch  jeden  Punkt 
der  Ebene  zwei  reelle  oder  zwei  imaginäre  Kegelschnitte  gehen, 
entspricht  die  des  Büschels,  daß  jede  Gerade  der  Ebene  von  zwei 
reellen  oder  von  zwei  imaginären  Kegelschnitten  berührt  wird.  Oder, 
wie  bei  der  Schaar  auf  jedem  durch  eine  der  sechs  Ecken  des  Yier- 
seits  gezogenen  Strahle  eine  Strecke  mit  Punkten  von  reellen  und 
eine  mit  Punkten  von  imaginären  Kegelschnitten  liegt,  so  geht  bei 
dem  Bdschel  durch  jeden  Punkt  der  sechs  Seiten  des  Vierecks  ein 
Winkel  voll  Tangenten  an  reelle  und  einer  voll  Tangenten  an  ima- 
ginäre Kegelschnitte.  Die  Begrenzung  jener  Strecken  geschieht  durch 
Grundlinien,  die  der  Winkel  durch  Grundpunkte. 

445.  Dritter  FcdL  Zwei  Grundpunkte  sind  reell  und  zwei  ima- 
ginär. Wir  wollen  die  reciproke  Auflosung  zu  derjenigen  der 
Nr.  440  übergehen,  weil  sich  hier  eine  einfachere  durch  ein  Linien- 
netz finden  läßt. 

Wir  gehen  dabei  von  dem  Kreisbüschel  aus,  d.  h.  von  der  Ge- Fig. 858. 
samtheit  der  Kreise,  welche  durch  zwei  reelle  Punkte  D,  E  gehen; 
dieselben  enthalten  dann  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  a^  die  bei- 
den imaginären  Kreispunkte  (387).  Das  Netz  wird  nun  gebildet  durch 
zwei  Strahlenbüschel  D  und  E^  in  deren  jedem  die  benachbarten 
Strahlen  gleiche  Winkelabstände  besitzen  und  in  beiden  paarweise 
parallel  sind.  Zweckmäßig  nimmt  man  DE  als  einen  der  Strahlen- 
und  wählt  eine  gerade  Anzahl  derselben,  in   der  Figur  deren  acht. 

Ein  solches  Strahlenbüschel  gleicher  Winkelteilung  nennt  man 
cyklisch-projektiv.  Bezeichnet  man  nämlich  seine  n  Strahlen  der 
Reihe  nach  mit  123...^,  so  sind  die  Büschel  der  auf  einander 
folgenden  Strahlen  zu  einander  kongruent  (uüd  projektiv),  welche 
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Ausgaogsstrahleu  man  einander  als  entsprechend  zuweisen  und  in 
welchem  Sinn  man  weiter  schreiten  möge,  oder  es  ist 
(123...n)  =  (234...1)  =  (345...2)  =  ...  =  (n...321)=--- 
Sei  hiermit  das  Büschel  D  bezeichnet,  und  seien  bezw.  l'2'3'...n 
die  parallelen  Strahlen  des  Büschels  E,  so  sind  auch  beide  Büschel 

Fig.  258. 


in  jeder  der  bezeichneten  Zuordnungen  einander  kongruent  und  er- 
zeugen daher  bei  gleichlaufender  Zuordnung  durch  ihre  Durch- 
schnittspunkte eben  so  viele  Kreise,  als  man  Strahlen  aus  D  bezw. 
E  gezogen  hat,  und  diese  Kreise  bilden  unser  Kreisbüschel. 

Ordnet  man  die  Strahlenbüschel  DJ?  in  entgegengesetztem  Sinne 
einander  zu,  so  erzeugen  sie  Hjfperbelny  von  denen  eine  h  verzeichnet 
ist  Dieselben  bilden  ebenfalls  ein  Kegelschnittbüschel,  dessen  Grund- 
punkte  D,  E  und  zwei  imaginäre  Punkte  der  Geraden  AA^  sind, 
welche  die  DE  (»=  a)  in  A  senkrecht  halbirt  und  die.  unendlich 
ferne  Oj  in  Ai  schneidet.  Das  Büschel  der  Hyperbeln  ist  nämlich 
die  perspektiv- kollineare  Figur  zu  dem  Büschel  der  Kreise,  wenn 
man  D  als  Mittelpunkt,  JE^^^  als  Axe  der  Kollineation,  und  A  als 
entsprechend  dem  unendlich  fernen  Punkt  P  der  DE  annimmt 
Der  a^  entspricht  dann  die  AA^^  den  imaginären  Ejreispunkten  auf 
a^  die  imaginären  Grundpunkte  des  Büschels  der  Hyperbeln  h  auf  J[^^, 
wobei  die  ideellen  Doppelpunkte  der  Involution  konjugirter  Punkte  auf 
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beiden  Geraden  durch  die  unter  45^  gegen  DE  geneigten  Strahlen  aus 
D  auf  einander  projicirt  werden. 

Weil  alle  verzeichneten  Strahlen  des  Büschels  D  (oder  E) 
jeden  der  verzeichneten  Kreise  derart  einteilen,  daß  die  Tangenten 
in  den  Teilungspunkten  der  Keihe  nach  mit  allen  Strahlen  parallel 
sind,  wenn  deren  Anzahl  ungerade,  oder  paarweise  mit  abwechselnden 
Strahlen,  wenn  deren  Anzahl  gerade  ist,  so  gehen  auch  die  Tan- 
genten an  die  Hyperbeln  in  allen  ihren  verzeichneten  Punkten  durch 
alle  oder  paarweise  durch  die  abwechselnden  Punkte  der  Geraden 
AAif  welche  die  Strahlenbüschel  D  und  E  auf  diesem  ihren  Per- 
spektiven Schnitte  erzeugen.  Die  aus  A^  gezogenen  Tangenten  an 
einen  der  Kreise  und  eine  der  Hyperbeln  berühren  zugleich  noch 
einen  zweiten  der  verzeichneten  Kreise  bezw.  der  Hyperbeln. 

446*   Bei  der  projektiven  Übertragung  in  den  allgemeinen  FallFig.869. 

Fig.  269. 


erhält  sich  die  cyklische  Projektivitat     Ist  die  Involution  auf  a^ 
durch  zwei  Punktepaare  gegeben,   so   lege   man  über  der  Strecke 
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eines  jeden  Paares  als  Durchmesser  einen  Halbkreis  auf  derselben 
Seite  von  a^,  ziehe  aus  dem  Schnittpunkte  beider  als  Mittelpunkt 
einen  neuen  Kreis ;  teile  denselben  in  eine  durch  vier  teilbare  An- 
zahl gleicher  Teile,  wobei  man  von  den  auf  einander  senkrechten 
nach  P  und  A^  laufenden  Durchmessern  ausgeht,  ziehe  durch  die 
Teilungspunkte  die  Durchmesser,  so  schneiden  dieselben  auf  aj  die 
gewünschte  Punktreihe  ein.  Steht  die  Wahl  der  Punktreihe  a^  frei, 
so  kann  man  zweckmäßig  auch  von  einem  beliebigen  Ausgangs- 
punkte aus  nach  beiden  Seiten  die  aus  einer  Tafel  zu  entnehmenden 
und   nach    einem   passenden   Maßstabe    abgegriffenen   Längen    von 

tg  2n  '  *8  2n  '  ^'2n  "'  *8  y  auftragen  (wobei  n  eine  gerade  Zahl 
ist),  jedoch  so,  daß  P  einer  der  Teilungspunkte  wird.  In  der  Figur 
wurde  dies  mit  den  Tangenten  von  11^,  22^,  33|, . . .  90®  aus- 
geführt. Die  Reihe  a^  projicire  man  aus  D  und  E  durch  Strahlen- 
büschel, so  sind  diese,  wie  die  Punktreihe  a^  cyklisch-projeTdiVy  und 
erzeugen  durch  ihre  Schnittpunkte  Kurven  des  Büschels,  wenn  man 
in  den  Strahlenbüscheln  so  fortschreitet,  daß  diese  gleich  gerichtete 
Punktreihen  auf  a^  erzeugen.  Sie  selbst  sind  dabei  gleich  oder  un- 
gleich gerichtet,  je  nachdem  a^  die  unendliche  Strecke  D  •  E  oder 
die  endliche  DE  schneidet. 

Die  gezeichneten  Strahlen  schneiden  sich  paarweise  noch  in 
der  Geraden  AÄ^  (wobei  DEPA  harmonisch),  und  wenn  man  AA^ 
au  die  Stelle  von  a^  setzt,  so  liefert  dasselbe  Netz  noch  ein  zweites 
Kegelschnittbüschel. 

Die  Tangenten  in  den  Netzpunkten  an  die  Kurven  des  ersten 
und  zweiten  Büschels  gehen  bezw.  durch  alle  oder  durch  abwechselnde 
TeiluQgspunkte  der  Reihen  Oj  bezw.  ^jii;  die  durch  J^  selbst  gehenden 
Taugenten  berühren  je  zwei  der  verzeichnetenKurven  desselben  Büschels. 

44i.  Die  Auftfobe,  Kurven  einer  Kegelsch9iiUschaar  mit  stcei 
irrUtn  nnd  itKei  ifnaffimi^m  Tangenten  ^h  ref^zeichnen,  kann  leicht  in 
Fit.«». reziproker  Weise  zur  vorhergehenden  Aufgabe  gelost  werden.  Gelten 
die  ßoBeichnungen  wie  in  Fig.  253,  sind  also  AD^AD^  die  reellen 
Tangeuten  und  sind  von  der  gleichlaufenden  Strahleninvolution  A^ 
zwei  Paare  zugeordneter  Strahlen  gegeben,  welche  auf  der  Tangente 
AD  zwei  Paare  zugeordneter  Punkte  einer  Punktinvolntion  be- 
stimmen, wovon  AD  das  eine  ist,  so  suche  man,  wie  in  der  vorigen 
Nr«  den  Punkt«  aus  welchem  diese  Punkt involution  durch  eine  recht- 
winklige Strahleninvolution  projicirt  winj,  zeichne  ans  diesem  Punkte 
Strahlen,  welche  den  gestr^'^kten  Winkel  ^lSi>^^  in  eine  gerade  An- 
aahl  v,^^  gleicher  Teile  teilen,  und  von  denen  einer  dordi  A  und 
«lann  auch  einer  dur\^h  7^  g^ht.    Dies^  Strahlen  bestimmen  aof  AD 
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die  gewünschte  Punktreihe  12 34(2)) 56 7 8 (-4),  welche  man  dann 
aus  Ä^  auf  ÄDi  in  li2i3i4i(D,)5i6i7i8j(-4)  projicirt  Die  Kegel- 
schnitte der  Schaar  hüllen  nun  die  Geraden  ein,  welche  auf  ÄD 
und  AD^  jene  Punktreihen  in  ihrem  gegebenen  Sinne  beschreiben, 
z.  B.  die  löj,  26,,  37^,  48i,  öl^,  62i,  73,,  84,.   Die  Berührungs- 

Fig.  2C0. 


punkte  dieser  Geraden  liegen  allein  oder  zu  zweien  auf  den  Strahlen 
aus  A^j  welche  alle  oder  die  abwechselnden  Punkte  jener  beiden 
Punktreihen  auf  einander  projiciren;  und  in  Punkten  der  Geraden 
PA^  schneiden  sich  je  zwei  der  gezeichneten  Kegelschnitte. 

Man  konnte  dieselben  Punktreihen  auf  AD  und  AD^  auch  aus 
P  auf  einander  projiciren^  und  wenn  man  in  dem  Sinne  dieser 
Reihen  fortschritte,  würde  man  dieselben  Geraden,  wie  zuerst,  als 
Tangenten  einer  zweiten  Schaar  von  Kegelschnitten  erhalten,  welche 
ADy  ADi  zu  gemeinschaftlichen  Tangenten  und  ein  Büschel  P  ge- 
meinsam konjugirter  Strahlen  besäße.  Die  Kurven  von  beiderlei 
Schaaren  liegen  in  den  verschiedenen  Paaren  von  Scheitelwinkeln 
der  Geraden  AD  und  AD^,  wie  in  Figur  259  die  Kurven  von 
beiderlei  Büscheln  (nur  eines  ist  verzeichnet)  die  Strecke  ED  oder 
die  E  •  D  zn  einer  äußeren  Sehne  haben. 


XVX   Die  oyklisoh-projektiven  Punktreihen  und  ihre  Anwendung 

auf  Eegelflohnittsoliaaren  und  Büschel. 

448.  In  der  Nr.  445  wurden  die  einfachsten  Eigenschaften 
der  cyklisch-projektiven  Strahlenbüschel  von  einer  endlichen  Anzahl 
von  Elementen  mitgeteilt  und  diese  auf  gewisse  Kegelschnittbüschel 
angewendet;  nun  aber  soll  eine  allgemeinere  Theorie  von  cyklisch- 
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projektiven  Punktreihen,  auch  mit  einer  unendlichen  Anzahl  von 
Elementen,  gegeben,  und  als  Ersatz  der  Theorie  der  Zickzacke  bei 
allen  Eegelschnittschaaren  und  Büscheln  benutzt  werden.*) 
Flg. 261.  Begriff.  Eine  Beihe  auf  einander  folgender  Punkte  ...-4-2, 
A^^,Aq,Ai,A^...  auf  einem  Kegelschnitte  k  heißt  cykUscft-projektiv, 
wenn  sie  mit  der  Beihe  projektiv  ist,  in  welcher  jeder  Punkt  der  ersten 
Beihe  durch  seinen  folgenden  ersetzt  ist,  wenn  also 

Zus,  Es  ist  dann  auch  das  Strahlenbüschel  cyMisch-projektitj 
welches  die  Punktreihe  aus  irgend  einem  Punkte  des  k  projicirt 
(346),  und  ebenso  die  Beihe  der  Scfmittpunkte  dieses  Büschels  mit 
einer  Geraden, 

Die  zwischen  je  zwei  auf  einander  folgenden  Punkten  einer 
cyklisch- projektiven  Reihe  liegenden  Bogen  von  k  sollen  projektiv 
gleiche  Teile  oder  Bogen,  oder  auch  kurzweg  Teile  heißen. 

449«  Satz.  In  einer  cyklisch- projektiven  Punktreihe  sind  Zicei 
Beihen  auf  einander  folgender  Punkte  unter  einander  projektiv^  in 
welchen  irgend  zwei  Punkte  der  ursprünglichen  Beihe  einander  als  cnt- 
sprediend  zugewiesen  sind,  und  in  deren  jeder  der  Sinn  des  Weiier- 
schreitens  willkürlich  angenommen  wird,  oder  es  ist 

(.  .  .  AqAiA^A^  ...)  =  (...  AnAn-{.iAn-\-2An-\-Z  .  .  .} 
=  (.  .  .  AnAn^lAn^iAn^9  .  .  .). 

*)  Ich  hatte  das  Vorhergehende  ausgearbeitet,  als  mir  mein  Sohn  Her- 
mann, der  gerade  die  cyklisch- projektiven  Punktreihen  bearbeitet  hatte,  die 
Vermutung  aussprach,  die  Reihen,  welche  auf  den  Kurven  der  Eegelschnitt- 
schaaren und  Büschel  auftreten,  seien  nicht  nur  in  dem  Falle  der  begrenzten 
Anzahl  von  Kurven  und  Punkten  (Fig.  264,  57,  58,  59,  60)  cyklisch -projektiv, 
sondern  auch  in  dem  Falle  einer  unbegrensten  Anzahl  (Fig.  249,  51,  52,  53, 
55,  56),  und  die  dabei  auftretenden  Grenzpunkte  seien  solche,  auf  welche  er 
auch  bei  den  cyklisch -projektiven  Reihen  gekommen  war.  Eine  Zeichnungs- 
probe bestiLtigte  dies,  und  eine  einfache  Überlegung  ergab  mir  sogleich  die 
Notwendigkeit.  Durch  diese  Anschauung  kann  wohl  eine  Vereinfachung 
der  Herleitungen  erzielt  werden;  aber  eine  Umarbeitung  ist  mir  nicht  mehr 
möglich,  da  der  Druck  des  Baches  im  Gange  ist,  und  insbesondere  eine  Ken- 
zeichnung der  mühsamen  Figuren  zu  viel  Zeit  in  Anspruch  nehmen  wurde. 
Ich  muß  mich  vielmehr  damit  begnügen,  hier  anhangsweise  in  allgemeinen 
Umrissen  eine  g^metrische,  insbesondere  konstruktive  Theorie  der  cyklisch- 
projektiven  Punktreihen  in  der  unserem  Zwecke  entsprechenden  Richtung  zu 
entwickeln,  und  die  Anwendung  derselben  auf  die  Kegelschnittschaaren  und 
Büschel  im  allgemeinen  anzugeben.  Ich  weise  dabei  auf  die  Abhandlang  des 
Herrn  Lürnih  „über  das  Imagin&re  in  der  Geometrie  und  das  Rechnen  mit 
Würfen'*  (math.  Annalen,  1877,  B.  11,  S.  S4)  hin,  worin  die  Punktgruppen 
(^die  in  sich  selbst  zurückkehrenden  Reihen  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten) 
behandelt  und  eine  Anzahl  der  im  Folgenden  gegebenen  S&tze  für  die  Punkt- 
grappen  schon  aufgestellt  ist. 
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Bew.    Es  gilt  nämlich  nach  der  vor.  Nr. 
(^. .  •  ^^A^A-^A,^ . . .)  =  y, . .  A^A^A^A^  • .  •)  =  \,  • .  A^A^A^A^  •  •  •)  =  •  •  • 

=  (^•.  .  AnAn-\.X'^-\-^-^-\'t  •••}> 

was  sich  ergibt,  wenn  man  jede  dieser  Reihen  und  ihre  folgende 
bezw.  als  die  erste  und  zweite  Reihe  der  vorigen  Nummer  ansieht. 
Durch  Yergleichung  der  ersten  Reihe  und  der  letzten  folgt  der  erste 
Teil  des  Satzes.  Da  nun  femer  nach  dem  Bewiesenen  und  nach  Nr.  279 


{ÄnÄf^lAn^%AnJ{^  =  (-4n_3-4„-8-4„— 1-4«)  =*=  {AnAn^lÄn-%Än^^)j 
{An^l  An^%  Af^t  -^«44)  =(-4,._4  -4h-S  Änr^^  -4«-i)  =-  {A^\  An-^%  -4^8  -^-l), 


9 

SO  schreibt  man  (278)  das  gleichzeitige  Bestehen  der  ersten  mit 
den  letzten  Ausdrücken: 

und  da  die  linke  Seite  dieses  Ansatzes  =  {...A^iAqA^A^Ä^A^.  ..) 
ist,  so  folgt  hieraus  der  zweite  Teil  des  Satzes. 

Zus.  Es  sind  also  in  einer  cyklisch- projektiven  Punktreihe 
gleichgerichtete  und  ungleichgerichtete  unter  einander  projektive  Reihen 
enthalten. 

450.  Sat0.  AUe  Schnittpunkte  je  einer  Verbindungslinie  irgend 
zweier  Punkte  Am,  An  einer  cyMisch-projektiven  Punktreihe  eines  Kegel- 
schnittes k  mit  der  Verbindungslinie  zweier  anderen  Punkte  Am-\'h 
An-^i,  wdcJie  von  den  erstefi  Punkten  um  gleich  viele  (t)  Teile  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  entfernt  sind  (oder  mit  ihnen  dieselbe  Summe 
(m  +  n)  der  Stellenzahlen  besitzen),  liegen  auf  ein  und  derselben^  der 
Punktreihe  eigentümlichen  Geraden  p,  deren  Schnittpunkte  A^^,  A^  mit 
k  die  Grenzpunkte  der  Beihe  bilden.  Die  Gerade  p  soü  die  Axe  und 
ihr  Pol  P  zu  k  der  Pol  der  cyklisch-projektiven  Punktreihe  heißen. 

So   sind   die  Schnittpunkte  D  von  A^A^,  A^A^^  und  E  vonFig.Mi. 
A^A^,  A^A^  Punkte  der  Axe  p  =  Al-.^A^, 

Bew.  Bezeichnet  man  die  cyklisch- projektive  Punktreihe  mit 
.  .  .  Am  Am+1 ' . .  Am-^-i . . .  -4n— « -4«— /4.1 ...  ^»  ... ;  SO  ist  uach  der 
vor.  Nr. 

\AmAm-\-l  .  .  .  Am-{-l)  =  {^An^i  A^^i^i  .  .  ,  An), 

Daher  liegt  der  Schnittpunkt  der  Verbindungslinie  eines  Punktes 
Am  der  ersteren  mit  einem  Punkte  An  der  letzteren  Reihe  mit  der 
Verbindungslinie  ihrer  entsprechenden  Punkte  An^i,  Am-^i  auf  ein 
und  derselben  Geraden  p  (326,  Ende),  wie  man  m  und  n  auch  wählen 
mag.  Diese  Gerade  ist  also  der  cyklisch-projektiven  Reihe  eigen- 
tümlich.    Sie    schneidet   den    k  in  den  Doppelpunkten  der  beiden 

Wiener,  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie.  24 
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letzteren  Reihen;  da  aber  zwei  entsprechende  Punkte  derselben  stet<s 
n  —  m  —  l  Teile  zwischen  sich  fassen,  so  müssen  diese  zu  Null 
werden.  Indem  dabei  eine  endliche  Anzahl  von  Teilen  keine  Aus- 
dehnung besitzt,  muß  dem  Fortschreiten  der  Reihe  eine  Grenze 
gesetzt  sein,  wodurch  der  Name  ,,6renzpunkte''  begründet  ist. 

Die  Stellenzahl  eines  Grenzpunktes  ist  unendlich;  denn  wäre  sie 
endlich;  so  müßten  alle  Punkte  mit  endlichen  Stellenzahlen  in  ihm 
zusammenfallen,  während  diese  gerade  getrennt  von  einander  vor- 
ausgesetzt wurden.  In  zwei  gleichgerichteten  Reihen  einer  cyklisch' 
projektiven  Punktreihe  entspricht  jeder  Grenzpunkt  sich  selbsiy  weil  er 
ein  Doppelpunkt  dieser  Reihen  ist. 


451.  Alle  VerbindungsUnim  ztceier  Punkte  einer  cyilisdhprcjek' 
Uren  Punlireitn^  m$f  eimm^  Kirfclschnitte  k,  ßr  welche  die  Summe  der 
SteHdkxaMen  dieselbe  ist,  sehneiden  sich  in  ein  und  demsdbeti  ISinkie 
der  Axe  j>. 

Denn  die  Geraden  A^A^  und  Am^iA^-t  schneiden  sich  nach 
der  Ton  Nr«  in  einem  Punkte  der  p\  also  gehen  durch  den  Schnitt- 
punkt von  .4,^.4«  mit  p  alle  jene  anderen  Geraden,  welches  auch 
der  Wert  Ton  I  sein  mag. 

Da  nun  solche  I\inkte  ent^sprechende  in  den  projektiTen  un- 
gleichgerichteten  Punkireihen 

sind,  und  die  Verbindungslinien  je  xweier  entsprechenden   Punkte 
dun^h  denselben  I\mkt  srehon,  so  folgt  ^^^VIO"^: 


J 


VI,  451—463.  Die  cykl.-proj.  Ponktreihen  n.  i.  Anw.  a.  Eegelschnittschaaren  etc.  37 1 

Irgend  sswei  aus  einer  cyhlisclirprojektiven  PunMreihe  gebildete  un- 
gleichgerichtete  Reihen  auf  einander  folgender  Punkte  sind  invohitorisch. 
Es  folgt  dies  auch  unmittelbar  (296)  aus  dem  Ansätze  (449) 

In  zweien  solchen  ungleichgerichteten  Heiken  entspricht  dem  einen 
ChrenspunM  der  andere.  Dem  Punkte  Äm+i  entspricht  -4«— j,  also 
für  l=ioOy  dem  A^  der  A^^, 

462.  Eine  cyUisch-projeJctive  Punktreihe  auf  einem  Kegelschnitte 
Je  hat  keinen^  einen  oder  zwei  reelle  Grenepunkte,  je  nachdem  die 
Axe  p  der  Punktreibe  mit  dem  Kegelschnitte  keinen,  einen  oder 
zwei  reelle  Punkte  gemein  hat. 

Satz  und  Aufgabe.  Auf  einem  Kegelschnitte  k  ist  eine  cyklisch- 
projektive  Punktreihe  durch  vier  willkürlich  angenommene  Punkte  be- 
stimmt, wenn  diese  in  ihrer  Beihenfolge  darstellen  entweder  1)  vier  auf 
einander  folgende  Punkte  A^,  A^^  A^,  A^^  oder  2)  drei  auf  einander 
folgende  Punkte  und  einen  Grenzpunkt  A^,  A^,  A^,  A^,  oder  3)  zwei 
auf  einafider  folgende  Punkte  und  die  beiden  Grenzpunkte  A^,  A^,A^y 
A^^y  das  heißt  auch  durch  zwei  aufeinander  folgende  Punkte  A^^  A^  und 
die  Axe  p.   Man  soll  in  jedem  Falle  weitere  Punkte  der  Eeihe  kanstruiren. 

Bew.    In  den  beiden  projektiven  Punktreihen 

sind,  wenn  die  Grenzpunkte  reell  sind,  in  jedem  der  drei  Fälle  drei 
Paare  entsprechender  Punkte  und  von  jedem  benachbarten  Paare 
der  eine  Punkt  gegeben,  wodurch  der  andere  bestimmt  ist.  —  Sind 
die  Grenzpunkte  imaginär,  so  sind  entweder  A^,  ^2;  ^3;  ^4  S^' 
geben,  und  dann  findet  dasselbe,  wie  vorher,  statt;  oder  es  siud 
AjA^  und  die  Axe  p  gegeben,  und  dann  sind  ebenfalls  die  folgenden 
Punkte  der  Reihe  bestimmt,  weil  sie  nach  der  folgenden  Auflosung 
eindeutig  konstruirt  werden  können. 

Aufl.  Man  bestimme  zuerst  die  Axe  p  (j^  A^^A^),  wenn  sie 
nicht  unmittelbar  gegeben  ist,  nach  der  vor.  Nr.  1)  durch  D  «=  A^A^y^ie-iG^- 
A2A2  (Tangente  in  A^)  und  £=  A^A^^  ^9^  (oder  einen  anderen 
Punkt  -4^-44,  A^A^)]  2)  durch  D  und  A^.  Dann  liefert  1)  DA^ 
auf  k  den  Punkt  Aq,  EA^  den  A^y  DAr,  den  A^^  u.  s.  w.;  2)  die 
A^A^  auf  p  den  JS,  EA^  und  EA^  auf  k  bezw.  den  A^  und  A^^  u.  s.  w.; 
3)  die  A^A^  auf  j)  den  2),  BA^  auf  k  den  ^g,  A^A^  auf  j>  den  Ey 
EA^  auf  k  den  P4  u.  s.  w. 

453.  Bei  einer  cyklisch-projektiven  Punktreihe  auf  einem  Kegel- 
schnitte k  wollen  wir  unter  dem  Weitertragen  eines  Teiles  die  Be- 
stimmung der  folgenden  Punkte  derjenigen  Reihe  'verstehen,  von 
welcher  die  Endpunkte  des  gegebenen  Teiles  zwei  auf  einander 
folgende  Punkte  sind;  unter  der  Teilung  eines  Teiles  in  n  projektiv 

24* 
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gleiche  Teüe  die  Bestimmung  von  n  —  1  Zwischenpunkten  auf  jenem 
Teile,  derart  daß  diese  Punkte  eine  neue  cyklisch-projektive  Pankt- 
reihe  bilden^  deren  jedesmaligen  n^^  Punkte  der  ursprünglichen  Beihe 
angehören.  —  Das  Weitertragen  wurde  in  der  vor.  Nr.  ausgeführt, 
und  wir  schreiten  nun  zum  Teilen. 

Aufg.    Einen  Teil  einer  gegebenen  cyklisch-prqjeMiven  Ftmktreihe 
Ä^A^A^  , . .  projektiv  m  halbiren. 
Flg. 262.        Aufl.    Soll   in   der   Reihe  A^A^A^,..   der   Teil  AiA^   halbirt 
werden,  so  schneide  man  AiA^  mit  p  in  D,  ziehe  aus  2)  die  Tan- 

Fig.  262. 


gente  an  den  zu  teilenden  Bogen ,  so  ist  deren  Berührungspunkt  A^ 
der  Halbirungspunkt,  weil  man  durch  Weitertragen  von  A^A^  nach 
Aq  und  durch  ferneres  Weitertragen  vermittelst  E  nach  A^^  -^5  - , . 
gelangt.  Zugleich  liegt  ^  auf  der  Polaren  von  D,  welche  durch 
den  Pol  P  der  cyklischen  Punktreihe  und  durch  den  Schnittpunkt  der 
Tangenten  an  k  in  A^  und  A^  geht,  sowie  durch  den  Schnittpunkt 
zweier  Gegenseiten  eines  Vierecks,  das  auf  k  durch  zwei  Strahlen 
aus  D  bestimmt  ist,  so  von  A^A^  und  A^^A^ 

454.  Aufg,  Einen  Teü  einer  cyUisch-prqjektiven  Punktreihe  A^A^ 
in  n  projektiv  gleiche  Teile  m  teilen, 

Aufl.  Diese  Aufgabe  kann  im  allgemeinen,  wie  die  Gleich- 
teilung eines  Kreisbogens,-  nur  annäherungsweise  gelöst  werden. 
Man  nehme  den  ersten  Teilungspunkt  Ay^  nach  Schätzung  in  dem  nicht 
verzeichneten  Punkte  A'  an,  trage  A^A'  von  A^  an  projektiv  nmal 
weiter,  so  gelangt  man,  statt  nach  il„,  nach  An  und  der  Fehler 
kann  durch  A^  An  gemessen  werden.   Man  mache  eine  zweite  Probe 
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mit  Ä'  uDd  erhalte  den  Fehler  A^' A„\  man  trage  die  Fehler  etwa 
auf  P^',  Pj4"  bezw.  von  A^  und  Ä'  an  nach  ihrem  Sinne  auf,  ver- 
binde ihre  Endpunkte  durch  eine  Fehlerkurve,  hier  eine  Gerade,  bo 
schneidet  diese  die  "k  in  dem  angenäherten  Punkte  A'";  macht  man 
mit  diesem  nochmals  die  Frohe,  so  erhält  man  auf  PjI"'  einen 
dritten  Punkt  der  Fehlerkurve,  der  nahe  bei  h  liegt,  und  durch 
die  Fehlerkutve  A'  A"  Ä"  wohl  genügend  genau  den  Punkt  A^.  — 
Ist  n  ^  2",  so  gelangt  man  durch  m  maliges  Halbiren  zum  Ziele. 

455.  Satz.  Eine  cyklisc/irprqjeMive  Punictreifie  eines  Kege! Schnittes 
h  ohne  reelle  Grempunkte  kann  als  die  Projektion  einer  FtinklreHie 
eines  Kreises  k  angesehen  werden,  deren  Teile  dnander  gleidi  sind. 

Bew.    Seien  p  und  P  die  Axe  und  der  Pol  der  Punktreiho  aufit«  *i 
k,  so  kann  man  k,  p,  P  als  die  Projektionen  irgend  eines  Kreises 
k',  der  unendlich  fernen  Gerade  _. 

p'  und  des  Kreismittelpnnktes  P' 
ansehen.  Denn  zieht  man  aus 
P  irgend  zwei  in  Bezog  auf  k 
konjugirte  Strahlen,  welche  die 
j>  bezw.  in  JD  und  E,  und  den 
2:  in  je  zwei  Punkten  schneidet, 
von  denen  je  einer  B  und  G  ■ 
sei,  and  zieht  man  ferner  aus 
P*  zwei  in  Bezug  auf  Ji  konjugirte,  also  auf  einander  senk- 
rechte Durchmesser,  welche  die  p'  in  D'  und  £',  die  h'  in  je 
zwei  Punkten  schneidet,  von  denen  je  einer  PI  und  C  sei,  so  kann 
man  die  Vierecke  Z>£CP.  und  D'E'C'S  als  Projektionen  von  ein- 
ander ansehen  (309),  wobei  die  Projektion  von  P  der  Punkt  P' 
und  die  von  i  ein  Kegelschnitt  ist,  welcher  P'P*  und  P'C  zu 
konjugirten  Halbdurchmessern  hat,  also  mit  dem  Kreise  k'  zusammen- 
fällt.  Projiciren  sich  nun  irgend  drei  auf  einander  folgende  l'unkte 
Ai,Ai,  Af^  der  cykliscben  Punktreihe  der  k  in  die  Punkte  A^,  A.!,  A.j 
des  Kreises  k',  so  sind  die  Tangente  Aj'A^  und  die  Sehne  A,'A,j' 
parallel;  denn  sie  schneiden  sich  auf  der  unendlich  fernen  ;/,  weil 
sich  A^Ai  und  ^4,^4^  auf  p  schneiden;  folglich  ist  A^ A(  =  A^A^. 

45<>.  Auf  einem  Kegelschnitte  sc/dieflt  sich  eine  cyklisclr -projek- 
tive Ptinktreihe  ohne  reelle  Grenzpunkte,  nach  ein-  oder  mehrmaligem 
Umgänge,  oder  ein  solches  Sddießen  findet  nicht  statt.  Wir  sagen, 
daß  im  ersteren  Falle  ein  Teil  der  Reihe  mit  dem  Umfange  des 
Kegelschnittes  projektiv  in  rationalem  VerJiältnisse  steltt  Eine  ge- 
schlossene Reihe  von  n  Punkten  mit  a  Umgängen  wird  hergestellt, 
wenn  man  eine  solche  von  an  Punkten  mit  einem  Umgange  bildet, 
und  bei  der  Beihenfolge  stets  (a  —  1)  Punkte  überspringt. 
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457.  Aufg,  Den  Umfang  eines  Kegelschnittes  k  von  einem  ge- 
gebenen Punkte  Aq  an  in  Bezug  auf  eine  den  k  nicJU  schneidende  Axe 
in  n  projektiv  gleidie  Teile  zu  teilen, 

Aufl,  Man  nehme  die  Teilung  des  k  entweder  unmittelbar  nach 
Nr.  454  oder  vermittelst  des  Kreises  vor.  Ersteres  Verfahren  ist 
zweckmäßig  wenn  n  =  2"»  oder  ==  3  •  2"*,  wobei  m  eine  ganze  Zahl. 
letzteres  in  den  anderen  Fällen. 
Fig.  264.  1)  Unmittelbares  VerfaJiren,  a)  wenn  n  =  2^.  Man  halbirt  den 
Bogen  AqAq  (die  ganze  Kurve  /c),  indem  man  A^Aq  (die  Tangente 

Fig.  264. 


l\      / 


Q 


^^.^' 


der  ü)  mit  j>  in  £  schneidet,  von  hier  die  zweite  Tangente  an  k 
legt,  welche  im  Halbirungspunkte  A^  berührt.  Die  Gerade  A^A^ 
schneidet  die  |?  in  D,  und  die  beiden  Tangenten  aus  2)  an  fc  liefern 
die  weiteren  Halbirungspunkte  A^j  A^\  DA^A^  und  EA^A^  schnei- 
den sich  im  Pole  P  der  p  und  der  Punktreihe.  Da  nun  das  um- 
schriebene Vierseit  dem  aus  der  Gleichteilung  des  Kreises  ent- 
stehenden umschriebenen  Quadrate  entspricht,  so  erhält  man  die 
folgenden  Halbirungen  der  Teile,  durch  die  Diagonalen  jenes  Vierseits 
in  A^y  -^3,  ^5,  A^^  welche  Diagonalen  die  p\wF  und  6r  treffen.  Die 
Tangenten  aus  ¥  und  G  an  k  liefern  die  Abbildung  des  regelmäßigen 
Achtecks  des  Kreises  und  seine  Diagonalen  die  16-Teilung  des  k  u.  s.  w. 
b)  Ist  n  =  6,  so  teile  man  k  zuerst  von  A^  aus  (eine  Figur  ist  nicht 
verzeichnet)  in  A^  in  zwei  projektiv  gleiche  Teile  vermittelst  A^AqE 
und  EA^f  bestimme  auf  ^^3  den  Pol  P  der  jp,  und  beachte,  daß 
bei  der  Sechsteilung  des  Kreises  eine  Sehne  A^'  Ar,'  den  Halbmesser 
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P'Aq  halbirt.  Man  bestimme  daher  unf  Ä^PA^D  die  beiden  Punkte, 
welche  von  D  bezw.  durch  P,  Aq  und  P,  A^  harmonisch  getrennt 
sind-,  die  aus  E  nach  ihnen  gezogenen  Strahlen  liefern^  nebst  Aq,  A^, 
die  Sechsteilung  des  h  Durch  fortgesetztes  Halbiren  erhält  man 
3  •  2"»  Teile. 

2)  Mittelst  des  Kreises.  Nachdem  man,  wie  soeben  P  und  D,  JE^,Fig.264. 
Ff  G  auf  p  bestimmt  hat,  so  daß  vier  Strahlen  aus  P  nach  diesen 
Punkten  die  Achtteilung  auf  k  bewirken,  beschreibe  man  über  DE 
und  FG  als  Durchmesser  je  einen  Kreis,  deren  einer  Schnittpunkt 
P'  sei,  ziehe  aus  P'  Halbstrahlen,  welche,  ausgehend  von  dem  Halb- 
strahle P'DAoj  den  vollen  Winkel  von  360^  in  n  gleiche  Teile 
teilen,  und  lege  durch  deren  Schnittpunkte  mitjp  die  entsprechenden 
Halbstrahlen  aus  P,  so  teilen  diese  den  k  von  A^  aus  in  n  pro- 
jektiv gleiche  Teile.  Denn  durch  drei  Paare  entsprechender  Strahlen 
aus  P  und  P',  wozu  sich  noch  ein  vierter  harmonischer,  von  jenen 
abhängiger  gesellt,  welche  nach  den  vier  harmonischen  Punkten 
2),  E,  F,  G  laufen,  ist  die  projektive  Beziehung  zwischen  k  und  ¥ 
hergestellt  (wobei  sich  die  Achtteilung  überträgt);  die  durch  die 
Teilung  der  360®  und  des  Kreises  auf  der  unendlich  fernen  Geraden 
p'  hervorgebrachte  Punktreihe  ist  aber  perspektiv  auf  p  übertragen. 

458.    Satz.    Eine   cyklisch -projektive  Punktreifie  mit  einem  ein- Fig.  266. 
zigen  Grenzpunkte  J.»  auf  einem  KegeUehnitte  k  ist  harmonisch,  d.  h. 


irgend  drei  auf  einander 
folgende  Punkte  A^^A^,  A^ 
und  der  Grenzpunkt  A^ 
liegen  harmonisch;  die  Reihe 
kann  durch  Projektion  einer 
harmonischen,  insbesondere 
einer  gleichgeteilten  Punkt- 
reihe  einer  Geraden  aus  A^ 
erhalten  werden. 

Bew.  Die  Axe  p  der 
Punktreihe  berührt  in  die- 


Fig.  265. 


A. 


nun  -42-4j 


und 


sem  Falle  den  Kegelschnitt  k  in  A^.  Da  sich 
AiA^  in  einem  Punkte  D  der  p  schneiden,  so  sind  A^A^A^A^ 
vier  harmonische  Punkte  (301;  348,  3)),  die  aus  jedem  Punkte  des 
k,  so  auch  aus  A^  auf  eine  Gerade  g  in  vier  harmonische  Punkte 
JBjJBgPjJSoo  projicirt  werden.  Ist  g\\p,  so  liegt  JB«,  im  Unendlichen, 
und  es  ist  Pi-B2  ^==  -^2^3?  ^^^^  irgend  zwei  benachbarte  Strecken 
auf  g  sind  einander  gleich. 

469.   Segriff  und  Satz.    Die  Projektion  einer  cgklischrprojektivenTig.iGe. 
Punktreihe  eines  Kegelschnittes  k  aus  ihrem  Pole  P  auf  denselben 
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Kegelschnitt  ist  wieder  eine  cyklisch-projektive  Punktreihe ,  welche  mü 
der  ersteren  p  zur  KoUineationsaxe  und  mit  ihr  P,  p,  -4_«  7  ^<»  <^^ 
Pol,  Axe  und  Grenzpunkte  gemein  hat  Zwei  entsprechende  Punkte 
sollen  mit  derselben  Stellenzahl  bezeichnet  werden.  So  A^,  A^\  A^,  An* 

Fig.  266. 


Es  ist  nämlich  hierbei  die  Projektion  von  k  mit  dem  Mittel- 
punkte P  und  der  Axe  p  der  KoUineation  wieder  k  (346,  Ende), 
woraus  alle  Aussagen  folgen. 

'Beide  Beihen  heißen  einander  Jiarmonisch  zugeordnet,  und  liaben  die 
Eigenschaft^  daß  zwei  entsprechende  Punkte  An  9  An  derselben  durdi  zwei 
projektiv  gleich  weit  abstehende  Punkte  der  einen  oder  der  andern  Reihe^ 
nämlich  durch  An^i,  An^i,  oder  durch  Än^i,  Än+i  harmotmch  getrennt 
sind.  So  A^,  A^  durch  A^A^\  A^,  A^-^  A^\  AI  u.  s.  w.  Denn  A^A^^ 
A^A^..,  gehen  mit  A^A^  durch  denselben  Punkt  D  der  p  (451);  durch 
D  gehen  auch  A^A^  und  A^A^  ...  als  den  ersteren  Linien  entspre- 
chend;  daher  ist  D  der  Pol  von  A^A^,  woraus  der  Satz  folgt  (343,  3)). 

Schneiden  «cÄ  bei  zweien  harmonüsdi  zugeordneten  cyklisch-projek- 
tiven  Punktreihen,  die  sidh  unter  einander  entsprechenden  Liniefi  AmAn 
und  A'mA'n,  sowie  An+iAn—i  und  A'm-^iÄn-i  in  dem  Punkte  D  der  Axe, 
so  scJineiden  sidi  die  bei  der  Projektion  der  k  aus  P  auf  sich  sdbst 
sich  ebenfcdls  unter  eiiiander  entsprechenden  Linien  Am  An  und  Ä^An, 
sowie  Am-\-iAn-.i  und  Am+iAn^i  in  dem  Punkte  D'  der  Axe,  welcher 
zu  D  in  Bezug  auf  k  konjugirt  ist. 

So  gehen  AiA^,  A^A^,  A^A^,  A^A^  durch  D,  daher  A^A^, 
A^A^,  A^A^,  A>A^  durch  IX.  —  Denn  das  Viereck  A^A^A^A^' 
zeigt,  daß  PDU  ein  Polardreieck  zu  k  ist. 
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2!u$,  Es  projiciren  sich  daher  beide  zugeordnete  Reihen  aus 
jedem  Punkte  der  p  auf  einander^  wenn  dieser  Punkt  auf  der  Ver- 
bindungslinie eines  Punktes  der  einen  mit  einem  Punkte  der  andern 
Eeihe  liegt. 

460.  Satjs,  Eine  cyklisch-projektive  Funhtreihe  eines  Kegelschnittes 
ist  durch  vier  beliebige  Punkte  von  ihr  selbst  oder  von  der  ihr  liarmo- 
nisch  zugeordneten  Beihe  bestimmt ^  m  welchen  die  Stellenzahlen  gegeben 
sind.  Die  Konstruktion  der  Puhktreihe  kann  im  ailgemeinen  nur 
anniiherungsweise  ausgeführt  werden. 

Bew.  Sind  A^,  Äi,  Amy  An  die  gegebenen  Punkte  ein  und  derselben 
Reihe  y  wobei  die  Punkte  Äi,  Am  An  in  demselben  Sinne  bezw.  um 
Ij  m,  n  Teile  von  Aq  entfernt  sind,  so  schätze  man  zwei  Punkte 
An—m}  Am—i  ein;  dann  sind  die  Schnittpunkte  von  AqA^  mit  An—mAm 
und  von  A^Am  mit  Am—iAi  zwei  angenäherte  Punkte  der  Axe  p 
(450).  Betrachtet  man  ihre  Verbindungslinie  als  angenäherte  Axe 
und  teilt  mit  dieser  den  Bogen  A^An  in  n  projektiv  gleiche  Teile, 
in  welche  Teilung  aber  dann  die  Punkte  Ai  und  Am  im  allgemeinen 
nicht  hineinpassen  werden,  so  kann  man  verbesserte  Lagen  von  An—m 
und  Am—i  angeben,  wodurch  man  eine  neue  jp  erhält;  und  so  fährt  man 
unter  Benutzung  von  Fehlerkurven,  welche  durch  die  Abstände  der 
gegebenen  und  der  durch  Teilung  erhaltenen  Punkte  Ai  und  Am  als 
Fehler  erhalten  werden,  fort,  bis  die  Fehler  verschwinden,  —  Sind 
unter  den  vier  gegebenen  Punkten  auch  solche  der  harmonisch  zu- 
geordneten Reihe,  z.  B.  A],  Am,  so  schätze  man  Ai,  Am  ein;  dann  sind 
die  Pole  von  AiA'i  und  von  Am  Am  die  angenäherten  Punkte  der  p. 

461.  Begriff.   Zwei  cyklisch-projektive  Punktreihen  AyA^ . . ,  wndFig.aei. 
B^B^ .  . .  desselben  Kegelschnittes  k  sollen  pj«  267. 

projektiv  gleich  oder  kurzweg  gleich  heißen, 
wenn  sie  dieselbe  Axe  p  (und  dann  auch 
dieselbefi  Grenzpunkte  A^^  und  A^)  be- 
sitzen  und  unter   einander  projektiv  sind, 

so  daß  (-4_-x  •  •  •  -^1-42-^8-^4  •  •  •  -4«)  = 
{A^aa    .  •  B^B^B^B^ . . .  A^),    Dann  soll 

auch  jeder  Teil  der  einen  Reihe  mit  jedem  der  anderen  projektiv 
gleich  heißen,  und  ebenso  zwei  Stücke  beider  Reihen  mit  der- 
selben Anzahl  von  Teilen;  so  A^A^  =  A^A^  =  ' '  *  ==  B^B^  = 
J8gjB3  =  ---,  AmAm±i=^  BnBn±i'  Harmouisch  zugeordnete  Reihen 
sind  projektiv  gleich,  so  A^A^  , , ,,  A^ A^ ,  . .  der  Fig.  266,  weil  sie 
sich  in  einander  projiciren. 

Die  projektiv  gleichen  Reihen  sollen  gleicligerichtet  Jieißefi,  wenn 
sie  bei  zunehmenden  Stellenzahlen  nach  demselben  Grenzpunkte  hin  ge- 
richtet sind.    Sind  die  Grenzpunkte  reell,  so  können  die  Reihen  gleichen 
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oder  ungleichen  Sinn  der  Bewegung  auf  h  besitzen.  Letzteres  findet 
z.  B.  bei  harmonisch  zugeordneten  Reihen  (Fig.  266)  statt.  Sind 
aber  die  Grenzpunkte  imaginär,  so  nennen  wir  die  Reihen  gleich- 
gerichtet, wenn  sie  gleichen  Sinn  auf  Je  besitzen,  weil  dies  bei  den 
harmonisch  zugeordneten  Reihen  mit  imaginären  Grenzpunkten  der 
Fall  ist  (da  hier  P  im  Inneren  von  k  liegt),  und  weil  sich  ergeben  wird, 
daß  nur  solchen  Reihen  die  übereinstimmenden  Eigenschaften  mit  den 
gleichgerichteten  bei  reellen  Grenzpunkten  zukommen.  Daher  sind  die 
beiden  imaginären  Grenzpunkte  -4—«  und  A^  durch  die  beiden  Be- 
wegungssinne  auf  k  unterschieden ,  indem  der  eine  Bewegungssinn  nach 
dem  einen,  der  andere  nach  dem  anderen  Grenzpunkte  hin  gerichtet  ist. 
462.    Satz.   Auf  einem  Kegelschnitte  k  ist  die  zu  einer  gegebenen 

4  cyklisch'prqjektiven  Punktreihe  A^A^  - .  *  gleiche  Reihe  B^B^ , , .  durch 
einen  einzigen  ihrer  Punkte  B^...  bestimmt,  und  es  schneiden  sich,  wenn 
die  Beihen  durch  die  Stellenzcdilen  gleichgerichtet  gemacht  werden^  die 
Geraden  A^Bn  und  Am+iBn—i  in  einem  Punkte  D  der  Axe  p.  Aus 
diesem  Punkte  projiciren  sich  die  Punktreihen  AmAm^iAm-\-2  •  •  •  ««rf 
J?„J?„_iJ?„_2 . . .  auf  einander  und  bilden  eine  Involution, 

Fig.  267.  Bew,  Sind  die  Grenzpunkte  reell ,  so  ist  nach  dem  Begriffe  der 
gleichen  gleichgerichteten  Reihen 

(-^— X.  •••  AmAfn-\.l  ...  ATn-{-l  ..•  ^ao)  ^^^  \A — ^^  ...-/^n  —  iJjn—i^i  ...  X>||...^ac>^. 

Ist  ein  Punkt  Bn  der  zweiten  Reihe  gegeben,  so  sind  mit  den  Grenz- 
punkten drei  Paare  entsprechender  Punkte  gegeben,  also  ist  die  zweite 
Reihe  durch  die  erste  bestimmt.  Die  gemein tchafblichen  Grenzpunkte 
sind  auch  die  Doppelpunkte  beider  Reihen,  p  =  A^^A^  ist  die 
Axe  derselben,  auf  welcher  daher  der  Schnittpunkt  D  von  AmB^ 
und  Am^iBn—i  liegt  (326,  Ende). 
Fig.  268.  Sind  die  Grenzpunkte  imaginär,  so  kann  man,  wenn  von  der  zweiten 
Reihe  der  Punkt  B^  gegeben  ist,  jedenfalls  eine  zu  der  Reihe  der -4  gleiche 

und  gleichgerichtete  cyklisch-projektive 
Reihe  erhalten,  wenn  man  B^  mit  einem 
beliebigen  Punkte  A^  der  ersten  Reihe 
verbindet,  A^B^  mit  j9  in  2>  schneidet, 
und  aus  D  die  Reihe  der  A  auf  k  pro- 
jicirt,  so  daß  die  Strahlen 2) -lg,  DA^ ... 
die  Punkte  B^,  B^..,  bestimmen.   Diese 
Punktreihe  B^B^  , .  .  ist  mit  derjenigen 
der  A   als   ihre    Projektion   projektiv, 
und  daher  ebenfalls  cyklisch-projektiv  5  ihre  Axe  ist  die  der  p  ent- 
sprechende Linie,  also  wieder  p,  weil  p  als  Strahl   aus   dem  Pro- 
jektionsmittelpunkte D  sich  selbst  entspricht. 

Eine  andere  mit  A^A^ . . ,  gleiche  cyklisch-projektive  Punktreihe 


Fig.  268. 


.^j 
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mit  dem  Punkte  B^  kann  es  aber  nicht  geben.  Denn  wäre  J51C2C3 . . . 
eine  solche  Reihe,  die  den  gleichen  Sinn,  wie  ^^^2  •  •  •  ^^^  daher  auch 
wie  JBj^-Bg  . . .  hätte,  so  wäre  {B^B^ . ,  ^  =  {Ä^Ä^,. .),  {B^C^ . . .)  = 

{A^A^  . .  .)>  daher  auch  {B^C^C^  •  •  •)  "^^  (J^i^s-^s  •  •  •)•  B^ide  letztere 
Reihen  haben  B^  zu  einem  Doppelpunkte,  müßten  daher  noch  einen 
zweiten  von  JB^  getrennten  oder  mit  ihm  zusammenfallenden  be- 
sitzen. Projicirt  man  nun  k  in  einen  Kreis  Je,  wie  es  in  Nr.  455 
geschehen  ist,  so  daß  dem  p  und  P,  die  unendlich  ferne  Gerade  p 
und  der  Kreismittelpunkt  P'  entsprechen,  so  würden  jenen  beiden 
Reihen  der  B  und  der  C  zwei  Reihen  der  B'  und  C  auf  1c  ent- 
sprechen, deren  jede  unter  einander  gleiche,  aber  von  denen  der 
anderen  verschiedene  Teile  besäße  (Po'JB/=  JB/JB2',  (^o^i^'^i^zt 
B^B^  ^  B^'C^).  Außer  in  dem  Punkte  B^'  könnten  sie,  da  sie 
gleichgerichtet  sind,  keinen  Doppelpunkt  besitzen,  da  sich  zwei  ent- 
sprechende Punkte  immer  mehr  von  einander  entfernen-,  und  auch 
in  jenem  Punkte  kann  man  sich  keine  zwei  Doppelpunkte  vereinigt 
denken.  Denn  die  Axe  beider  Reihen  wäre  dann  die  Tangente  des 
Kreises  im  Doppelpunkte  B^\  und  mit  dieser  sind  die  Linien  Bq  B./ 
und  CqC^'  parallel;  daher  könnten  sich  B^C^  und  B^'Cq  nicht  auf  der 
Tangente  treffen,  wie  es  nach  Nr.  326  (Ende)  notwendig  wäre.  Daher 
kann  es  auf  Je  außer  der  Reihe  B^B^.,,  keine  andere  mit  A^A^,.. 
gleiche  cyklisch- projektive,  den  Punkt  By  enthaltende  Puuktreihe 
geben.  Diese  beiden  Reihen  projiciren  sich  aber  aus  dem  Punkte 
Dy  welcher  sich  als  Schnittpunkt  von  p  mit  der  Verbindungslinie 
irgend  eines  Punktes  (wie  J5,)  der  einen  mit  irgend  einem  (wie  A^ 
der  anderen  Reihe  ergab,  auf  einander,  und  bilden  daher  eine  In- 
volution mit  dem  Mittelpunkte  D. 

Zus.  Irgend  zwei  Bogen  eines  Kegelschnittes  Jz  heißen  in  Bezug 
auf  eine  Axe  p  projeJctiv  gUicJi,  wenn  sie  sich  aus  einem  Punkte 
dieser  Axe  auf  einander  projiciren.  Sie  sind  dann  Teile  zweier 
gleichen  cjklisch-projektiven  Reihen. 

463.  Hilfssatz.  Zwei  Gegetiseiten  AÄ,BB^  eines  in  einen  Kegel'Tie.2B9. 
scJmitt  eingeschriebenen  VterecJcs  AA'BB"  herüJiren  denselben  Kegel- 
schnitt ly  welcher  in  Bezug  auf  eine  durch  den  ScJinittpunJct  F  zweier 
anderen  Gegenseiten  AB>y  A'B  des  VierecJcs  beliebig  gezogene  Gerade 
p  und  deren  Pol  P  zu  Je  als  Axe  und  MittdpiinJct  der  KoUineation 
mit  Je  perspeJetiv  liegt  j  und  daher  den  Je  in  den  Punkten  M  und  N 
der  p  berührt. 

Bew.  Der  zu  Je  in  Bezug  auf  p  und  P  als  Axe  und  Mittel- 
punkt der  KoUineation  Perspektive  Kegelschnitt  l  berührt  den  Je 
in  M  und  N  und  ist  durch  eine  Tangente  AA'  bestimmt.  Es 
ist   also    nur  zu  beweisen,  daß  er   auch   die   BB"   berührt.     Aus 
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dem  Schnittpunkte  F  von  AR,  AB  ist  h  mit  sicli  selbst  per- 
spektivy  und  die  EoUineationsaxe  ist  die  Polare  von  F  zu  k,  geht 
also  durch  den  Pol  P  der  p  und  durch  den  Schnittpunkt ,  iS  Yon 
AA'  und  BR.    Bei  dieser  Perspektive  aus  F  entspricht  der  Ge- 

Fig.  269. 


raden  AA'  und  ihrem  Schnittpunkte  D  mit  |)  die  Gerade  BR  und 
ihr  Schnittpunkt  .E  mit  p.  Daher  entsprechen  sich  auch  die  aus 
D  und  E  tjx  Je  gezogenen  Tangenten  paarweise,  bo  DT  und  ET, 
und  ihr  Schnittpunkt  T  liegt  daher  auf  der  EoUineationsaxe  PS. 
Femer  entspricht  bei  der  Perspelctive  von  it  und  l  (aus  P  und  p) 
der  Tangente  DT  an  k  die  Tangente  DS  an  l,  dem  Punkte  Tder 
Punkt  S  (weil  PST  eine  Gerade),  und  der  Tangente  TE  an  k  die 
Gerade  SEBR,  welche  daher  eine  T.angente  an  l  ist^  was  zu  bew.  war. 

464.  Satz,  Alle  Sehnm  zu  Bogen  eines  Kegelschnittes  k,  die  in 
Be::iy  auf  eine  Axe  p  eitunnder  projektiv  gleidi  sind,  werden  von  einem 
Kegelschnitte  l  eingehüllt,  der  eu  k  in  Bezug  auf  p  und  ihren  Pol  F 
m  k  als  Axe  und  Mittelpunkt  der  Kollineation  perspektiv  liegt  tmd 
den  k  in  seinm  SdmittpupMeti  mit  p,  d.  i.  in  den  Grenepunkten  der 
thirch  p  und  jette  Boge%^  bestimmten  cyklisA -projektiven  Punktreihen 
berührt.  Denn  zwei  solche  Teile  AA',  BB'  projiciren  sich  (462)  aus 
einem  Punkte  F  der  p  auf  einander  (463).^) 

Mittelst  des  Kegelschnittes  /  kann  man  gladie  Teile  auf  k  tceiter 
ttxigi^  durch  einen  dem  k  eingeschriebenen  und  dem  l  umschriebenen 
Yieleckszug. 

*)  Ebenso  folgt  aus  dem  Hilfesatxe  der  Sats:  Sind  ABC. . .,  ABC  . . . 
rNTt  rH  WmiiNf<T  pn\ftktirt  IStHktrtihrH  anf  tinrm  Kegth^nUU  k,  so  werden 
iik  Vrrhindmm^iHitH  jr  «rriVr  entspttd^end^i  ^imkir  AA,  BB^,  CC .  .  .  von 
eiHrm  Ktg<ischmttf  I  ciHt^huUt^  NY/cft<T  mit  k  im  Bf^ng  amf  die  Axe  p  beider 
Beihien  «ih«?  dtrfH  i\4  P  zh  k  pt^ni^p^ktit  /iV«^,  nmd  thn  k  in  den  Doppelpunkten 
M  nmi  A*  b*^irr  Etihcn  b^rnkri.  Denn  AB^^  A'B  scbaeiden  sich  in  einem 
Punkte  F  der  |»  v^-^  Ende^, 
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465.  Sats^  Ist  eine  Schaar  von  Kegelschnitten  durch  eine  der 
Kurven  b  und  die  Mittelpunkte  Ä,  Ä^  der  Büschel  gemeinsam  Jconju- 
girier  Strahlen  gegeben  (425),  so  erhält  man  die  beiden  durch  einen 
beliebigen  Punkt  Q  der  Ebene  gehenden  Kurven  der  Schaar ^  wenn  man 
QAj  QA^  mit  b  bezw,  in  den  Punkten  Bq  und  Bq  schneidet,  von 
diesen  Punkten  a/n  Teile  weiter  trägt,  die  beliebig  groß  aber  unter  einander 
in  Bezug  OMf  die  Axe  AA^=  p  projektiv  gleich  sind,  walurcfi  man  die 
gleichen  cyktisch-projektiven  Punktreihen  B^^B^B^ . . .,  BL^B^B^  . .  • 
erhält,  und  diese  durch  StraJdenbüschel  bessw.  au^  A  und  Aj^  projicirt; 
die  Schnittpunkte  der  Strahlen  ABq,  AB^  . , .  bezw.  mit  denen  A^B^, 
A^Bi  . . .  gehören  dann  dem  einen,  und  ihre  Schnittpunkte  bezw,  mit 
A^Bq,  -4|-BLi  . . .  dem  anderen  der  beiden  durch  Q  gdienden  Kegel- 
schnitte der  Schaar  an.  Dieselben  Strahlenbüschel  bestimmen  zugleich 
alle  die  Kurven,  welche  durch  den  Schnittpunkt  irgend  eines  StraJdes 
des  einen  mit  irgend  einem  Strahle  des  andern  Büschels  gehen, 

Bew.  Denn  weil  jede  Kurve  der  Schaar  mit  b  perspektiv  liegt, 
sowohl  aus  A  wie  aas  A^  als  Eollineationsmittelpunkt,  so  werden 
die  gleichen  Punktreihen  auf  b  in  zwei  gleiche  cyklisch- projektive 
Punktreihen  auf  jede  der  anderen  Kurven  projicirt,  welche  alle 
AAi  =p  zur  Axe  haben.  Und  da  diese  Reihen  Q  oder  einen  jener 
anderen  Schnittpunkte  zu  einem  gemeinsamen  Punkte  haben,  fallen 
sie  ganz  in  einander  (462),  oder  die  entsprechenden  Strahlen  der 
Büschel  schneiden  sich  auf  einer  Kurve  der  Schaar.  ^ 

466.  Ist  ein  bestimmter  Ausgangspunkt  Q  nicht  gegeben,  so 
kann  man  beide  Punktreihen  auf  b  in  eine  einzige  zusammenfallen  lassen, 
die  man  aus  A  und  aus  A^  projicirt. 

Um  ein  regelmäßiges  Netz  (434)  zu  erhalten,  bei  welchem  jeder 
Strahl  aus  A  und  jeder  aus  Ai  zugleich  durch  einen  Punkt  der  ur- 
sprünglichen und  einen  der  harmonisch  zugeordneten  Reihe  auf  b  geht 
(welche  Reihen  sich  aus  P,  A  und  A^^  auf  einander  projiciren),  bestimme 
man  ein  Paar  Punkte  beider  Reihen  durch  A  und  eines  durch  A^.  Ist 
der  Punkt  A  (oder  A^)  ein  innerer  zu  6,  so  schneidet  die  PA  den  b  in 
zwei  Punkten  der  harmonisch  zugeordneten  Reihen,  ist  A  ein  äußerer 
Punkt,  so  thut  dies  die  Polare  von  A,  weil  sie  durch  P  geht.  Die 
beiden  so  erhaltenen  Punkte  einer  jeden  der  beiden  Reihen  kann  man 
nun  entweder  als  auf  einander  folgende  ansehen  und  damit  die  Reihe 
fortsetzen,  »der  man  kann,  um  das  Netz  engmaschiger  zu  machen, 
den  zwischenliegenden  Bogen  zuerst  in  eine  Anzahl  projektiv  gleicher 
Teile  teilen,  am  bequemsten  in  2"^  (454). 

Dabei  kann  man  stets  einen  Kreis  V  zu  Grunde  legen,  auf  wel- 
chen man  einen  willkürlich  gegebenen  oder  einen  ausgewählt  ge- 
dachten Kegelschnitt  b  projektiv  bezieht.     Schneidet  die  AA^  «»jp 
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den  willkürlichen  b  in  reellen  Grenzpankten  B^^,  JS«,  so  kann  man 
b'  über  B^^B^o  als  Durchmesser  ziehen  und  p  als  EoUineationsaxe 
zwischen  b  und  b'  benutzen.  Schneidet  AA^  =»  p  den  b  nicht,  so 
müßten,  wenn  ein  regelmäßiges  Netz  erhalten  werden  sollte,  PA 
und  BAi  den  b  in  Punkten  schneiden,  welche  einer  Gleichteilung 
des  Umfangs  von  b  angehörten,  was  im  allgemeinen  nicht  der  Fall 
ist.  Man  verfahre  daher  wie  in  Nr.  442  und  benutze  keine  will- 
kürliche  Grundkurve  6.  Vielmehr  beziehe  man  das  Kegelschnitt- 
büschel,  das  durch  je  zwei  reelle  Tangenten  aus  A  und  A^  an  die  Kur- 
ven der  Schaar  bestimmt  ist,  projektiv  auf  ein  Kegelschnittbüschel,  d&s 
durch  einen  Ejreis  b\  eine  Teilung  desselben  in  eine  gerade  Anzahl 
gleicher  Teile  und  die  unendlich  fernen  Punkte  Ä  und  A^  be- 
stimmt ist,  wovon  jeder  der  Schnittpunkt  zweier  parallelen,  den 
Kreis  in  Teilungspunkten  berührenden  Tangenten  ist.  Die  aus  Ä 
und  A^'  nach  den  Teilungspunkten  von  b'  gezogenen  Strahlen  bilden 
dann  zwei  kongruente  Parallelstrahlenbüschel,  welche  man  projektiv 
in  Ay  Ai  überträgt,  indem  man  noch  der  Geraden  p  die  p  ent- 
sprechen läßt.  Diese  Strahlenbüschel  bilden  das  Netz.  —  Bei  Kegel- 
schnittbüscheln verfährt  man  reciprok, 

XVn.  Imaginäre  Projektion  zweier  Büsohel  oder  zweier  Schaaten 
von  Kegelschnitten  anf  einander,  wenn  die  Anzahlen  ilirer  reellen 

Grandelemente  verschieden  sind. 

467.  Betrachten  wir  zuerst  die  Kegelschnittbüsdhel,  Wir  werden 
finden,  daß  ebenso  wie  gleichartige  Büschel,  d.  h.  solche  mit  der- 
selben Anzahl  reeller  Grundpunkte,  sich  stets  in  gewohnlicher  Weise 
auf  einander  projiciren  lassen  (394),  dies  bei  imgleichartigen  Büscheln 
durch  eine  Imaginärprojektion  möglich  ist,  und  zwar  zum  Teil  durch 
eine  gegen  die  frühere  (400  ff.)  etwas  verallgemeinerte. 

Wegen  jener  Eigenschaft  der  gleichartigen  Kegelschnittbüschel 
genügt  es,  eine  einzige  Lage  der  Grundpunkte  zu  betrachten.  Symme- 
trisch in  Bezug  auf  zwei  Axen  ist  die  quadratische  Lage;  symmetrisch 
nur  für  eine  Axe,  aber  einfach  durch  die  Kreisgestalt  aller  Kurven 
ist  das  hier  gewählte  Kreisbüschel.  Indem  wir,  wie  bisher,  je  zwei 
Grundpunkte  als  Doppelpunkte  einer  Involution  auf  je  einem  der 
Fig. 270. geradlinigen  Träger  a  und  a^  bestimmen,  nehmen  wir,  wie  in 
Nr.  395,  2)  und  3),  den  einen  a  der  Träger  im  Endlichen,  den 
andern  a^  im  Unendlichen  an;  der  Schnittpunkt  von  a  und  a^  sei 
P  (im  Unendlichen),  zu  P  sei  A  auf  a  und  A^  auf  a^  zugeordnet, 
so  daß  AA^  die  Polare  p  von  P  in  Bezug  auf  das  Büschel  ist;  es 
steht  hier  p  A^a.  Die  beiden  reellen  oder  ideellen  Grundpunkte 
auf  a  sind  2>  und  JS,  wobei  EA  =  AD]  die  beiden  auf  a,  sind  F 
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und  G,  wobei  ^  GAA^  ==  ^  AiAF'^ib".  Sind  F  und  G  reell, 
so  werden  zugeordnete  Punkte  auf  a,  durch  StrahleD  projicirt,  die 
mit  AF  (und  AG)  gleiche  Winkel  bilden,  sind  F,  G  imaginär, 
durch  auf  einander  senkrechte  Strahlen.  In  Bezug  auf  reell  und 
ideell  sind  vier  Fälle  möglich:  1)  D,  E  und  F,  G  reell;  2)  J),  E 
und  F,  G  ideell;  3)  B,  E  reell,  F,  G  ideell;  4)  Z»,  E  ideell,  F,  G 
reell.  In  jedem  Falle  erhält  man  eine  Kurve  des  Büschels  (352),  indem 
man  irgend  eine  Gerade  m  zieht,  dieselben  mit  a  in  J,  mit  a,  in 
c7,  schneidet,  auf  a  zu  J  den  zugeordneten  Punkt  K,  auf  a,  zu  J^ 
Fig.  270. 


den  zugeordneten  £^  bestimmt,  und  KK,  =  n  zieht,  welche  Cierade 
die  zu  JtT,  zugeordnete  heißen  soll.  JJ,  und  KK^  schneiden  dann 
die  p  in  zwei  Punkten  H,  H^  und  sieb  unter  einander  in  Z;  die 
drei  Punkte  B,  H,,  L  und  die  Taugeuten  HP,  H,P  bestimmen  eine 
Kurve  des  Büschels,  von  welchen  weitere  Punkte  erbalten  werden 
als  Schnittpunkte  von  Strahlen  aus  H  und  ZT,,  welche  die  a  (und 
auch  die  a,)  in  zugeordneten  Punkten  treffen.  Man  erhält  dadurch 
in  den  Fällen  1)  JJ,,  KK,  =  n,  die  Kurve  HH,LDEFG;  2j  JJ„ 
K'K^=n',  HH^L^^,  3)  JJ,,  KK;  =  n',  HH^L'DE;  4)  ./J,, 
E'E^  =  n",  HH^L"'FG.  Die  Kurven  (1)  und  (4),  für  welche  die 
unendlich  fernen  Punkte  F,  G  reell  sind,  sind  gleichseitige  Uyper- 
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beln,  und  entstehen  durch  zugeordnete,  also  gleichgeneigte  Strahlen 
gegen  Ä  F  (und  Ä  G)  aus  H  und  5^ ,  bezw.  H  und  H^*  Die  Kurven 
(2)  und  (3)^  für  welche  F,  G  ideell,  sind  Kreise  und  entstehen  durch 
zugeordnete,  also  auf  einander  senkrechte  Strahlen  aus  H  und  H^, 
bezw.  H  und  H^- 

468.  Zur  Bestimmung  der  auf  p  liegenden  Scheitel  Hy  H^,  S^ 
benutzt  man  am  besten  als  zugeordnete  Punkte  auf  a  die  Punkte 
D,  J)  oder  E,  E,  wenn  D,  E  reell,  und  die  Punkte  D,  J5,  wenn 
D,  E  ideell  sind.  Man  erhält  dann  im  ersten  Falle  durch  DU, 
BH^f  gleichgeneigt  gegen  DG,  die  Punkte  fi'und  Sj,  im  zweiten  Falle 
durch  EH^  _L  DH  die  Punkte  H  und  Hy  Sie  sind  dieselben,  weil 
^  FEH^  ^^H^BG  =  ^  GDHy  und  weil  im  ersten  und  dritten 
Winkel  FE  ±  GD,  daher  auch  EH^  J_  DH.  Ebenso  erhält  man  im 
dritten  Falle  H  und  H^  durch  BH^  _L  BH,  und  im  vierten  Falle 
dieselben  Punkte  JS  und  fl^  durch  BH  und  -BS^  gleichgeneigt  gegen 
BG.  Es  ist  dann  auch  EH^  ||  DS^,  Dfi^  ||  EH^,  AH^  =  fi^  A  Die 
auf  p  liegenden  Schnittpunkte  Q.von  BF  und  EGy  und  R  von 
IX'f  und  JSjP  sind  die  reellen  Doppelpunkte  der  Involution  der 
Punktepaare  HH^  und  Eckpunkte  des  gemeinschaftlichen  Polar- 
dreiecks PQB  der  Kegelschnittbüschel  1)  und  2);  zugleich  sind  sie 
die  ideelle  Darstellung  der  imaginären  Doppelpunkte  der  Invo- 
lution HH^  und  der  auf  p  liegenden  imaginären  Eckpunkte  des 
Polardreiecks  der  Büschel  3)  und  4). 

Weil  die  Geraden  JJ^,  KK^  die  p  stets  in  reellen  Punkten 
schneiden,  diese  aber  dem  zu  bestimmenden  Kegelschnitte  angehören, 
so  erhält  man  durch  die  Konstruktion  der  vorigen  Nr.  alle  die 
Kegelschnitte  der  viererlei  Büschel,  welche  p  in  reellen  Punkten 
schneiden,  fQr  welche  daher  P  ein  äußerer  Punkt  ist.  Dies  gilt 
aber  für  alle  Kurven  der  drei  letzten  Arten  von  Büscheln,  weil  bei 
ihnen  wenigstens  eine  der  Geraden  a,  a^  eine  äußere,  also  P  ein 
äußerer  Punkt  und  p  eine  schneidende  Gerade  ist;  während  bei  der 
ersten  Art  es  auch  Kurven  gibt,  welche  P  zu  einem  inneren  Punkte 
haben,  wie  die  Hyperbel  BBEB^  Für  diese  kann  man  BF  und 
EG  oder  BG  und  EF  als  die  beiden  Träger  der  Grundpunkte  an- 
nehmen, wobei  l\p  durch  Qj  q  oder  i?,  r  ersetzt  werden.  Für  die 
verschiedenen  Lagen  dieser  Kurven  (gleichseitige  Hyperbeln)  be- 
wegt sich  der  Mittelpunkt  von  Q  durch  A  nach  R:  fdr  die  Hyper- 
beln BHKH^  bewegt  er  sieh  von  R  durch  A^  nach  Q. 

469.  Hierdurch  ist  eine  übereinstimmende  Entstehungsweise 
aller  Arten  von  Kegelsohiüttbüscheln  gegeben.  Man  bemerkt  aber 
einen  engeren  Zusammenhang  der  verschiedenen  Arten.  Zonächst 
erkennt  man,  *iof*  iik  Kr^l^mUhnscinl  \J^  mit  rier  ndkn  m%d  die 
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(2)  mit  vier  imaginären  Grundpunkten  gegenseitig  Imaginärprojektionen 
sifüi.  Nachdem  man  die  vier  reellen  und  die  vier  ideellen  Grund- 
punkte auf  einander  projicirt  hat;  sind  die  Büschel  in  perspektiver 
Lage  oder  konjugirt  (403)  in  Bejsug  auf  den  Schnittpunkt  P  der  beiden 
Träger  der  Paare  von  Grundpunkten  und  dessen  Polare  p.  Von  den 
Kurven  der  Büschel,  welche  die  p  in  reellen  Punkten  H,  H^  schnei- Fig. 270. 
den,  wie  von  der  Hyperbel  HH^  und  dem  Kreise  HH^,  leuchtet 
dies  ein,  da  die  ideelle  Axe  der  ersteren  auch  der  auf  HH^  senk- 
rechte Durchmesser  des  letzteren  ist.  Die  anderen  Kegelschnitte 
des  ersteren  Büschels,  welche  also  die  p  nicht  schneiden,  wie 
DBFEB^Gy  haben  in  Bezug  auf  P,p  die  imaginären  Kegelschnitte 
des  zweiten  Büschels  zur  Projektion,  wie  in  Nr.  417  für  den  reci- 
proken  Fall  nachgewiesen  wurde,  wie  aber  auch  unmittelbar  ein- 
leuchtet, da  die  Imaginärprojektion  des  Kegelschnittes  BB  aus 
seinem  inneren  Punkte  P  ein  imaginärer  Kegelschnitt  ist  (406),  der 
durch  die  fraglichen  vier  imaginären  Grundpunkte,  den  Imaginär- 
projektionen von  JD,  E  und  2^,  6r,  geht. 

Ferner  sind  die  Kegelschnittbüschel  (3)  mit  den  reellen  Grund- 
punkten 2),  E  und  den  ideellen  JP,  G  und  (4)  mit  den  ideellen  D,  E 
und  den  reellen  Fy  G  gegenseitig  konjugirt  in  Bezug  auf  P,  p,  wie 
dies  der  Kreis  HH^  und  die  gleichseitige  Hyperbel  HH2  zeigen. 

470.  In  etwas  erweiterter  Weise  muß  die  Imaginärprojektion 
eines  Kegelschnittbüschels  (1)  mit  vier  reellen  oder  (2)  mit  vier 
imaginären  in  ein  solches  (3)  oder  (4)  mit  zwei  reellen  und  zwei 
imaginären  Grundpunkten  aufgefaßt  werden.  Vergleichen  wir  eine 
Kurve  HHj^  des  Büschels  (1)  (D,  E,  F,  G  reell),  d.  i.  eine  Hyperbel, 
mit  derjenigen  HH^  des  Büschels  (3)  (D,  E  reell ,  F,  G  ideell),  d.  i. 
einem  Kreise,  welche  Kurve  mit  der  ersteren  einen  Scheitel  H  auf  p 
gemein  hat.  Jeder  der  beiden  Kegelschnitte  entsteht  aus  dem 
Büschel  der  Strahlen  aus  H  und  aus  dem  Büschel  der  zu  diesen 
Strahlen  konjugirten  Strahlen,  als  entsprechenden;  letzteres  Büschel 
ist  JSi  bei  der  Kurve  von  (1),  H2  bei  der  von  (3);  wobei  zu  be- 
achten, daß  H^Ä  =  AH2  (468).  Da  beide  Kegelschnittbüschel  (1) 
und  .(3)  die  Involution  DE  =  a  gemein  haben,  so  müssen  die  dem 
Strahle  HJir  konjugirten  Strahlen  ff.KL  für  (1)  und  H^KL'' 
für  (3)  durch  denselben  zu  J  konjugirten  Punkt  K  der  a  gehen, 
oder  die  Strahlenbüschel  H^  und  H2  müssen  perspektiv  mit  der 
Axe  DE^=^a  sein.  Bei  der  Projektion  von  (1)  und  (3)  auf  ein- 
ander ist  daher  CD  =»  a  KoUineations-  oder  Projektionsaxe  der 
erzeugenden  Strahlenbüschel. 

Die  Mittelpunkte  dieser  Strahlenbüschel,  H  und  H^  bei  (1), 
H  und  JJg   bei  (3),  sind  zugeordnete  Punkte  zweier  Involutionen; 
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Hj  H^  von  einer  ungleichlaufenden  mit  den  reellen  Doppelpunkten 
Q,B]Hj  H^  von  einer  gleichlaufenden  mit  den  ideellen  Doppelpunkten 
Qf  B.  Diese  Involutionen ,  welche  auf  derselben  Geraden  liegen  und 
das  Punktepaar  AA^  gemein  haben,  sind  Imaginärprojektionen  von 
einander,  wobei  A  als  Mittelpunkt  und  A^  als  ein  Punkt  der  Eol- 
lineationsaxe  oder  umgekehrt  Aj^  als  der  erstere  und  A  als  der 
letztere  Punkt  angesehen  werden  kann.  Es  findet  hier  eine  der- 
artige Erweiterung  des  Begriffes  der  Imaginärprojektion  statt,  daß 
nicht  nur  die  Doppelpunkte,  sondern  auch  die  ganzen  die  Doppel- 
punkte bestimmenden  Involutionen  sich  auf  einander  projiciren. 

Wählt  man  nun  für  die  Mittelpunki^e  der  erzeugeugenden 
Strahlenbüschel  Aj  A^  und  A,  A^  unter  den  beiden  möglichen  An- 
nahmen der  Projektiousaxe  dieselbe,  welche  für  die  einzelnen  Strahlen 
der  Büschel  die  einzig  mögliche  ist,  nämlich  a,  und  daher  Aj^  als 
Projektionsmittelpunkt,  so  erhält  man  entsprechend  für  die  viererlei 
Projektionen  der  verschiedenen  Arten  von  Kegelschnittbüscheln  auf 
einander  folgende  Mittelpunkte  und  Axen  der  Projektion  der  er- 
zeugenden Strahlenbüschel  auf  einander: 

bei  (1)  und  (3),  sowie  bei  (2)  und  (4):    A^^  und  a, 
bei  (1)  und  (4),  sowie  bei  (2)  und  (3):    A    und  a^. 
Daher  gilt:   Die  Kegelsclmittbüsdiel  mit  pier  oder  null  reellen  Ortnid- 
punkten  und  die  mit  zwei  reellen  Grundpunkten  sind  Projektionen  von 
einander  vermittelst  der  Imaginärprojektion  der  Strahlenbüsdielf  welche 
die  Kurven  der  KegelschniUhüsdiel  erzeugen. 

471.  Die  in  den  beiden  vorhergehenden  Nummern  angewendeten 
verschiedenartigen  Imaginärprojektionen  «lassen  sich  unter  dem  zu- 
letzt beachteten  allgemeineren  Gesiclitspunkte  der  Imaginärprojektion 
der  erzeugenden  Strahlenhüschel  vereinigen,  so  daß  sich  beiderlei  Fälle 
nur  durch  den  Ort  des  Mittelpunktes  und  der  Axe  der  EoUineation 
unterscheiden.  Wir  wollen  den  früheren  Fall,  worin  Eegelschnitt- 
büschel  (1)  und  (2)  (mit  vier  oder  null  reellen  Grundpunkten)  oder 
(3)  und  (4)  (mit  zwei  reellen  Grundpunkten)  auf  einander  projicirt 
werden,  mit  I,  den  Fall,  worin  (1)  oder  (2)  auf  (3)  oder  (4)  pro- 
jicirt wird,  mit  II  bezeichnen.  Im  I.  Falle  ist  P  der  Mittelpunkt 
und  p  die  Axe  der  EoUineation.  Daher  projiciren  sich  die  auf  p 
liegenden  Punkte  einer  Kurve  in  sich  selbst,  so  H,  H^  bei  (1)  und 
(2) ,  Hy  J?2  bei  (3)  und  (4),  während  sich  die  auf  irgend  einem  aus 
P  gezogenen  Strahle,  so  auf  a  und  a^,  liegenden  ungleichlaufenden 
Punktinvolutionen  in  gleichlaufende  und  umgekehrt  projiciren,  wobei 
sich  die  reellen  Doppelpunkte  in  ideelle  und  umgekehrt  verwandeln. 
Indem  wir  aber  früher  nur  die  Doppelpunkte  beachteten,  projiciren 
wir  nun  alle  Punktepaare  der  einen  Involution  in  diejenigen  der  anderen. 
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Lassen  wir  die  Eurven  aus  den  StrahlenbQBcheln  ihrer  auf  jj  liegenden 
Punkte  entstellen,  so  gehen  zwei  entsprechende  Strahlen  in  (1), 
nämlich  HLJJ^,  H^^LKK^  durch  die  zugeordneten  Punkte  J  und  K 
der  unglejcUaufendeu  Involution  auf  a  und  durch  die  J,,  A',  der  a„ 
während  sie  bei  (2)  HVJJy  und  HyL'K' E^  sind  und  durch  zwei 
zugeordnete  Punkte  der  gleichlaufenden  Involutionen  auf  n  und  a, 
gehen,  so  daß  bei  der  Projektion  von  (1)  und  (2}  auf  einander  wirklich 
der  Umtausch  dieser  Involutionen  stattfindet.  Dasselbe  gilt  bei  (3) 
und  (4)  mit  HL"JJ^,  H^L' KK^  und  HV'JJ^,  H^L'" K' K,. 

Dieses  Grundsätzliche  ist  das  Gemeinsame  der  Imai/inärprojck- 
tionen  in  beiden  Fällen.  VcrschiedüH  ist  nur  die  Lage  des  Mittelpunktes 
und  der  Axe  der  KoUineation  gegen  das  Grundeiereck  d/s  liiiscfuis. 
Im  I.  Falle  sind  es  P  und  p,  im  II.  ^,  und  a  (oder  A  und  n,).  Im 
I.  bleiben  die  auf  |>  liegenden  Mittelpunkte  der  erzeugenden  Strahlen- 
bUschel  durch  die  Projektion  ungeändert,  aber  die  auf  a  und  a, 
liegenden  Involutionen,  deren  zugeordneten  Punkte  entsprechende 
Strahlen  der  erzeugenden  StrahlenbQschel  bestimmen,  wandeln  sich 
um.  Im  IL  Fatleändem  sich  die  auf  p  liegenden  Mittelpunkte  der  er- 
zeugenden Strahlenbtlschel,  sowie  die  auf  Oj  liegenden  Grundpuiikte, 
aber  die  Punkte  auf  a,  welche  entsprechende  Strahlen  bestimmen, 
bleiben  ungeändert. 

473.  Es  bleibt  nun  noch  übrig,  die  im  I.  Falle  vorkommende 
Entstehung  von  imaginären  Kegelschnitten  unter  diesem  Gesichts- 
punkte zu  verfolgen.  Bei  I  werden  die  Kegelschnitte  durch  Strahlen- 
btlschel erzeugt,  deren  Mittelpunkte  auf  p  liegen,  lu  (1)  gibt  es 
aber  Kurven,  wie  SBSjE,  welche  die  p  in  imaginären  Fuiiktm 
schneiden,  und  diese  Punkte  müssen  nun  als  Mittelpunkte  der  Stralilcn- 
büscliel  benutzt  werden.  Dieselben  sind  die  Doppelpunkte  der  Invo- 
lution auf  p,  von  der  man  zugeordnete  Punkte  U,  Uj  erhiUt,  wenn 
mau  einen  beliebigen  Punkt  S  der  Kurve  aus  den  Grundpunkten  I),  E 
der  a  auf  p  projicirt,  da  DE  und  p  kunjugirte  Gerade  sind  (347); 
der  Punkt  S,  der  Kurve,  welcher  auf  PS  liegt,  liefert  ebenfails  ü 
und  Ui-  Umgekehrt  kann,  man  aus  U  und  U,  die  Punkte  D  und 
£  nach  S  und  S^  projiciren,  und  aus  jedem  Punktepaare  Uli,  der 
Involution  p  erhält  man  aus  D,  E  zwei  neue  Punkte  S,  Ä',  der  Kurve. 
Soll  nun  das  Büschel  (1)  auf  (2)  projicirt  werden,  so  bleibt  auf  p 
die  Involution  UU^  ungeändert,  die  reellen  Punkte  D,E  werden 
aber  ideelle,  so  daß  sich  auf  die  Gerade  SS^  eine  zu  der  Involution 
a  projektive  Involution  projicirt,  welche  daher  S,  iS,  zu  ideellen 
Doppelpunkten  haL  Es  ergibt  sich  also  als  Imaginärprojektion  der 
Kurve  DSS^E  eine  imaginäre,  von  welcher  die  gegebene  in  Uezu)^ 
auf  P,  p  die  ideelle  Darstellung  ist,  wie  es  die  Nr,  469  fordert 
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473.   In  reciproker  Weise  sind  die  vier  Arten  der  EegelschniU- 
schaaren  durch  die  inyolutorischen  Strahlenbüschel  Äy  Ä^  bestimmt, 
Fig.  271.  mit  den  unter  45®  gegen  AÄ^  geneigten  reellen  oder  ideellen  Doppel- 
strahlen  d,  e;  ff  g.     Durch   einen  beliebigen  Punkt  M  gehen   aus 


Ä,Aj^  die  Strahlen  i,ii]  und  deren  konjugirte  Strahlen  k,  h'\  i^h^ 
bestimmen  paarweise  die  zu  M  konjugirten  Punkte  N^  N\  N",  K'\ 
wodurch  sich  MN^  MN\  MN'\  MN'"  als  Tangenten  an  je  eine 
Kurve  von  jeder  Art  von  Schaaren  ergeben.  Die  Strahlen  PM  «=  Ä, 
PNlf  ^=\y  PN" N"'  =  h^  bestimmen  die  Scheitel  der  Kurven 
auf  p.  Es  sind  wieder  einerseits  die  Schaaren  der  ersten  und  zweiten 
Art  von  einander^  und  die  der  dritten  und  vierten  Art  von  einander 
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Imaginärprojektionen  in  Bezug  auf  Pyp.  Nennt  man  nun  von  einem 
der  Kegelschnitte;  z.  B.  von  dem  durch  MN  berührten,  die  aus  P 
an  denselben  gezogenen  Tangenten  h  und  \  die  Träger  der  erzeu- 
genden Punktreihen,  weil  die  auf  ihnen  liegenden  projektiven  Punkt- 
reihen der  M  und  N  durch  die  Verbindungslinien  MN  entsprechender 
Punkte  den  Kegelschnitt  erzeugen,  so  sind  andererseits  die  Kegel- 
schnitte der  ersten  und  zweiten  Art  mit  denen  der  dritten  oder 
vierten  Art  vermöge  dieser  erzeugenden  Punktreihen  h,  \  und  h,  h, 
imaginärprojektiv,  wobei  die  Reihen  sich  in  gewöhnlicher  Weise  aus 
A  oder  -4^,  die  Träger  dagegen,  —  welche  als  h,  h^  oder  h,  \ 
Paare  von  Strahlen  involutorischer  Strahlenbüschel  aus  P  bilden, 
deren  reelle  oder  ideelle  Doppelstrahlen  g,  r  (r  im  Unendlichen) 
sind,  —  sich  in  imaginärer  Weise  in  Bezug  auf  A  und  A^P^  oder 
in  Bezug  auf  A^  und  AP  als  Mittelpunkt  und  Axe  der  KoUineation 
auf  einander  projiciren. 


VII.  Abschnitt. 
Beleuchtungslelire  mit  ihrer  Anwendang  auf  ebenflächige  KSrper. 

L  PhysikaliBOhe  Grundlage  der  BeleuGhtungslolue. 

474.  Um  durch  die  Abbildang  eines  Gegenstandes  auf  das 
Auge  einen  Eindruck  hervorzubringen;  der  mit  dem  von  ihm  selbst 
hervorgebrachten  möglichst  übereinstimmt,  muß  neben  der  Form 
auch  seine  Färbung  nachgebildet  werden,  welche  durch  die  Farbe 
und  den  Helligkeitsgrad  bestimmt  ist.  Die  Farbe  lassen  wir  bei 
Seite,  aber  den  Helligkeitsgrad  wollen  wir,  soweit  es  auf  einfache 
Weise  möglich  ist,  darzustellen  suchen,  wobei  wir  zunächst  Licht 
und  Schatten  unterscheiden  müssen. 

Eine  Lichtquelle  sendet  nach  allen  Richtungen  lAchtstraJUen  aus 
die  sich  in  einem  durchsichtigen  und  gleichförmigen  Mittel  gerad- 
linig fortpflanzen.  Als  ein  solches  Mittel  dürfen  wir  die  Luft  bei 
so  wenig  dicken  Schichten  annehmen,  wie  sie  hier  in  Betracht 
kommen.  Trifft  ein  Lichtstrahl  auf  die  Oberfläche  eines  undurch- 
sichtigen Körpers,  so  ist  dieser  an  der  Stelle  des  Auftreffens  durch 
jene  Lichtquelle  heimeiltet  Schneidet  die  verlängerte  Linie  des 
Lichtstrahls  nochmals  die  Oberfläche  desselben  oder  eines  anderen 
Körpers,  so  sind  die  Körper  in  allen  diesen  folgenden  Schnitt- 
punkten in  Bezug  auf  die  fragliche  Lichtquelle  im  Schatten,  und 
zwar  im  Eigen-  oder  Selbstschatten ^  wenn  die  Linie  aus  dem  Inneren 
des  Körpers  ins  Äußere  tritt,  im  Schlagschatten j  wenn  aus  dem 
Äußeren  ins  Innere.  Der  Kegel  oder  die  Pyramide  der  die  Ober- 
fläche berührenden  oder  streifenden  Lichstrahlen  schließt  hinter  dem 
Körper  den  Scltattenraum  ein  und  enthält  die  Licht-  und  Schättefi- 
grenzen j  und  zwar  bilden  die  Berührungs-  oder  Streifpunkte  die 
Eigenschatte^igrenze,  der  Schnitt  des  Kegels  mit  der  Oberfläche  eines 
zu  zweit  getroffenen  undurchsichtigen  Körpers  die  SchlagschaUen' 
grenze.  Bei  Lichtquellen,  die  als  unendlich  fern  angesehen  werden 
müssen,  wie  die  Sonne  für  Schattenkonstruktionen  auf  der  Erdober- 
fläche, geht  jener  Kegel  in  einen  Cylinder  über. 

Rein  geometrisch  genommen  stimmt  leuchtender  Punkt,  Eigen- 
und  Schlagschattengrenze  mit  Auge,  wahrem  und  scheinbarem  Umriß 
überein. 

476.  Die  HelligJceit,  in  der  uns  eine  Stelle  der  Oberfläche  eines 
Körpers  erscheint,  hängt  einerseits  von  der  BescJuiffenheit  des  Auges, 
andererseits  aber  von  der  Menge  der  Lichtstrahlen  ab,  welche  von 


VII,  476—476.    Physikalische  Grundlage  der  Beleuchiüngslehre.      391 

dieser  Oberfläche  auf  gleiche  Flächenteile  der  Netzhaut  geworfen 
werden.  Diese  Lichtstrahlenmenge  hängt  aber  zunächst  von  der 
Stärke  der  Beleuchtung  ab,  welche  die  Fläche  durch  eine  ursprüng- 
liche Lichtquelle  und  durch  die  Reflexe  anderer  beleuchteten  Flächen 
erhält,  sodann  von  dem  Bückstrahlungsvennögen,  das  im  allgemeinen 
mit  der  Richtung  des  zurückgeworfenen  oder  Sehstrahles  gegen  die 
Oberfläche  wechselt,  und  endlich  auch  unter  umständen  von  der  Ent- 
fernung des  Gegenstandes  vom  Auge,  Bestimmen  wir  zuerst  die  Be- 
leuchtungsstärke  einer  Fläche. 

Besitzt  eine  Lichtquelle  L  einen  Abstand  r  von  einem  Flächen- Fig.  378. 
elemente/*;  ist  b  der  Einfallswinkel ,  d.i.  der  «. 

Winkel  des  einfallenden  Lichtstrahls  mit  der  \ 

Flächennormale,   und   legt  man  aus  L  als  \^,2i^-r--T7 

Mittelpunkt  zwei  Kugeln  mit  den  Halb-  '^""^^^^^^z^j^S^'^ 
messern  r  und  1,  so  sind  die  Flächeninhalte  /  ] 

der  Ausschnitte,  welche  der  Kegel  des  auf 
f  auffallenden  Lichtbüschels  aus  beiden  Kugeln  bildet,  bezw.  f  cos  e 

und  -^  /^cos  £,  und  daher  die  Menge  6  der  die  f  beleuchtenden  Strahlen 

h  =  L-^f  cos  £, 

wenn  L  die  Lichtstärke  der  Lichtquelle  bedeutet,  d.  i.  die  Menge 
der  Lichtstrahlen,  welche  sie  auf  die  Flächeneinheit  jener  Kugel 
vom  Halbmesser  Eins  wirft.  Die  Menge  der  Lichtstrahlen,  welche 
auf  die  Flächeneinheit  der  Fläche  f  fällt,  nennt  man  die  Beleuch- 
tungsstärke B  der  Fläche  in  /*,  und  sie  ist 

-n         h  T  COS  e 

ij  =  --^  =  X/  — 5— • 

f  r- 

Die  Beleuchtungsstärke  eines  Fläctmielementes  ist  daJier  mit  der  Stärke 
der  Lichtquelle,  mit  dem  Cosinus  des  Einfallsudnkels  des  Lichtstrahles 
und  umgekehrt  mit  dem  Quadrate  der  Entfernung  des  Elementes  von 
der  Lichtquelle  proportional. 

Ist  r  sehr  groß  im  Verhältnis  zu  den  Maßen  des  beleuchteten 
Körpers,  wie  der  Abstand  der  Sonne  von  der  Erde  im  Verhältnis  zu 
deren  Maßen,  so  ist  L:r^  =  L'  als  beständig  anzusehen,  und  es  gilt 

B  =  L'  cos  s. 
Dabei  ist  L'  die  Lichtmenge,  welche  in  einem  Parallellichtbüschel 
von  einem  senkrechten  Querschnitte  gleich  der  Flächeneinheit  ent- 
halten ist,  während  L'  cos  £  den  senkrechten  Querschnitt  des  auf  die 
Einheit  der  Fläche  f  fallenden  Lichtbüschels  ausdrückt. 

476.  Von  den  auf  einen  Körper  auffallenden  Lichtstrahlen 
wird  ein  Teil  von  demselben  als  Licht  unwirksam  gemacht,  ab- 
sorbirt,  ein  anderer  Teil  zurüekgeworfcUy  reflektirt,  und  bei  durch- 
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sichtigen  Körpern  ein  Teil  durchgelassen.  Die  Art  der  Zarückwer- 
fung  hängt  von  der  Oberflächenbeschaffenheit  ab,  welche  man  als 
spiegelnd  und  als  rauh  oder  matt  unterscheidet.  VoUkommen  spie- 
gelnd nennt  man  die  Oberfläche  eines  Körpers ,  wenn  derselbe  einen 
auffallenden  Strahl  in  einer  einzigen  Richtung  zurückwirft^  Es  ge- 
schieht dies  nach  dem  Spiegelungsgesetze  ^  nach  welchem  der  Ein- 
fallswinkel £  und  der  Ausfallswinkel  a  gleich  sind  und  in  derselben 
Ebene  liegen.  Die  Flächennormale  halbirt  daher  den  vom  ein- 
fallenden und  zurückgeworfenen  Strahle  gebildeten  Winkel.  In  diesem 
Falle  sieht  man  an  jeder  Stelle  der  Oberfläche  das  Spiegelbild  eines 
anderen  Gegenstandes.  Die  Glanapunkte  sind  solche  ^  in  welchen  sich 
ein  Licht  spiegelt.  —  Bauh  oder  matt  nennt  man  die  Oberfläche 
eines  Körpers ,  wenn  er  das  Licht  nach  allen  Richtungen  zerstreut^ 
und  vollkommen  rauh  oder  matt  wollen  wir  die  Oberfläche  nennen, 
wenn  sie  in  allen  Sehrichtungen  gleich  hell  erscheint,  also  gar  keine 
Spiegelung  zeigt.     In  Wirklichkeit  gibt  es  keine  solchen  Körper. 

477.  Unter  der  Hdligkeit  eines  Oberflädienelementes  f  eines  Kör- 
pers verstellen  unr  die  Menge  der  von  f  auf  die  Netzhaut  des  Auges 
gesendeten  Lidites,  geteiU  durch  die  Größe  der  Fläche  des  Netehaut- 
bildes  von  /*.  Als  Einheit  der  Helligkeit  nehmen  wir  in  jedem  Falle 
die  einem  bestimmten  Körper  unter  bestimmten  Umständen  zu- 
kommende an;  meist  diejenige,  welche  ein,  nur  zu  denkender,  yoU- 
kommen  matter  bei  senkrechter  Sonnenbestrahlung  (und  jeder  Seh- 
richtung) zeigt,  wenn  er  das  Rückstrahlungsvermögen  Eins  besitzt, 
d.  h.  alle  auf  ihn  fallende  Lichtstrahlen  wieder  zurückstrahlt.  Man 
nennt  eine  Lichtmenge  2,  3,  ...  nmal  so  groß  als  eine  andere, 
wenn  sie  durch  gleichzeitige  Einwirkung  von  2,  3, . .  ;  n  Lichtquellen 
hervorgebracht  wird,  welche  derjenigen  des  ersten  Falles  gleich 
sind.  Es  gelten  nun  folgende  durch  Beobachtung  und  durch  Folge- 
rung bewiesene  Sätze: 

1)  Die  Helligkeit  ist  unabhängig  von  der  Entfernung  des  Gegen- 
standes vom  AugCj  wenn  die  zwischenliegende  Luft  klar  und  die  Ent- 
fernung nicht  mehr  als  500  Meter  beträgt,  so  daß  die  unvollkommene 
Durchsichtigkeit  der  Luft  nicht  merklieh  wird.  Auf  dieser  Voraus- 
setzung beruhen  viele  allgemein  gebräuchliche  Lichtmessungen.  Da 
aber  in  manchen  Werken  über  Beleuchtungslehre  schon  bei  Abstands- 
unterschieden von  weniger  als  einem  Meter  Helligkeitsunterschiede 
angenommen  werden,  hat  der  Verfasser  folgenden  Versuch  ausgeführt. 
Ich  stellte  zwei  gleiche  Gipsplatten  in  gleicher  Sehrichtung  in  Ab- 
ständen vom  Auge  auf,  die  bezw.  1,6  und  4,7  Meter  betrugen,  und 
ließ  jede  durch  eine  Stearinkerze  senkrecht  beleuchten.  Die  eine  der 
Kerzen  wurde  dann  so  lange  verschoben,  bis  beide  Platten  gleich  hell 
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erschienen ,  oder  bis  ihre  Bilder,  die  benachbart  waren,  zu  einem  un- 
geteilten yerschmolzen ;  um  dies  zu  erreichen,  ist  es  vorteilhaft,  die 
Bilder  durch  zwei  unter  einander  parallel  vor  das  Auge  gehaltene 
Brettchen  gleich  breit  einzurahmen.  Es  zeigte  sich  nun,  daß  der  Licht- 
abstand von  der  entfernteren  Platte  70  cm,  von  der  näheren  67  cm 
betrug;  es  wurde  also  sogar  die  nähere  Platte  durch  ein  etwas  näheres 
Licht  beleuchtet,  als  sie  gleich  hell  erschien.  Doch  liegt  der  Unter- 
schied ganz  innerhalb  der  Fehlergrenze.  Eine  Überlegung  führt  zu 
demselben  Ergebnisse,  indem  sie  zeigt,  daß  eine  Fläche  im  doppelten 
Abstände  \  der  Lichtmenge  durch  die  Pupille  in  das  Auge  sendet, 
aber  auch  ein  Bild  von  ^  der  Flächengröße  auf  der  Netzhaut  erzeugt, 
wie  im  einfachen  Abstände,  so  daß  die  Helligkeit  in  beiden  Fällen 
dieselbe  ist.  —  In  Bezug  auf  den  Grad  der  Durchsichtigkeit  der  Luft 
fand  Bouguer*)  auf  Grund  von  Messungen  an  dem  Monde  in  zwei 
verschiedenen  Höhen  desselben,  daß  die  Helligkeit  eines  im  Zenith 
stehenden  Gestirnes  durch  den  Durchgang  durch  die  Atmosphäre  0,19 
ihrer  Stärke  verliert,  während  Lambert*'^)  bei  offenbar  anderer  Luft- 
beschaffenheit diesen  Unterschied  =  0,41  fand.  Da  nun  der  Atmo- 
sphäre gleiche  Masse  und  Lichtabschwächung  zukommt,  wie  einer 
Luftschicht  von  der  gleichförmigen  Dichtigkeit,  wie  auf  der  Erdober- 
fläche, und  von  einer  Höhe  von  8000  Meter  (gleich  dem  Produkte 
der  Höhe  der  Quecksilbersäule  im  Barometer  in  das  Verhältnis  der 
Dichtigkeit  des  Quecksilbers  zu  dem  der  Luft  «=  0,76  m  X  10500), 
so  findet  man  unter  Anwendung  des  logarithmischen  Gesetzes  der 
Lichtabschwächung,  daß  eine  Luftstärke  um  0,01  oder  lg  vermin- 
dert wird  durch  eine  Luftschicht  von  385  m  nach  Bouguer  oder  von 
154  m  nach  Lambert  (etwas  weniger  als  ^  bezw.  -^  von  8000  m). 
Femer  fand  der  Verfasser  an  zwei  Gipsplatten,  deren  eine  bei  wechseln- 
dem Lichtabstande  mit  der  festen  gleich  hell  erschien,  daß  zwei  schein- 
bar gleich  helle  Flächen  einen  wahrscheinlichen  Unterschied  von  0,02 
ihrer  Helligkeit  besitzen.  Daher  bewirkt  eine  zwischenUegende  Schicht 
klarer  Luft  von  2.385  =  770,  bezw.  2. 154  =  308,  oder  im  Mittel  von 
etwa  500  m  Dicke  keine  bemerkbare  Verminderung  der  Helligkeit. 

2)  Die  Helligkeit  steht  unter  sonst  gleichen  Umständen  mit  der 
Beleuchtungsstärke  in  Verhältnis.  Hiemach  müssen,  da  die  Beleuch- 
tungsstärke durch  ein  Licht  im  einfachen  Abstände  gleich  derjenigen 
von  vier  Lichtern  im  doppelten  Abstände  ist,  in  beiden  Fällen  unter 
sonst  gleichen  Umständen  auch  die  Helligkeiten  gleich  sein.  Und 
wirklich  fand  der  Verfasser  bei  senkrechtem  Beschauen  der  beiden 
Gipsplatten  und  bei  gleicher  Helligkeit  den  Abstand   des  einzelnen 

*)  Bouguer,  traiW  d'optique,  1760  (S.  332). 
**)  Lambert,  photometria,  1760  (§  886). 
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Lichtes  =  100  cm,  den  der  vier  Lichter  einmal  =  193  cm,  ein  an- 
deresmal  =  200  cm. 

478«  3)  Sodann  hängt  die  Helligkeit  von  der  Richtung  des  Sek- 
Strahles  ab.  Lambert  machte  hierüber  einen  Versuch*),  bei  dem  er 
zwei  ebene  an  einander  stoßende  Papierflächen  durch  ein  in  der 
Halbirungsebene  des  von  ihnen  gebildeten  Winkels  aufgestelltes 
Licht,  also  beide  ganz  gleichartig,  beleuchtete  und  beide  Flachen 
an  der  Grenzkante  gleich  hell  fand,  mochte  das  Auge  in  derselben 
Halbirungsebene,  oder  außerhalb  derselben  stehen.  Zur  genaueren 
Vergleichung  warf  er  durch  eine  an  die  Stelle  des  Auges  tretende 
Linse  die  Bilder  der  beiden  Papierflächen  auf  einen  weißen  Schirm, 
und  fand  dasselbe  Ergebnis.  Nach  diesem  Versuche  wäre  die  HelUg- 
Jceit  einer  rauJien  Körperoberfläche  unabliängig  von  der  AusfaUsrichtttng 
des  Lichtes,  insbesondere  von  dem  Ausfallswinkels  a. 

Da  das  Netzhautbild  eines  Flächenelementes  f  unter  sonst 
gleichen  Umständen  mit  cos  a  proportional  ist,  so  muß,  damit  die 
Helligkeit  dieselbe  bleibt,  auch  die  von  f  in  das  Auge  gesendete 
Lichtmenge  mit  cos  a  proportional  sein;  und  dies  drückt  das  Lam- 
bertsche  Gesetz  enxH,. wonach  die  Menge  des  von  einetn  Elemente  einer 
matten  Körperoberfläche  ausgesendetem  Liddes  unter  sonst  gleichen  Um- 
ständen mit  der  Größe  des  Flädwnelementes  und  mit  dem  Cosinus  des 
Äusfailswinkels  der  Lichtstrahlen  proportional  ist. 

479.  Einige  eingehendere  Versuche  über  den  Einfluß  des  Ein- 
und  Ausfallswinkels  (a,  a)  der  Lichtstrahlen  auf  die  Helligkeit  führte 
Bouguer  aus.  Er  stellte  ein  Licht  und  das  Auge  möglichst  nahe 
zusammen  und  ihnen  zwei  ebene  von  demselben  zu  untersuchende 
Stoffe  gleichartig  gebildete  Flächen  M  iind  N  gegenüber,  die  nähere 
M  unter  demselben  Ein-  und  Ausfallswinkel  €  in  der  Entfernung 
m  vom  Lichte,  die  entferntere  N  senkrecht  zu  den  Licht-  und  Seh- 
strahlen (f  =  a  =  0),  und  veränderte  deren  Entfernung  n  so  lange, 
bis  beide  Flächen  gleich  hell  erschienen.  Nimmt  man  als  Einheit  der 
Helligkeit  diejenige  einer  solchen  senkrecht  beleuchteten  Fläche  im 
Lichtabstande  1  an,  so  erscheinen  beide  Flächen  in  der  Helligkeit  l:n\ 
Wäre  für  die  M  das  ff  =  0,  so  würde  ihre  Helligkeit  =  1 :  m*  sein; 
bei  dem  vorhandenen  a  wird  sie  auf  1 :  n*  verkleinert,  so  daß  sich  die 
Helligkeiten  der  Jlf  bei  e  «=  £  und  a  =  0  wie  fi»- :  n*  verhalten.  Nach 
dem  Lambertschen  Gesetze  müßte  dieses  Verhältnis  =sco8£  sein;  Bou- 
guer**) fand  aber  für  drei  verschiedene  Stoffe  die  Werte  der  folgenden 
Tabelle,  in  welcher  zur  Vergleichung  auch  die  Werte  von  cos  c  und 
cos^  £  eingesetzt  sind.   Alle  diese  Zahlen  wurden  mit  1000  mnltiphcirt 

♦)  A.  a.  0.  §  700.  ^^,^^^ 

♦♦)  A.  a   0.  S.  165,  Jiell 
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Die  Beobachtungszahlen  sind  in  Fig.  273  auf  den  Strahlenlinien  Fig.  273. 
aufgetragen    und    durch   eine 
Kurve  verbunden;  dabei  ist  die 
auf  der  Fläche  AB  Senkrechte 
CZ)=  1000.  Man  sieht,  daß  das 
Lambertsche  Gesetz  mit  diesen 
Beobachtungen  nicht  überein- . 
stimmt;  nach  ihm  müßten  die 
Helligkeitszahlen  =  1000  cos  6,  *if  ^ 
also  die  Kurve  ein  Kreis  vom       \ 
Durchmesser  CD  sein.    Bou- 
guer  erklärt   die  Zerstreuung 
des  Lichtes  durch  eine  matte 
Oberääche,  indem  er  diese  aus 

Facetten  oder  ebenen  Flächen-  A  C  B 

Stückchen  bestehen  läßt,  die  alle  Richtungen  besitzen  und  das 
Licht  spiegeln.  Er  bestimmt  aus  seinen  Versuchen  die  Gesamt- 
große dieser  Flächen  für  jede  Richtung  und  will  daraus  die  Hellig- 
keit unter  allen  Umständen  berechnen,  wobei  er  aber  unbeachtet 
läßt,  daß  bei  zunehmendem  Einfallswinkel  des  Lichtes  gegen  ein 
solches  Flächenstückchen  die  Stärke  der  Spiegelung  in  hohem  Grade 
wächst,  indem  nach  seinen  eigenen  Versuchen  von  1000  einfallenden 
Strahlen  zurückgeworfen  werden  der  Reihe  nach  für  £  =  a  «=  0, 
20,  40,  60,  70,  80,  85,  87^*»  vom  Wasser:  18,  18,  22,  65,  145, 
333,  501,  614  (bei  ^^  721),  und  von  Glas  25,  25,  34,  112,  222, 
412,  543,  584  Strahlen. 

480.   Die  Beobachtungen  von  Bouguer  können  mit  dem  Lam- 
bertschen  Gesetze  nach  der  Meinung  des  Verfassers   in   folgender 
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Weise  im  Wesentlichen  in  Einklang  gebracht  werden.  Die  Ober- 
flächen der  wirklichen  Körper  liegen  zwischen  den  gedachten  toU- 
kommen  spiegelnden  und  Tollkommen  matten,  indem  sie  in  der 
Spiegelungsrichtung  der  Gesamtoberfläche  eine  mehr  oder  weniger 
starke  Spiegelung  zeigen,  die  man  glatten  Oberflächenstückchen  yon 
der  Richtung  der  Gesamtoberfläche  zuschreiben  wird.  Sucht  man 
daher  die  zurückgeworfenen  Lichtstrahlen  in  die  nach  dem  Cosinus- 
gesetz zerstreuten  und  die  nach  dem  Spiegelungsgesetz  gespiegelten 
zu  zerlegen,  so  kann  dies  dadurch  geschehen,  daß  man  einen  Kreis 
Fig.  273.  durch  die  Punkte  der  Kurve  legt,  welche  einem  größeren  Einfalls- 
winkel €  angehören.  Dies  gelingt  für  den  Gips  mit  einem  Kreise 
vom  Durchmesser  CD^  =  740,  und  dieser  Kreis  weicht  erst  bei 
Einfallswinkeln,  die  kleiner  als  20  bis  25^  sind,  merklich  von  der 
Kurve  ab.  Der  durch  740  cos  £  ausgedrückte  Teil  des  zurück- 
geworfenen Lichtes  ist  dann  zerstreut,  der  Rest  gespiegelt,  und  man 
bekommt  so  für  den  Gips  folgende  Zahlen: 


Einfalls-  und  AuafallBwinkel,  £  =>  a 

0« 

16^ 

30^ 
640 

46° 

eo«» 

7Ö'> 

Gesamtmenge  des  in  das  Auge  zu- 
rückgeworfenen Lichtes 

1000- 

762 

629 

352 

194 

Zerstreutes  Licht  =>  740  cos  e 

740 

715 

641 

523 

370 

192 

Gespiegeltes  Licht 

260 

47 

—  1 

6 

—  18 

2 

Das  gespiegelte  Licht  ist  in  der  Figur  durch  eine  besondere  Kurve 
CD2  dargestellt 

Weniger  gut  läßt  sich  diese  Zerlegung  für  mattes  Silber  und 
noch  weniger  gut  für  holländisches  Papier  vornehmen.  Hier  mag 
die  Unebenheit  der  Oberfläche  eine  Rolle  spielen,  wie  auch  Bouguer 
und  Zöllner*)  die  Erscheinung,  daß  der  Mond  gegen  den  Rand 
heller  ist,  als  in  der  Mitte,  während  er  nach  dem  Cosinusgesetze 
gegen  den  Rand  hin  eine  bedeutende  Verdunkelung  zeigen  müßte, 
solchen  Unebenheiten  oder  Buckeln  zuschreiben. 

481,  Der  Verfasser  hat  neuerdings  umfassendere  Versuche  über 
die  Helligkeit  von  mattem  Gipse  angestellt,  und  bei  jedem  der  an- 
gewendeten Einfallswinkel  die  Helligkeit  in  verschiedenen  Sehrich- 
tungen gemessen,  dabei  auch  in  solchen,  bei  welchen  die  Ausfalls- 
ebene nicht  mit  der  Einfallsebene  zusammenfällt.  Die  Bearbeitung 
dieser  Ergebnisse  und  ihre  Anwendung  auf  die  Kugel  soll  im 
IL  Bande  gegeben  werden.  Hier  will  ich  nur  Einiges  davon  milr 
teilen,  woraus  einige  Schlüsse  gezogen  werden  sollen.    Die  Hellig- 

*}  Zöllner,  phoiometrische  Untersuchungen,  1865. 
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keit  zeigte  sich  stets  am  größten  in  der  Spiegelungsrichtung  oder 
in  ihrer  Nähe.  Nimmt  man  als  Einheit  die  Helligkeit  JET  bei  e  = 
a  ^=  Of  so  ergab  sich,  daß  bei  6  =  0  die  Helligkeit  H  langsam  von 
1  bis  0,93  sank,  während  a  von  0  bis  60®  v^ruchs,  und  von  da  weiter 
sank  und  0,6  bei  a  =  86^«  erreichte.  Bei  £  =  30«  (cos  30®  =  0,87) 
war  H=  0,8  in  der  Spiegelungsrichtung,  0,9  bei  a  =  60®,  blieb  meist 
zwischen  0,76  und  0,9  und  sank  auf  der  Seite  des  einfallenden  Lichtes 
bis  0,47  bei  a  =  86^®,  während  sie  auf  der  Spiegelungsseite  =  0,7 
für  a  =  86^®  war.  Bei  a  =  60®  (cos  60®  =  0,5)  war  E=  1,0  in  der 
Spiegelungsrichtung,  blieb  meist  zwischen  0,45  und  0,55,  und  sank 
auf  der  Lichtseite  auf  0,3  für  86^®,  während  sie  auf  der  Spiege- 
lungsseite 0,9  für  86i®  war.  Bei  s  «-  75®  (cos  75®  =  0,26)  zeigte 
sich  in  der  Spiegelungsrichtung  ein  deutlicher  Glanz  von  der  Farbe 
des  (Stearin-)  Lichtes  mit  H  etwa  «=  2,  sonst  war  H  meist  zwischen 
0,2  und  0,3,  manchmal  bis  0,4;  bei  a  =  86^®  war  H  auf  der  Licht- 
seite =  0,2,  auf  der  Spiegelungsseite  1,9,  verbunden  mit  Glanz, 
neben  der  Glanzstelle  =  0,76.  Bei  €  =  86^®  (cos  86i®  =  0,07) 
zeigte  sich  ein  starker  Glanz  in  der  Spiegelsrichtuug  mit  H  etwa 
=  14,  neben  der  Glanzstelle  =  1,9,  auf  der  Lichtseite  war  H  =  0,04 
bei  a  =  86^®.  —  Die  gefundenen  Zahlen  stimmen  mit  denen  von 
Bougaer  für  größere  Werte  von  b  nahe  überein,  während  für  kleinere 
s  Bouguers  Zahlen  größer  sind.  Die  von  ihm  benutzten  Gipsplatten 
hatten  daher  ein  größeres  Spiegelungsvermögen  und  größere  Glätte, 
als  die  unsrigen.  Vielleicht  lassen  sich  unsere  Ergebnisse  einem 
einfacheren  Gesetze  unterordnen. 

482.  Will  man  nun  die  Helligkeit  eines  Körpers  möglichst 
naturgetreu  darstellen,  so  muß  man  eine  ausgedehnte  Versuchsreihe 
über  den  StofiP  und  die  Oberflächenbeschaffenheit  ausgeführt  haben. 
So  lange  diese  nicht  vorliegt,  sprechen  die  obigen  Beobachtungen 
dafür,  daß  unter  den  anzuwendenden  einfachen  Gesetzen  das  Lam- 
bertsche  Gesetz  der  Wahrheit  am  nächsten  kommt;  nach  demselben  ist 
H=^  Je  tose  zu  setzen,  worin  k  eine  Beständige,  so  daß  man  H 
mit  cos  £  proportional  nimmt.  Mit  dieser  Annahme  stimmen  die 
obigen  Zahlen  ziemlich  überein,  und  man  könnte  noch  eine  Ver- 
besserung dadurch  anbringen,  daß  man  den  Glanzpunkt  durch  einen 
helleren  Fleck  auszeichnet.  Nicht  aber  stimmt  mit  den  Beobach- 
tungen das  Gesetz  überein,  das  von  Schülern  Monges  (52)  und  Ton 
Burmester  bei  seinen  Isopheugen  (53)  angenommen  wurde,  wonach 
H  =^k  cos  £  cos  a  wäre  und  der  Umriß  dunkel  erscheinen  müßte. 
Wenn  auch  für  a  nahezu  =  90®,  H  auf  der  Lichtseite  etwas  kleiner 
wird,  so  wird  es  um  so  größer  auf  der  Spiegelungsseite. 

483*    Indem  wir  also  das  Lamhertsche  Gesetz  zu  Grund  legen. 
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wollen  wir  uach  ihm  zunächst  den  Begriff  des   ItückstrcMungsver- 

mögens  oder   der  Albedo   und    dann   die  Helligkeit  eines  Flächen- 

Fig.274.elemQntes  /  bestimmen.   Beschreibt  man  um  f  als  Mittelpunkt  fiber 

der  Ebene  von  /  eine  Halbkugel  JSK  mit  dem 
Halbmesser  Eins,  so  empfangt  ein  Flächen- 
Clement  f  derselben  Ton  f  durch  Bückstrah- 
lung eine  Lichtmenge 

h  =  fBc  cos  af\ 
wenn  B  die  Beleuchtungsstärke  Ton  f  (475), 
a  den  Ausfallswinkel  Sff  des  Strahles  ff 
mit  der  Normalen  fS  zu  /*,  und  c  eine  mit  dem  RQckstrahlungsyer- 
mögen  der  /*  in  Verhältnis  stehende  Unveränderliche  bedeuten.  Die  Be- 
leuchtungsstärke Ton  f  ist  daher  durch  h:f'=^  fBc  cos  a  ausge- 
drückt, oder  da  fBc  für  die  verschiedenen  Punkte  der  Halbkugel 
unveränderlich,  so  ist  diese  Beleuchtungsstärke  mit  cos  a  proportional, 
also  in  S  am  größten  und  in  J  und  K  (für  a  =  90^)  =  0.  Nun  ist 
f"  cos  a  gleich  der  Projektion  f"  von  f  auf  die  Ebene  von  f,  daher 
die  Summe  aller  von  f  gegen  die  Halbkugel,  d.  i.  der  überhaupt  von 
f  zurückgeworfenen  Lichtstrahlen  =  Uh  «=  2JfBcf"  =  fBcEf*'  =^ 
fBcjc,  da  £f"  gleich  dem  größten  Kugelkreise.  Dies  sagt,  daß  von 
/'  nach  allen  Seiten  ebenso  viel  Lichtstrahlen  zurückgeworfen  werden, 
wie  gegen  die  Fläche  tc  zurückgeworfen  würden,  wenn  diese  Fläche 
mit  jedem  ihrer  Punkte  in  der  Normale  fS  der  f  im  Abstände  Eins 
(in  S)  und  senkrecht  zu  dieser  Normale  aufgestellt  wäre.  Versteht  man 
nun  unter  dem  Bückstrahlungsvermögen  oder  der  Albedo  A  das  Ver- 
hältnis der  Menge  Sh  der  gesamten  zurückgeworfenen  zu  der  Menge 
der  aufgenommenen  Lichtstrahlen  /*JB,  so  ergibt  sich 


CÄ, 


n 


Um  die  Helligkeit  von  f  zu  bestimmen,  bezeichnen  wir  die  Ab- 
stände der  f  und  des  Netzhautbildes  der  f  vom  optischen  Mittelpunkte 
des  Auges  bezw.  mit  a  und  6,  die  Fläche  der  Pupille  mit  p,  eine  von 
der  Lichtschwächung  durch  den  Augapfel  abhängige  Yerhältniszahl 
mit  fi,  so  ist  die  Menge  h  der  von  f  durch  die  Pupille  auf  die  Netzhaut 
geworfenen  Strahlen,  indem  in  der  ersten  Formel  dieser  Nr.  p  in 
der  Entfernung  a  an  die  Stelle  von  f  in  der  Entfernung  Eins  tritt, 


A  p 


h  =  fB  — cos  a^^H, 


(1) 


0 

und,  da  die  Größe  des  Netzbautbildes  =  fcos  a    ,   ist,  die  Hellig 
keit  von  f 


H  =  h:  fcoa  u 


B 


A    p 


ft 


(2j 
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oder  da  (475)  JB  =  i  cos  £  :  r*, 

TT        L    A    p 
11=^—^ ^  tt  cos  £, 

und  für  Parallelbeleuchtung  (L  :  r^  ^=  L') 


H  =  L  — 


A   p 


n 


^  (l  COS  £, 


Wollen  wir  als  Einheit  der  Helligkeit  {H  =  1)  diejenige  einer 
Fläche  von  dem  Rückstrahlungsvermogen  ^  =>  1  annehmen^  welche 
von  der  im  Abstände  r  =  1  befindlichen  Lichtquelle  von  der  Licht- 
starke L  =  1  senkrecht  beschienen  wird  (b  =  0),  so  ergibt  sich 

l  =  ^|rf»,  (3) 

daher  aus  (2)  und  den  folgenden  Formeln,  für  Centralbeleuchtung 

JT«.  JB^=^cos£^,     *  (4) 

and  für  Parallelbeleuchtung 

H=BA  =  L'  cossA.  (5) 

Die  Formel  (4)  drückt  aus:  Nach  dem  Lambertschen  Gesetze  ist 
die  Helligkeit  eines  Flächenelementes  f  proportional  mit  der  Stärke  des 
hdeuchtenden  Lichtes^  umgekehrt  proportional  mit  dem  Quadrate  der 
Entfernung  des  Lichtes  von  /",  proportional  mit  dem  Cosinus  des  Ein- 
fallswinkels der  Lichtstrahlen  und  mit  dem  Eückstrahlungsvermögen 
von  f;  sie  ist  aber  unabhängig  von  dem  Ausfallswinkel  der  Licht- 
strahlen und  von  der  Entfernung  des  Auges  von  /",  unter  Voraussetzung 
einer  nicht  bemerkbaren  Lichtschwächung  durch  die  zwischenlie- 
gende Luft. 

484.  Ein  Körper  wird  außer  durch  eine  ursprüngliche  Licht- 
quelle auch  durch  zurückgeworfenes  oder  reflektirtes  Lidit,  das  von 
anderen  beleuchteten  Körpern,  insbesondere  der  Luft  herrührt,  er- 
hellt, und  die  Schattenteile  empfangen  ausschließlich  solches  Licht. 
Bei  Bestimmung  der  Beflexwirkungen  schließen  wir  uns  an  die  An- 
schauungen und  Entwicklungen  Lamberts  (photometria)  an  und  lassen 
insbesondere  das  Lambertsche  Gesetz  unbeschränkt  gelten,  zumal  die 
Abweichungen  in  vielen  Fällen  ohne  erhebliche  Bedeutung  für  den 
Eeflex  sein  würden.  Empfängt  ein  Flächen- 
element /*  des  beleuchteten  Körpers  die  Licht- 
menge b  von  einem  Flächenelemente  f  des 
reflektirenden  Körpers,  ist  B'  die  Beleuch- 
tungsstärke von  f,  e  der  Abstand  von  f  und 
/^,  und  bildet  ihre  Verbindungslinie  mit  der 
Normale  von  f  den  Einfallswinkel  «,  mit 
der  von  f  den  Ausfall      nkel  «',  ist  ferner 
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Ä  das  Bückstrahlung  svermögen  Ton  f^  so  erhält  man  die  von  f 
auf  f  zurückgeworfene  Lichtmenge  6,  wenn  man  in  der  Formel  (1) 
der  vor.  Nr.  für  die  durch  die  Pupille  p  auf  die  Netzhaut  zurück- 
geworfene Lichtmenge  A  die  Werte  h^  fy  B^Ä,  a^  p^  d^  ^l  der  B^ihe 
nach  ersetzt  durch  6,  f^  JB',  Äy  a\  f  cos  t,  e,  1.  Daraus  erhält  man 
die  auf  f  erzeugte  Bestrahlungsstärke 

<  Tt         h         ^  TV  '  -^'  COS  e 

B^j  =  fB  cos«  —-^' 

Beschreibt  man   aus  f  als  Mittelpunkt  einen  Kegel   über  dem 

Umfang  von  f  als  Leitlinie  und  eine  Eugel  von  dem  Halbmesser  1, 

so  ist 

rf  cos  a    /*/ 


cos  d  "  I 


e' 


das  Flächenstücky  welches  von  diesem  'Kegel  aus  dieser  Kugel  aus- 
geschnitten wird;  und  die  obige  Formel  sagt;  daß  jedes  von  .diesem 
Kegel  eingeschlossene  Flächenelement  von  demselben  Bückstrah- 
lungsvermogen  A!  und  von  derselben  Beleuchtungsstärke  ff,  wie  f, 
das  Element  f  gleich  stark  beleuchtet,  welches  auch  seine  Entfernung 
e  und  seine  Neigung  a  sein  möge,  da  für  alle  auch  b  dasselbe  ist; 
vorausgesetzt,  daß  die  unvollkommene  Durchsichtigkeit  der  zwischen 
f  und  f  liegenden  Luft  keinen  merkbaren  Einfluß  übt  So  kann 
man  das  reflektirende  Element  f  auch  durch  dasjenige  f  der  Kugel 
ersetzen.  Lambert  bestimmt  nun  di^  Beleuchtung  durch  eine  aus- 
gedehnte Fläche  vermittelst  einer  Litegration  über  die  Kugel  hin 
(§  124  ff.),  deren  Ergebnisse  wir  durch  eine  geometrische  An- 
schauung, die  wir  schon  in  Nr.  483  anwendeten,  in  einfacher  Weise 
gewinnen  wollen.  Es  ist  wieder  f  cos  e  =  f"  die  Projektion  von 
f  auf  die  Ebene  von  /*,  so  daß 

B^S^r  (1) 

wird;  d.  h.  f  erhält  durch  f  dieselbe  Beleuchtungsstärke  JB,  wie 
von  fy  wenn  dieses  bei  demselben  B'  und  A'  im  Abstände  1  so 
aufgestellt  wäre  (in  S),  daß  f  und  f"  senkrecht  auf  ff"  ständen. 
Steht  aber  dem  Elemente  f  eine  ausgedehnte  Fläche  F  gegen- 
über, deren  Beleuchtungsstärke  B'  und  deren  Rückstrahlungsver- 
mögen  Ä  über  die  ganze  F  hin  beständig  sind,  so  vereinigen  sich 
die  f  zu  F"y  die  /'"  zu  F*"  und  es  ist  die  Beleuchtungsstärke  der 
f  durch  r 

B^B~  Zf"  =  ff^F"'-,  (2) 

d.  h,:  Steht  einem  Fläclkenelemente  f  eine  ausgedehnte  Flädte  F'  von 
einer  gleiehformigen  Bdeudiiutkgsstärke  B'  und  einem  gleichförmigen 
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Bückstrahlungsvermögen  A'  gegenüber^  so  ist  die  von  f  durdi  F'  em- 
pfangene BeletichtungsstärJcc  B  ebenso  groß,  wie  wenn  f  durch  den- 
jenigen Teil  F"  einer  aus  f  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  Eins 
beschriebenen  Kugel  beleuchtet  würde,  welcher  die  Prcyektion  von  F' 
aus  f  als  Frojektumsmittelpunht  ist,  oder  wie  von  der  serücredUen  Pro- 
jektion jP'"  der  F'  auf  die  Ebene  von  f,  wenn  F'"  senkredit  auf  der 
Normale  von  f  und  mit  jedem  seiner  Punkte  im  Abstände  Eins  von 
f  aufgestellt  wäre,,  und  wenn  diese  Elemente  und  f  senkrecht  auf  der 
Abstandslinie  ff  ständen,  vorausgesetzt,  daß  F"  und  F"'  dieselbe  Be- 
lewMungsstärke  (JB')  und  dasselbe  BückstraMungsvemwgen  (A'),  wie 
F',  besäßen. 

Ist  F'  eine  uvibegrenzte  mit  f  parallele  Ebene,  so  wird*  der  pro- 
jicirende  Kegel  zu  einer  Ebene,  F"  wird  zur  Halbkugel,  2^"  zu 
einem  größten  Kreise  und  <==  x,  so  daß  man  dann  erhält 

B  fa  B'A'. 

Für  A'  =  1  ist  daher  die  Reflexbeleuchtung  B  durch  die  un- 
begrenzte Parallelebene  gleich  der  unmittelbaren  Beleuchtung  B', 
für  A'  ^=  ^  halb  so  groß. 

Die  von  der  unbegrenzten  mit  f  parallelen  Ebene  oder  Ton  der 
ganzen  Halbkugel  hervorgebrachte  Beleuchtung  nennt  Lambert  (%  100) 
die  voUe  Beleuchtung  (illuminatio  absoluta).*) 


Wir  wollen  F"' :  n  den  Bdeuchtungs- 
räum  der  refldctirenden  Fläche  F'  nennen. 

48"6.  Es  soll  nun  für  eine  durch 
gerade  Linien  begrenzte  reflektircnde  Fläche 
F'  der  Beleuchtungsraum  F"' :  «  bestimmt 
werden. 

Ist  M  die  Stelle  und  F  die  Ebene 
des  durch  Reflex  beleuchteten  Flächen- 
elementes f,  und  schneidet  die  um  M 
als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser 
Eins  beschriebene  Kugel  die  F  in  dem 
größten  Ejreise  k  (vom  Inhalte  tc),  so  ist 
die  Projektion  einer  geraden  Grenzlinie 
a'  der  F'  aus  M  auf  die  Kugel  ein 
größter  Kreis  a",  und  dessto  senkrechte 
Projektion  auf  F  eine  Ellipse  a ",  deren 
große    Axe    =  2,    und    deren    kleine 


Fig.  276. 


Fig.  276. 


*}  Lambert  bezeichnet  die  von  einem  Teile  der  Kugel  gleich  der  Flächen- 
einheit bei  senkrechtem  Gegenüberstehen  (bei  S')  auf  die  bei  f  befindliche 
Flächeneinheit  ausgestrahlte  Lichtmenge  (welche  wir  mit  "B  Ä  \  n  bezeichne- 
ten) mit  Eins,  wodurch  er  die  volle  Beleuchtung  a»  n  erhalt  (§  12t — 123). 

Wiener,  Lehrbuch  der  darBtoUenden  Geometrie.  2G 
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=»  2  COS  a  ist,  wenn  a  der  Winkel  der  Ebenen  F  und  Ma.  Für  die 
Fläche  r"  der  halben  Ellipse  gilt 

JP"'  ==  ^  jr  cos  a,    F"  :  Ä  =  ^  cos  a,  (1) 

und  für  die  zwei  Teile,  in  welche  die  Fläche  des  Kreises  h  durch 
die  halbe  Ellipse  geteilt  wird, 

JP'"  :  Ä  =  ^  (1  —  cos  a)  bezw.  =  i  (1  +  cos  a).  (2) 

Ist  F"  ein  sphärisches  Dreieck  SB"C'\  dessen  einer  Eckpunkt 
S  im  Scheitel  der  Halbkugel  liegt,  so  ist  F"  ein  centrischer  Aus- 
schnitt MS"G'"  einer  Ellipse  und  zugleich  die  Projektion  des 
Ejreisausschnittes  MS'C'\  dessen  Inhalt  «»^a  ist,  wenn  Bogen 
B'C"  «=  a.    Daher  gilt  für  MS''C"' 

Jr    =  — acos«,     F    :ä==  y  — cosa  =  -gg^cosa.       (3) 

Ist  F  ein  geradliniges  Vieleck,  daher  F'  ein  Vieleck  von 
Bogen  größter  Kreise,  deren  Längen  a^,  a, . . .  seien,  und  deren 
Ebenen  mit  F  bezw.  die  Winkel  a^,  ccj  •  •  -  bilden,  so  zerlege  man 
F'"  durch  Gerade  aus  M  in  Dreiecke  üfa^,  Jtfog...;  man  erhält 
dann  als  algebraische  Summe 

F"  :  71  =  -~  (®i  ßö^  '"^i  +  ^  ^os  «2  +  •  •  •) 

""  2^  -^^  ^^®  "  "*  i  ^'^^  ^^®  ^-  (*) 

Das  Vorzeichen  eines  jeden  Gliedes  wird  durch  das  von  cos  a 
bestimmt,  wobei  man  offenbar  denjenigen  der  beiden  sich  zu  180^ 
ergänzenden  Winkel  von  Ma  mit  F  nehmen  muß,  welcher  mit  der 
an  a  anliegenden  reflektirenden  Fläche  auf  entgegengesetzter  Seite 
von  Ma  liegt. 

Für  sämtliche  nach  f  reflektirende  Flächen  ist  ZF"  =  ar, 
2^  {F"  :  ä)  =  1.  Durchläuft  man  den  Umfang  einer  jeden  F"  in 
dem  Sinne,  daß  F'"  stets  zur  Linken  (oder  stets  zur  Reckten)  liegt^ 
so  wird  jedes  d"  im  Inneren  von  Ic  (im  Ganzen  oder  stückweise) 
zweimal  in  entgegengesetztem  Sinne  durchlaufen,  so  daß  in  der 
Gesamtsumme  der  F'"  (nicht  aber  in  derjenigen  der  Reflexbeleuch- 
tungen), a  cos  a  und  a  cos  (180**  —  a)  auftreten,  welche  sich  gegen- 
seitig aufheben.  Es  bleiben  in  EF"  dann  nur  die  Stücke  von  h 
stehen,  für  welche  a  =  0,  Zd"  =  360^  Zd"  cos  a  =  360^  Z{F" :  ä) 
=  1  ist,  wie  soeben  angegeben. 

486*  Die  Helligkeit  H^  welche  auf  f  durch  die  Reflexbeleuch- 
tung  von  f  erzeugt  wird,  erhält  man  aus  den  Formeln  (4)  und  (5) 
der  Nr.  483,  indem  man  in  denselben  für  B  den  Ausdruck  (1)  der 
Nr.  484  einsetzt^  wenn  A  das  Rückstrahlungsvermögen  von  f  bedeutet, 
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und  wenn  f  von  einer  im  Abstände  r  aufgestellten  Lichtquelle  von 
der  Stärke  L  unter  dem  Winkel  b'  bestrahlt  wird,  so  daß  B'  = 
i  C08  «' :  r»  (475),  , 

Wird  aber  f  von  der  oben  bezeichneten  ausgedehnten  Fläche 
F  bestrahlt,  so  ergibt  sich  (484  (2)) 


Jr=  SÄ  ^^Ä  =  L  ^  Ä  ~~A,  (1) 

und  ist  F'  eine  Ebene,  welche  durch  Parallelbeleuchtung  Ton  der 

Lichtstärke  L'  (=  L  :  r*)   unter   dem  Einfallswinkel   b    beleuchtet 

wird,  so  ist 

1?'" 

H=i:  Q.o^d  Ä^A.  (2) 

487.  Lambert  hat  das  BückstrahlungsTermögen  yerschiedener 
Stoffe  dadurch  bestimmt,  daß  er  eine  mit  dem  fraglichen  Stoffe 
belegte  ebene  Fläche  an  einer  Stelle  unmittelbar  durch  ein  Licht^ 
an  der  benachbarten  durch  den  Reflex  von  einer  gleichartigen  Fläche, 
welche  durch  dasselbe  Licht  erhellt  war,  mittelst  einer  Glaslinse 
beleuchten  ließ,  daß  er  an  beiden  Stellen  die  Helligkeiten  (und  Be- 
leuchtungsstärken) durch  Verschiebung  des  Lichtes  gleich  machte 
und  dann  aus  den  gemessenen  Abständen  und  aus  der  O&ung  und 
der  Durchsichtigkeit  der  Linse  das  Bückstrahlungsvermogen  be- 
rechnete (photometria,  §  747  ff.,  968,  984). 

Zöüner  (photometrische  Untersuchungen,  S.  273)  hat  mit  dem 
von  ihm  konstruirten  Polarisationsphotometer  für  weiße  Stoffe  eben- 
falls die  Rückstrahlungsvermogen  verschiedener  Körper  bestimmt 
und  besonders  bei  hellen  größere  Zahlen  als  Lambert  erhalten,  und 
diese  Unterschiede  durch  die  Kontrastwirkung  des  Linsenbildes  der 
Flamme  erklärt.  Indem  wir  anführen,  daß  Lambert  für  Schnee 
A  =  0,42  fand,  Bovguer  (traite  d'optique,  S.  363)  dagegen  0,66—0,75 
angibt,  nehmen  wir  die  Ergebnisse  Zöllners  in  Folgendem  an,  denän 
sich  auch  eine  Beobachtung  des  Verfassers  nahe  anschließt. 

Rückstrahlungsvermogen  (Albedo)  A: 

Frisch  gefallener  Schnee 0,78 

Weißer  gegossener  Gips 0,72 

Weißes  Papier 0,70 

Weißer  Sandstein 0,24 

Thonmergel 0,16 

Quarz -Porphyr 0,11 

Feuchte  Ackererde 0,08 

Dunkelgrauer  Syenit 0,08 

Matt-  und  tiefschwarzes  Papier 0,02 

26* 
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Die  Angaben  über  Gips  und  schwarzes  Papier  rühren  von  dem 
Verfasser  her.  Von  einer  Gipsplatte  wurde  in  dunkel  umhängtem 
Räume  der  eine  durch  eine  senkrecht  entgegengestellte  Scheibe  ab- 
getrennte Teil  direkt  durch  eine  Stearinkerze^  der  andere  zur  Ver* 
meidung  eines  störenden  Gegenreflexes  klein  gemachte  Teil  durch 
Reflex  Ton  einer  gleichen  Gipsplatte,  welche  selbst  durch  eine  gleiche 
Kerze  erhellt  war,  beleuchtet,  und  die  erstere  Lichtentfemung  so 
lange  verändert,  bis  die  Helligkeiten  beider  Teile  so  nahe  überein- 
stimmten, wie  es  bei  der  etwas  gelblichen  Färbung  des  durch  Reflex 
beleuchteten  Teiles  zu  erreichen  war.  Unter  Anwendung  dar  For- 
meln Nr.  483  (4),  486  (1)  mi  485  (4)  bei  £  =  0  ergab  sich  Ä  =  0,72 
als  Mittel  aus  0,62;  0,64;  0,71;  0,72;  0,78;  0,78;  0,79,  wobei  das 
starke  Schwanken  zum  Teil  durch  jene  ungleiche  Färbung  erklärt 
wird.  —  Das  schwarze  Papier  war  das  käufliche,  durch  s.  g.  Frank- 
furter Schwarz  gefärbte;  dasselbe  erschien  bei  senkrechtem  Beleuchten 
und  Anschauen  so  hell  wie  Gips,  wenn  die  Lichtabstände  bezw.  76 
(als  Mittel  von  71,  72,  80,  80,  80)  und  432  cm  betrugen,  so  daß 
sein  Rückstrahlungsvermogen  =  (76:432)^«=  0,031  von  demjenigen 
des  Gipses,  also  =  0,031  x  0,72  =  0,02  ist. 

488.  Die  Atmosphäre  zerstreut  einen  Teil  der  durch  sie  fallenden 
Sonnenstrahlen  und  wirkt  dadurch  beleuchtend.  Bouguer  (a.  a.  O. 
S.  33  ff.)  hat  Messungen  darüber  angestellt  und  folgendes  gefunden.  Die 
Helligkeit  der  Atmosphäre  ist  am  stärksten  in  der  Nähe  der  Sonne, 
besonders  bis  zu  einem  Abstände  von  3 — 4^.  Bei  heiterem  Himmel 
und  einer  Höhe  der  Sonne  von  etwa  25^  fand  er  die  Helligkeit  der 
Atmosphäre  in  einem  Abstände  von  der  Sonne  von  8 — 9^  viermal 
so  groß,  als  in  einem  Abstände  von  31 — 32^;  die  Helligkeit  nahm 
ab  bis  zu  einem  Abstände  von  110 — 120"  und  erreichte  an  der  der 
Sonne  gegenüberliegenden  Stelle  wieder  ein  Maximum.  —  Indem  er 
an  einer  Mauerfläche,  welche  noch  im  Schatten  lag,  deren  Ebene 
aber  die  Sonne  nahe  stand,  zwei  gleiche  Scheiben  mit  lothrechten,  auf 
der  Mauerfläche  senkrechten  Ebenen  aufstellte,  welche  im  Sonnen- 
schatten lagen,  fand  er  (S.  73),  daß  die  Fläche  heller  war,  welche 
von  dem  auf  der  Seite  der  Sonne  liegenden  Himmelsviertel  be- 
leuchtet wurde.  Diese  Angabe,  welcher  leider  die  Verhältniszahl 
fehlt,  ist  wichtig,  indem  sie  der  gewöhnlichen  Annahme  widerspricht^ 
nach  welcher  die  der  Sonne  gegenüberstehende  Himmelshälfte  heller 
sein  soll,  als  die  die  Sonne  enthaltende.  Von  der  Richtigkeit  von 
Bouguers  Angabe  kann  man  sich  leicht  überzeugen,  wenn  man  Abends 
im  Sonnenschatten  geht  oder  einen  Stab  aufstellt,  wobei  man  einen 
deutlichen,  von  der  Atmosphäre  herrührenden,  nach  Osten  gerich- 
teten, also  von  der  Sonne  abgekehrten  Schatten  bemerkt,  wona(^  also 
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die  Atmosphäre  auf  der  Seite  der  Sonne  die  hellere  ist  Femer  gibt 
Bougaer  an,  daß,  wie  auch  allgemein  bekannt ,  die  Helligkeit  der 
Atmosphäre  nach  dem  Horizonte  hin  zunimmt  (wegen  zunehmender 
Dicke  der  gesehenen  Luftschicht). 

Lambert  (a.  a.  0.  §  913)  kommt  unter  Benutzung  von  Bouguers 
und  von  eigenen  Beobachtungen  zu  dem  Ergebnisse,  daß  die  Be- 
IßwMungsstärke  einer  harieantaien  Fläche  durch  die  ganze,  heitere^ 
Atmosphäre  i  — i,  im  Mittel  ^  von  derjenigen  ist,  welche  durch  die 
im  Zenith  stehende  Sonne  hervorgebracht  würde.  Daher  wird  auf 
einer  horizontalen  Fläche  eine  Beleuchtungsstärke  hervorgebracht, 
wenn  die  Sonne  im  Zenith  steht, 

durch  die  Sonne 1,00, 

durch  den  klaren  Himmel  ^  bis  ^,  im  Mittel  \     .    0,17, 

durch  die  Bückstrahlung  von  Schnee 0,78, 

und  entsprechend  von  den  anderen  Körpern  (487).  Bei  voller  Be- 
leuchtung durch  die  unbegrenzte  Ebene  beleuchtet  also  der  durch 
die  im  Zenith  stehend  Sonne  beschienene  Schnee  4^  mal,  weißer 
Sandstein  l^-mal,  feuchte  Ackererde  4^  mal  so  stark  als  der  ganze 
Uare  Himmel  bei  seiner  mittleren  Helligkeit  —  Weiße  Wolken 
dürften  in  ihrer  Beleuchtungskraft  dem  Schnee  nahe  stehen.*) 

489.  Man  erhält  die  durch  Reflex  auf  einem  Flächenelemente 
f  hervorgebrachte  Helligkeit  nach  der  Formel  (1)  der  Nr.  486 

H=B'Ä  —  A, 

indem  man  um  f  als  Mittelpunkt  eine  Eugel  mit  dem  Halbmesser  1 
beschreibt,  von  einer  reflektirenden  Fläche,  soweit  ihre  Beleuchtung 
gleichförmig  =  B'  und  ihr  Rückstrahlungsvermögen  =  A'  ist,  die 
Projektion  aus  f  auf  die  Kugel  bildet,  von  dieser  die  senkrechte 
Projektion  F'"  auf  die  Ebene  des  Elementes  f  bestimmt,  und  dann 
F'"  :  %  mit  S,  A!  und  A  (dem  Rückstrahlungsvermögen  von  f) 
vervielfacht.  Die  Einheit  dieses  H  ist  die  Helligkeit,  welche  die 
Sonne  auf  einer  Fläche  von  dem  Rückstrahlungsvermögen  1  durch 
senkrechte  Bestrahlung  hervorbringt  (477  und  438).  Führt  man 
diese  Bestimmung  für  jede  gleichförmig  reflektirende  Fläche  F' 
und  für  die  Luft  durch,  und  nimmt  die  Summe  aller  durch  unmittel- 
bare und  mittelbare  Bestrahlung  hervorgebrachten  Helligkeiten,  so 
erhält  man  die  Gesamthelligkeit  von  f.  Bei  den  Reflexen  wird  man 
sich  häufig  mit  einer  Schätzung  begnügen,  dadurch  aber  bei  den 

*)  Über  ReflexwirkuDgen  hat  der  Verfasser  gelegentlich  eines  zu  er- 
stattenden Gutachtens  Versuche  gemacht  und  dieselben  veröffentlicht  in  „Unter- 
suchungen über  die  Beflexwirkungen  farbiger  Flächen  in  Malerateliers**  in  den 
Verh.  des  naturwiss.  Vereins  in  Karlsruhe,  8.  Heft,  1881,  S.  265—282. 


406  VIT,  489—491.  BeleuchiuDgslehre  mit  ihrer  Anwendung  auf  ebenfl.  Körper. 

Schatten  dennoch  der  Wahrheit  viel  näher  kommen,  als  wenn  man 
dieselben  durch  den  dem  Sonnenstrahle  gerade  entgegengesetzt  ge- 
richteten 8.  g.  atmosphärischen  Strahl  beleuchtet  denkt  Diese  letztere 
ziemlich  allgemein  gebrauchte  Annahme  ist;  wie  wir  sahen,  f&r  die 
Atmosphäre  selbst  geradezu  falsch,  kann  jedocl}  durch  einen  gegen- 
überstehenden stark  refiektirenden  Körper  zum  Teil  gerechtfertigt) 
aber  erst  durch  Zufügung  einer  geringsten  oder  Grundhelligkeit,  die 
durch  Strahlung  Ton  allen  Seiten  her  bewirkt  wird,  einigermaßen 
brauchbar  gemacht  werden,  indem  ohne  eine  solche  die  Licht-  und 
Schattengrenzen  gar  nicht  beleuchtet  wären. 

4;90,  Die  Anwendung  der  einfachen  Grundanschauungen  allein 
führt  schon  zu  folgenden  brauchbaren  Regeln: 

1)  Fällt  der  Schlagschatten  eines  Körpers  auf  die  verhältnis- 
mäßig ausgedehnte  Fläche  eines  Körpers  mit  großem  Rückstrahlungs- 
yermögen,  so  ist  der  Schlagschatten  dunkle]^  als  der  Eigenschatten, 
weil  dem  letzteren  große  helle,  dem  Schlagschatten  aber  beschattete 
Flächen  gegenüberstehen,  die  Atmosphäre  a)|er  beide  Schatten  be- 
leuchtet. Ist  dagegen  jenes  Rückstrahlungsvermögen  gleich  oder  klei- 
ner, als  das  mittlere  des  Himmels,  so  ist  der  Schlagschatten  heller, 
weil  ihm  der  in  der  Nähe  der  Sonne  befindliche  hellere  Himmel 
gegenüber  steht. 

2)  Der  Schlagschatten  wird  mit  zunehmender  Annäherung  an 
den  schattenwerfenden  Körper  dunkler,  weil  dabei  der  Luftraum  zu- 
nimmt, welcher  durch  den  letzteren  Körper  verdeckt  und  für  die  Be- 
leuchtung des  Schattens  unwirksam  gemacht  wird. 

3)  Wenn  zwei  Körperflächen  in  einer  Kante  zusammenstoßen 
und  ihr  von  freier  Atmosphäre  erfüllter  Winkel  weniger  als  zwei 
Rechte  beträgt,  so  wird  eine  Fläche  gegen  die  Grenzkante  hin 
heller,  wenn  die  andere  Fläche  beleuchtet  und  von  größerem  Rück- 
strahlungsvermögen als  die  Luft  ist;  anderenfalls  wird  sie  dunkler. 

491.  Eine  größere  Entfernung  eines  Gegenstandes  vom  Auge  ge- 
winnt durch  die  zwischenliegende  Luft  in  zweifacher  Weise  einen 
Einfluß  auf  die  Helligkeit  und  Farbe  der  Gegenstände,  einerseits 
indem  durch  die  lichtzerstreuende  Wirkung  dieser  Luft  die  von  dem 
Körper  in  das  Auge  gelangenden  Lichtstrahlen  geschwächt,  anderer- 
seits indem  neue  von  der  Sonne  herrührende  Lichtstrahlen  in  das 
Auge  gesendet  werden.  Bei  hellen  Flächen  ist  der  Verlust  größer 
und  sie  erscheinen  mit  zunehmender  Entfernung  dunkler,  bei  dunklen 
ist  der  Gewinn  größer  und  sie  erscheinen  dann  heller.  Daher  nehmen 
mit  zunehmender  Entfernung  die  Unterschiede  von  hell  und  dunkel 
ab,  die  eigentümlichen  Farben  verschwinden  und  die  blaue,  violette 
oder  rote  Färbung  der  Luft  und  des  Wasserdunstes  treten  an  die 
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Stelle.  Die  Größe  dieser  Wirkung  wechselt  mit  der  Beschaffenheit 
der  Luft  und  der  Stellung  der  Sonne;  um  aber  eine  ungeföhre  Vor- 
stellung ihrer  Größe  zu  geben,  sollen  einige  Zahlen  angeführt  wer- 
den. Bouguer  hat  durch  Versuche  (a.  a.  0.,  S.  257)  gefunden,  daß 
die  Helligkeit  eines  Gegenstandes  um  y^^  yermindert  wird  durch 
eine  zwischenliegende  Luftschicht  Ton  370  m  Dicke  (statt  deren  wir 
(477)  385  m  erhielten);  und  andererseits  fand  er  (S.  360),  daß,  wenn 
die  Sonne  im  Zenith  steht,  eine  Luftschicht  von  etwa  167000  m 
(=»  22^  geogr.  Meilen)  einem  dunkleren  Gegenstand  fast  die  volle 
blaue  Farbe  des  Himmels  am  Horizonte  erteilt,  so  daß  der  Gegen- 
stand an  der  Grenze  seiner  Unterscheidbarkeit  yom  Himmel  steht 
Eine  geringere  Dicke  der  Luftschicht  bewirkt  dann  eine  entspre- 
chend geringere  Zumischung  Ton  Blau.  Schnee  aber  ist  in  schein- 
barem Weiß  soweit  durch  die  Luft  hindurch  sichtbar,  als  es  nur 
die  Krümmung  der  Erde  gestattet.  Bouguer  sah  den  Schnee  des 
Chimborasso  in  einer  Entfernung  von  33  geogr.  Meilen,  und  die 
Schneekuppe  des  Montblanc  sieht  man  vom  Feldberg  aus  gerade  in 
derselben  Entfernung. 

492.  Ein  HaWschatten  entsteht  bei  einer  ausgedehnten  leuch- 
tenden Fläche  an  den  Stellen,  welche  nur  von  einem  Teile  der 
gegenüberstehenden  Lichtfläche  beleuchtet  werden.  So  erscheint 
uns  die  Sonne  als  eine  leuchtende  Ereisscheibe  von,  im  Mittel, 
32  Minuten  Durchmesser.  Diese  Ausdehnug  hat  zur  Folge,  daß  bei 
krummen  Flächen  die  Licht-  und  Schattengrenze  durch  einen  Streifen 
von  zunehmender  Dunkelheit  gebildet  wird,  welcher  bei  einer  Kugel 

32  •  3,14 1^ 

180  •  60  107 

ihres  Halbmessers  breit  ist  und  die  Härte  der  Grenze  etwas  mildert« 
An  der  Schlagschattengrenze  wächst  die  Breite  des  Halbschattens 
mit  der  Entfernung  von  der  schattenwerfenden  Kante,  und  es  wird 
daher  der  Schatten  eines  dünnen  entfernten  Körpers  ganz  unmerk- 
bar, wie  z.  B.  der  des  Blitzableiters  eines  Daches  auf  den  Erdboden. 

493.  Der  Gegensatz  oder  Kontrctöt  bewirkt,  daß  wenn  zwei  un- 
gleich helle  Flächen  zusammenstoßen,  die  hellere  gegen  die  Grenze 
hin  noch  heller,  die  dunklere  noch  dunkler  erscheint.  Man  kann 
sich  von  dieser  Wirkung  am  besten  überzeugen,  wenn  man  auf 
Papier  mehrere  benachbarte  Streifen  mit  Tusch  anlegt,  jede  gleich- 
formig,  aber  jede  folgende  dunkler;  dann  erscheint  jede  gegen  die 
benachbarte  hellere  hin  dunkler,  gegen  die  dunklere  hin  heller,  beim 
Zudecken  der  benachbarten  Flächen  aber  gleichförmig.  Die  Kontrast- 
wirkung, als  eine  subjektive,  nur  in  der  Vorstellung  vor  sich  gehende, 
tritt  auch  durch  das  Bild  ein,  wie  der  soeben  angeführte  Versuch 


408  VII,  493—494.  Beleuchtongslehre  mit  ihrer  Anwendang  auf  ebenfl.  K5rper. 

zeigt.  Und  wenn  auch  in  der  Wirklichkeit  die  Helligkeitsonterscliiede 
größer  sind^  als  im  Bilde,  so  scheint  eine  objektive  Steigerung  der  sub- 
jektiven  Kontrastwirkung  durch  aufgelegte  Töne  nicht  gerechtfertigt, 
wenn  im  Bilde  die  Verhältnisse  der  Helligkeiten  der  Wirklichkeit  ge- 
wahrt sind  und  wenn  die  verhältnismäßige  Kontrastwirkung  von  dem 
Verhältnisse  der  Helligkeiten  der  beiden  benachbarten  Flächen  abhängt 

IL   Naohahmnng  der  Helligkeit  durch  Ttusohlagen. 

494.  Sind  nach  Nr.  489  die  HeUigJceiten  an  allen  Stellen  eines 
Gegenstandes  nach  irgend  einer  Einheit  bestimmt,  so  wollen  wir 
untersuchen,  wie  dieselben  auf  dem  Bilde  durch  mit  dem  Pinsel  auf- 
mtragende  Tuschlagen  nachzuahmen  sind.  Dabei  kann  in  vielen  Fällen 
der  gleiche  Eindruck,  wie  durch  den  Gegenstand  selbt,  nicht  erzielt 
werden.  Denn  einerseits  kann  die  Helligkeit  des  Sonnenscheins  durch 
keine  Farbe  auf  einem  Bilde  erreicht  werden,  welches  nur  dem 
Tageslichte  ausgesetzt  ist,  noch  viel  weniger  die  blendende  Hellig- 
keit der  Sonne  selbst  oder  auch  nur  die  eines  irdischen  Lichtes; 
andererseits  kann  aber  auch  nicht  die  tiefe  Dunkelheit,  welche  der 
Einblick  in  einen  unbeleuchteten  Raum,  z.  B.  einen  Tunnelschacht 
zeigt,  durch  eine  aufgelegte  Farbe  erreicht  werden,  da  diese  immer 
noch  ein  recht  merkbares  Bückstrahlungsvermögen  besitzt  (487, 
Schluß),  so  daß  sie  bei  Tagesbeleuchtung  nicht  ganz  dunkel  erscheint. 
Während  sich  bei  dem  Gegenstande  die  Helligkeit  mit  der  Be- 
leuchtungsstärke und  dem  Rückstrahlungsvermögen  ändert,  kann  sie 
auf  dem  Bilde,  das  gleichförmig  beleuchtet  ist,  nur  mit  dem  Rück- 
strahlungsvermögen wechseln,  das  durch  Tuschlagen  von  wechseln- 
der Stärke  bestimmt  wird.  Die  größte  möglicher  Weise  vorkommende 
Helligkeit  wollen  wir  mit  Eins  bezeichnen  und  durch  die  Farbe  des 
Papiers  darstellen;  und  da,  wie  bemerkt,  vollkommene  Dunkelheit 
nicht  nachgebildet  werden  kann,  wollen  wir  eine  sehr  kleine  Hellig- 
keit h^  (etwa  B=  ^)  mit  einem  Tuschton  nachahmen,  den  wir  dunkler 
oder  heller  wählen,  je  nachdem  wir  das  Bild  dunkler  oder  heller 
halten  wollen.  Man  reibt  nun  einen  Tuschton  an,  so  stark,  daß 
durch  einmaliges  Anlegen  desselben  jener  Ton  von  der  Helligkeit  h^ 
hergestellt  wird.  Jede  zwischen  1  und  h^  liegende  Helligkeit  h 
kann  man  sicher  nur  durch  eine  Art  Schraffirung  mit  dem  dunklen 
Tone  hervorbringen,  d.  i  durch  Nebeneinanderlegen  von  Parallel- 
streifen von  den  abwechselnden  Helligkeiten  1  und  &^,  die  so  schmal 
sein  müssen,  daß  sie  aus  einiger  Entfernung,  zumal  bei  schiefer 
Ansicht  der  Flächen,  in  einen  einzigen  Ton  verschmelzen.  Es  muß 
bei  dem  Bemalen  so  schmaler  Streifen  sorgfältig  darauf  geachtet 
werden,  daß  jeder  für  sich  den  ursprünglichen  Ton  erhält;  oder  man 
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muß  eine  größere  Fläche  des  Papiers  anlegen^  aus  diesem  und  aus  dem 
weißen  Papier  die  Streifen  schneiden  und  dieselben  neben  einander 
kleben.  Setzt  man  die  Summe  der  Breiten  der  zwei  neben  einander 
liegenden  verschiedenartigen  Streifen  =  1,  die  des  hellen  =b,  so  daß 
die  des  dunklen  =  1  —  6,  und  senden  die  Flächeneinheiten  der  hellen, 
der  dunklen  und  der  Flächen  mit  dem  Mischungstone^  bezw.  1^  h^,  h 
Lichtstrahlen  in  das  Auge,  welche  die  Helligkeiten  messen^  so  gilt 

Ä  =  6  +  (1  —  6)  h,. 

Gibt  man  z.  B.  den  hellen  Streifen  die  Breite  b  '^^  l,  den  dunklen 
daher  diejenige  1  —  6  =  ^  und  die  Helligkeit  h^  =  j^^;  so  ist  die 
Helligkeit  des  Mischtones 

Ä  =  i  +  i  .  ^0  =  ^6%- 

Da  man  nun  auf  dem  Bilde  die  Mäßigung  eines  Tones  nicht 
durch  Schraffirung,  sondern  durch  Verdünnung  mit  Wasser  hervor- 
bringt, so  könnte  man  vermuten,  daß  man  dieselbe  Helligkeit  erreicht, 
wenn  man  die  dunkle  Farbe  mit  der  vierfachen  Raummenge  Wasser  ' 
zu  \  ihrer  Stärke  ^verdünnt,  wie  wenn  man  dem  dunklen  Streifen 
neben  dem  viermal  so  breiten  hellen  ^  der  ganzen  Fläche  einräumt; 
daß  man  ferner  durch  2-,  3-,  4-,  ömaliges  Auftragen  der  verdünnten 
Farbe  (nach  jedesmaligem  Trocknen)  dieselben  Helligkeiten  erreichte, 
wie  durch  Annahme  der  Breite  des  dunklen  Streifens  bezw.  zu  2, 
*  3,  4^  5  Fünftel  der  ganzen  Breite. 

Dem  ist  aber  nach  einem  Versuche  des  Verfassers  nicht  so. 
Ich  bildete  mit  einem  ziemlich  dunklen  Tuschtone  mit  einem  Pinsel 
die  oben  bezeichnete  Schraffirung  in  Abstufungen  von  |.  Dann  ver- 
dünnte ich  die  Farbe  mit  der  49fachen  Wassermenge  auf  ^,  legte 
damit  von  neben  einander  liegenden,  gleichen  Flächenstreifen  den 
ersten  Omal,  den  folgenden  Imal,  den  folgenden  2 mal  ...,  den 
letzten  50  mal  an  und  bestimmte  nun  durch  Nebeneinanderlegen  imd 
Betrachten  aus  einiger  Entfernung,  wie  viele  (n)  Töne  dieselben 
Helligkeiten,  wie  jene  Schraffirungen  hervorbrachten.  Es  zeigte 
sich  dann  gleiche  Helligkeit  unter  folgenden  Umständen: 

Verhältnismäßige  Breite  der  hellen  Streifen  b'^l  ^  f  |  ^  0. 
Anzahl  der  Lagen  der  verdünnten  Farbe   n  =  0  1,5  2,5  9,8  15  39. 

Also  waren  nach  50facher  Verdünnung  nicht  50,  sondern  nur  39 
Lagen  notwendig,  um  die  ursprüngliche  Tonstärke  zu  erreichen,  und 
1^  solcher  Lagen  reichten  aus,  um  \  dieser  Tonstärke  hervorzubringen. 
Um  diese  Ergebnisse  durch  eine  Kurve  darzustellen,  sei  die 
Abscissenaxe  als  Axe  der  Helligkeit  h,  die  darauf  senkrechte  Ordi-Fig.s??. 
natenaxe  als  die  der  Anzahl  n  der  Lagen  der  verdünnten  Farbe 
angenommen.     Indem  wir   dabei  die  Helligkeit  h^   der  dunkelsten 
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Fig.  277. 


Fläche  und  damit  den  Ursprung  0  der  Koordinaten  nocli  unbe- 
stimmt lassen,  beachten  wir,  daß  die  Helligkeiten  der  schrafiBrten 
Fläche  stufenweise  gleiche  Unterschiede  besitzen,  so  daß  wir  unter 

gleichen  Zunahmen  der  Ab* 
scissen  die  Ordinaten  n  zeich- 
nen und  nach  irgend  einem 
Maßstabe  der  Reihe  nach  die 
n  =  39-,  15;  9,8;  2,5;  1,5;  0 
machen  können.  Ziehen  wir 
möglichst  anschließend  an 
die  Punkte  eine  stetige  Kurve, 
so  erinnert  diese  an  die  loga- 
rithmische Linie;  und  da  die 
von  Schülern  von  Monge  über 
das  Tuschen  aufgestellte 
Theorie*)  zu  derselben  Liaie 
führt,  so  wollen  wir  diese  zu  Grunde  legen. 

496.  Die  Theorie  geht  davon  aus,  daß  die  angeriebene  Tusch- 
farbe aus  Wasser  mit  festen  schwimmenden  Kohlenteilchen  besteht^ 
welche  letztere  sich  beim  Anlegen  auf  das  Papier  niederschlagen;  daß 
ferner  die  Helligkeit  Eins  durch  das  reine,  diejenige  Null  durch  das 
ganz  mit  Kohle  überzogene  Papier  dargestellt  werde  (was  freilich 
nicht  ganz  zutrifft  (487)),  so  daß  die  Helligkeit  des  mit  Tuschfarbe 
bemalten  Papiers  gleich  dem  Verhältnis  der  nicht  von  Kohlenteilchen 
bedeckten  Papierfiäche  zu  der  ganzen  bemalten  Papierfläche  ist;  daß 
sodann  durch  das  Auflagern  eines  Kohlenteilchens  auf  ein  anderes  die 
Helligkeit  nicht  vermindert  werde,  und  daß  endlich  bei  wiederholtem 
Bemalen  sich  die  Kohlenteilchen  in  verhältnißmäßig  gleicher  Menge 
auf  schon  bedeckte  und  auf  noch  weiße  Flächen  ablagern,  was  um  so 
weniger  vollkommen  zutreffen  mag,  je  mehr  Teilchen  schon  überein- 
ander gelagert  sind,  und  dadurch  eine  mehr  und  mehr  merkbare  Er- 
höhung bilden.  Unter  diesen  Annahmen  werde  bei  jeder  Auflage  des 
Tuschtones  von  einer  Fläche  =  1  stets  dieselbe  Fläche  m  von  Tusch- 
teilchen bedeckt;  daher  bleibt  nach  der  ersten  Lage  die  Fläche  1  —  m 
weiß;  von  dieser  bleibt  nach  der  zweiten  Lage  wieder  das  (1 — m)fache, 
also  von  der  ursprünglichen  Flächeneinheit  die  Fläche  (1  —  m)*  weiß, 
u.  8.  w.,  so  daß  von  der  Fläche  1  nach  n  Lagen  nur  noch  die  Fläche 
(1  —  my  weiß  ist,  woraus  ihre  Helligkeit  h  folgt 

Ä  =  (1  —  m)". 
Daraus  ergibt  sich 

*)  Journal  de  Töcole  polyt.,  cah.  I,  an  III  (1796)  S.  167:  Memoire  enr  la 
dötermination  gdom^triqne  des  teinten  dans  les  dessinB. 
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^  ^      —  log  A 

—  log(l— tw) 


(1) 


worin  Aj  und  log  -,-  positive  Zahlen  sind,  da  Ä  <  1  und  (1  —  m)  <  1. 

Dieser  Gleichung  wird  durch  h  =  1  und  n  =  0  Genüge  geleistet. 
Sie  besitzt  zwei  unbekannte  Beständige,  nämlich  h  und  die  im  Maße 
von  h  enthaltene  h^.  Setzt  man  den  Ausdruck  h^=»b  ^  (1  —  h)h^ 
(vor.  Nr.)  in  obige  Gleichung  ein,  so  erhält  man 

~  =  *logj:pyi3^,  (2) 

worin  n  und  b  die  Veränderlichen  und  h  und  \  die  unbekannten 
Beständigen  sind.  Zu  ihrer  Bestimmung  sind  zwei  Beobachtungen 
nötig;  da  aber  deren  fünf  yorliegen,  so  muß  man  eine  Ausgleichung 
vornehmen,  die  ich  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ausge- 
führt habe.   Man  erhält  dadurch  k  =  20,9  +  2,1,  h^  =  0,013  +  0,008, 

also  «  =  —  20,9  log  [b  +  0,013  (1  -  &)].  (3) 

Berechnet  man  hiemach  für  die  fünf  Streifenbreiten  die  Anzahl  n 
der  Tuschlagen,  vergleicht  sie  mit  den  beobachteten,  und  bestimmt 
nach  der  vorigen  Nr.  die  Helligkeit  h,  so  erhält  man  folgende  Tabelle: 


Verh.  Breite  des 

heUen  Streifens 

b 

Helligkeit 
A==  64-0,018  (1—6) 

Anxahl  der  Tnsohlagen 

n 
berechnet        beobachtet 

Fehler 
i 

0,0 

0,013 

89,6 

39 

—  0,6 

•  0,2 

0,210 

14,4 

16 

+  0,6 

0,4 

0,408 

8.2 

9,8 

+  1.6 

0,6 

0,605 

• 

4,6 

2,5 

-2,1 

0,8 

0,803 

2,0 

1,6 

—  0,6 

1,0 

1,000 

0,0 

0 

Der  mittlere  Fehler  ist  daher  bei  p  Beobachtungen  =  YUd^  :(p  —  1) 
«=  |/7,9 : 4  =  +  1,4.  Mittels  tder  berechneten  n  ist  die  logarithmische 
Linie  in  die  Figur  eingezeichnet.  Ihre  Abweichung  von  den  Beobach- 
tungen liegt  offenbar  mehr  in  der  Unstetigkeit  in  diesen  Beobach- 
tungen, als  in  dem  Unzutreffenden  der  logarithmischen  Funktion,  so 
daß  wir  das  durch  die  obige  Formel  ausgedrückte  logarithtnische  Ge- 
setz für  die  Anzahl  der  Tusdüagen  benutzen  dürfen. 

496.  Um  aus  diesen  Ergebnissen  eine  Begd  über  das  Tusdien 
von  Bildern  für  die  gewöhnlich  vorkommenden  Verhältnisse  abzu- 
leiten, beachten  wir,  daß  durch  den  Reflex  allein  leicht  eine  Hellig- 
keit =  0,3  hervorgebracht  wird,  nämlich  (487  f.)  durch  den  klaren 
Himmel   0,17,   wozu   noch   die  Wirkung   von  Flächenstücken   von 
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festen  Körpern  mit  A  =  0^24  und  mehr  kommt.  Von  Schnee  (mit 
0,78)  und  weiß  angestrichenen  Wänden,  welche  eine  viel  stärkere 
Ueflexbeleuchtung  bewirken,  ist  abgesehen.  Auf  die  von  der  Sonne 
beschienenen  Stellen  wird  der  Himmel  etwas  stärker  (488),  werden 
aber  die  festen  reflektirenden  Körper  etwas  schwächer  einwirken;  ihre 
Helligkeit  wird  daher  nahezu  um  ebenfalls  0,3,  also  bis  zu  1,3,  ge- 
steigert werden.  Nimmt  man  nun  in  den  direkt  beleuchteten  Teilen, 
wie  gebräuchlich  und  zweckmäßig,  zehn  gleiche  Helligkeitsstufen  an, 
so  bleiben  deren  drei  für  den  Schatten,  und  man  erhält  von  der 
Weiße  des  Papiers  bis  zur  vollen  Dunkelheit  13  Abstufungen.  Läßt 
man  das  Gesetz  der  logarithmischen  Funktion  gelten,  so  ist  die 
Stärke  der  anzuwendenden  Tuschfarbe  oder  des  Einheitstones,  sowie 
die  Anzahl  ti  der  Lagen,  welche  irgend  eine  angenommene  Hellig- 
keit hervorbringen,  in  die  Wahl  gestellt  Mit  der  letzteren  Ände- 
rung ändert  sich  nur  die  Beständige  Je  (vorige  Nr.);  und  die  neue 
logarithmische  Linie  wird  mit  der  früheren  affin,  mit  der  xAxe  als 
Affinitätsaxe.     Wir  wollen  nun  bewirken,  daß  an  der  Licht-   und 

Schattengrenze  zehn  Lagen  aufgelegt  werden,  daß  also  flr  A  «=  ^  ^ 

n  —  10  sei.  Die  Helligkeitseinheit  wird  dabei  im  Verhältnis  von 
10 :  13  erhöht.    Dann  gibt  die  Formel  (1)  der  Nr.  495 

13 

10  =  A  log  Y  f  woraus  h  =  15,7, 
so  daß  für  die  m^  jener  13  Abstufungen  gilt 

n  =  15,7  log  A  =  15,7  log  1^?. 
Daraus  erhält  man  folgende  Tabelle: 


HelUgkeit  Ä  «  ^^ 


12  11  10   9   8  2.®   ^   *  ä 

13  13  13  13  13  13  13  13  13  13 


2       11 

13     13      50       ^ 


Anaahlnderl^ö'^aujO    0,5    1,1    1,8   2,5  3,3  4,2  5,3  6,5  8,0  1012,8^  17,8  26,6  oo 
TuBchlagen   Jruod   \0     ^      1       U      2      3    4     5    6^     8     lo|  13      18      27    oo 

Wenn  man  höchstens  halbe  Tuschlagen  anwenden  will,  d.  h. 
solche  mit  einer  Verdünnung  auf  die  halbe  Stärke,  so  erhält  man 
die  unterste  Zahlenreihe. 

497.  Hierdurch  ergibt  sich  ßr  das  Tuschen  folgendes  Verfahren. 
Man  drückt  zunächst  die  Helligkeit  aller  Flächen  in  Dreizehntel  der 
größten,  unter  den  yorhandenen  Umständen  durch  direkte  und  in- 
direkte Beleuchtung  erreichbaren  Helligkeit  aus  und  verzeichnet  ins- 
besondere bei  krummen  Flächen  in  einer  im  H.  Bande  anzugebenden 
Weise  im  direkt  beleuchteten  Teile  die  jener  Abstufung  entsprechest!- 
den  Linien  gleicher  Helligkeit,  entlang  welcher  diese  also  der  Beithe 
nach  gleichförmig  1>  Hi  H  ' '  *  iV  ^8t  Hierauf  legt  man  auf  Or^tmd 
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der  letzten  Tabelle  den  Einheitston  zweimal  über  alle  Flächen,  deren 
Gesamthelligkeit  Ä  <  3^  ist  (im  wesentlichen  die  Schattenteile); 
darauf  einen  Ton  und  dann  noch  einen  halben  über  die  Flächen  mit 
A  <  ^  (im  wesentlichen  die  Schatten  und  die  unterste  Stufe  der 
direkt  beleuchteten  Flächen);  dann  1^  Ton  auf  alle  Flächen  mit 
h  <  1^5,  dann  1  Ton  auf  alle  mit  h  <  3^,  1  auf  die  mit  h  <  ^, 
1  auf  die  mit  h  <  ^V,  i  Ton  auf  die  mit  h  <  ^,  ^  auf  die  mit 

Ä  <  1^7  ^  ^uf  ^^^  ^^^  Ä  <  H^  i  *^^  ^i®  ^^*  *  ^  \h  Dann  legt 
man  in  dem  Schatten  drei  Töne  auf  die  Flächen  mit  ä  <  ^^y,  fünf 
Töne  auf  die  mit  h<^^,  neun  Tönö  auf  die  mit  h  <  ^^.  Bei 
krummen  Flächen  kann  man  noch  die  staffelförmigen  Tonlagen 
durch  verwaschene  Zwischentöne  in  einander  überführen.  Daß  man 
in  den  direkt  beleuchteten  Flächen  von  den  dunkleren  zu  den  helleren 
und  nicht  von  den  helleren  zu  den  dunkleren  übergeht,  hat  seinen 
Grund  darin,  daß  man  dabei  die  in  jenen  Flächen  gezeichneten 
Lichtgleichen  nur  benutzen  muß,  wenn  noch  kein  Ton  über  sie  ge- 
legt ist;  man  kann  dann  die  mit  Bleistift  gezeichneten  Linien  so  weit 
wegwischen,  daß  sie  nach  dem  Tuschen  nicht  mehr  bemerkbar  sind. 
Führt  man  das  Tuschen  einer  krummen  Fläche,  z.  B.  einer 
Kugel,  nach  dieser  Regel  aus,  so  bemerkt  man,  daß  das  Bild  augen- 
scheinlich der  Wahrheit  näher  kommt,  als  bei  Anwendung  des  ge- 
bräuchlichen Verfahrens,  bei  welchem  einer  gleichförmigen  Ab- 
nahme der  Helligkeit  auch  eine  gleichförmige  Zunahme  der  Anzahl 
der  Tuschlagen  zugeschrieben  und  dadurch  den  helleren  Flächen 
ein  zu  dunkler  Ton  gegeben  wird.  Wenn  ferner  der  Regel,  daß  der 
Schlagschatten  dunkler  als  der  Eigenschatten  sei,  ausnahmslos  ge- 
folgt, und  nicht  eine  jedesmalige  Abschätzung  der  Reflexe  vorge- 
nommen wird,  so  werden  häufig  die  Eigenschatten  zu  hell  und  ihre 
Verdunkelung  in  die  Vertiefungen  der  Räume  hierin  vernachlässigt, 
dagegen  die  Schlagschatten  oft  zu  dunkel,  besonders  wenn  sie  des 
Kontrastes  halber  um  so  dunkler  gehalten  werden,  je  heller  eine 
benachbarte  beleuchtete  Fläche  erscheint;  hierdurch  entsteht  außer- 
dem oft  ein  Widerspruch  gegen  die  gewöhnlich  zutreffende  Regel, 
daß  der  Schlagschatten  mit  seiner  Entfernung  vom  schattenwerfenden 
Körper  heller  wird. 

m.   Bestünmnng  des  Sohattens  und  der  Helligkeit  von 
ebenfläehigen  Körpern  bei  Parallelbelenohtung. 

498.  In  der  Formel  für  die  Hdliglceit  einer  Fläche  bei  Parallel- 
beleuchtung (483  (5))  H=  L  cos  aAy  drückt  L  cos  e  =- B  die  Be- 
leudUtmgsstärJce  aus,  und  wird  für  Z'  ==  1  zu  5  =  cos  s,  Haben 
verschiedene  Flächen  dasselbe  Rückstrahlungsvermögen  A,  so  führt 
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man  vorteilhaft  den  Begriff  der  verhältnißmäßigen  Helligkeit  3^^===  H:A 

ein;  dieselbe  ist  dann 

ff'ssnß-s,  cos  «. 

Besitzt  ein  Körper  mehrere  kongruente  ebene  Seitenflächen  F,  deren 
Schlagschatten  auf  ein  und  dieselbe  Ebene  schon  gezeichnet  sind, 
so  lassen  sich  die  yerhältnißmäßigen  Helligkeiten  dieser  Flächen 
auch  leicht  vermittelst  des  Satzes  bestimmen  ^  daß  sie  mit  den  In- 
halten ihrer  Schlagschatten  proportional  sind,  weil  auf  die  Flächen 
ebenso  viele  Lichtstrahlen  wie  auf  den  Bereich  ihrer  Schatten  auf- 
fallen können.  Als  Einheit  dient  dabei  der  Inhalt  des  Schattens 
der  senkrecht  zum  Licntstrahl  gestellten  Fläche  F,  welcher  ermittelt 
werden  muß.  Sind  die  Flächen  F  Vielecke,  so  ersetzt  man  sie 
zweckmäßig  durch  die  Dreiecke  entsprechender  Ecken,  verwandelt 
die  Schattendreiecke  in  flächengleiche  Dreiecke  von  übereinstimmen- 
den Grundlinien  und  ersetzt  das  Yerhältniß  der  Flächen  durch  das 
der  Höhen.  Ist  stets  eine  Seite  des  Dreiecks  in  F  mit  der  be- 
schatteten Ebene  parallel,  so  haben  die  Schattendreiecke  schon  von 
vornherein  gleiche  Grundlinien. 

Ist  die  beschattete  Fläche  eine  Projektionsebene  P,  und  haben  die 
ebenen  Seitenflächen  der  Körper  auch  keine  kongruenten  oder  flächen- 
gleiche Gestalten,  so  denkt  man  in  die  beleuchteten  Ebenen  kongruente 
Dreiecke  F  hineingelegt,  deren  Grundlinien  und  Höhen  bezw.  Haupt- 
und  Falllinien  der  Ebenen  sind;  daraus  ergibt  sich  leicht  der  ScUs: 

Bei  PardlUlbeleuchtung  verhalten  sich  die  Beleuchtungsstärken  mceitr 
Ebenen,  und  hei  gleichem  Rückstrahlungsvermögen  auch  ihre  Helligkeiten^ 
une  die  Projektionen  der  auf  eine  Projektionsebene  geworfenen  Schauen 
gleich  langer  FcUllinien  der  Ebenen  je  auf  eine  zur  zugehörigen  Haupt- 
linie senkrechte  Gerade  (d,  ».  auch  auf  die  Projektion  der  FaUUnie, 
wenn  diese  nicht  ein  Punkt  wird).  Die  Einheit  tvird  vermittelst  der 
Fälllinie  einer  auf  dem  Lichtstrahle  senkrechten  Ebene  gewormen.  Jene 
Projektionen  sind  dabei  die  Höhen  der  Schattendreiecke.  Der  Satz  ist 
in  den  Fällen  nützlich,  in  welchen  die  Falllinien  schon  verzeichnet  sind. 

499.  Schattenbestimmung  durdh  das  Verfahren  der  HilfsAenen. 
Um  den  Schatten  eines  Punktes  auf  eine  Fläche  zu  finden,  legt  man 
durch  den  Punkt  den  Lichtstrahl,  durch  diesen  eine  Hilfsebene,  be- 
stimmt deren  Schnitt  mit  der  beschatteten  Fläche,  so  wird  dieser 
vom  Lichtstrahle  im  gesuchten  Schattenpunkte  getroffen. 
Pig.  «78.  Aufg.  Die  Schatten  einer  aufrecht  stehenden  regelmäßigen  acht- 
seifigen  Pyramide  und  eines  liegenden  regelmäßigen  dreiseitigen  Prismas 
auf  die  Horizontdld>ene  y  und  der  Pyramide  auf  das  Prisma  ^  sowie  die 
Helligkeiten  ihrer  Flächen  zu  bestimmen, 

Aufl.   1  •  2  •  •  •  8jS  sei  die  Pyramide,  ABC  DE  das  Prisma,  bei 
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dem  die  Hohe  c  des  gleichseitigeii  Grunddreiecks  ABC  emiittelt 
ist,  /({',  l")  der  Lichtstrahl.  Der  Schatten  der  Spitze  S  auf  F,  er- 
gibt sich  als  erste  Spur  iS,  des  durch  S  gelegten  Lichtstrahles;  die 
erste  projicirende  Ebene  dieses  Strahles  schneidet  die  Fläche  DAC 
des  Prismas  in  JF,  welche  Gerade  vom  Strahle  im  Schatten  S3  der 
Fig.  278. 


Spitze  auf  das  Prisma  getroffen  wird.  Die  äußersten  von  Si  nach 
dem  Umfang  des  Achtecks  gezogenen  Linien  S,  4'  und  Si  T  sind  die 
Grenzen  des  Schlagschattens  der  Pyramide  auf  F,  und  .$4,  S7  daher 
die  Grenzen  ihres  Eigenschattens.  An  der  Kante  AD  des  Prismas 
bricht  sich  der  Schlagschatten  in  Y  und  Öj  und  steigt  nach  Sg  hinauf 
Entsprechend  wird  der  Schlagschatten  des  Prismas  auf  F,  bestimmt. 
Fflr    die    direkte    Sonnenbeleuchtung    setzen    wir    nach    der. 
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Yorigen  Nr.  die  yerhältnißmäßige  Helligkeit  H'  =  B  ^^^  cos  £,  und 
bestimmen  dieselbe  nach  derselben  Nr.^  wobei  wir  bei  den  gleich- 
schenklig-dreieckigen Seitenflächen  der  Pyramide  die  Hohen  als  Fall- 
linien von  unyeränderlicher  Länge  benutzen.  Für  die  Fläche  3 -45 
ist  die  Projektion  des  Schattens  der  Höhenlinie  auf  die  Projektion  t 
der  Höhenlinie  gleich  dem  Abstände  S^  U  des  S^  von  3' 4',  und  mit 
dieser  ist  cos  s  proportional.  Zur  Gewinnung  der  Einheit  muß  man 
eine  Ebene  senkrecht  zu  l  stellen  und  den  Schatten  einer  Falllinie  der- 
selben bestimmen.  Man  dreht  den  Lichtstrahl  und  diese  Ebene  um  eine 
zu  Fl  senkrechte  Gerade,  bis  l  \\  P^  liegt^  wodurch  die  Schattenlänge 
der  Fallinie  nicht  geändert  wird.  So  kommt  der  Lichtstrahl  SSi 
durch  Drehung  um  die  Höhenlinie  der  Pyramide  in  die  zu  F^  pa- 
rallele Lage  ST=  T";  man  ermittelt  ferner  die  wahre  Länge  h  der 
Höhenlinien  der  Seitenflächen  der  Pyramide,  stellt  h"  (=  A)  J_  Z'", 
und  findet  ihren  Schatten  \  =  G^H^^  welche  Länge  nun  die  ge- 
suchte Einheit  bildet  Teilt  man  \  in  zehn  gleiche  Teile,  so  ist 
dies  der  Maßstab  det'  Beleuchtungsstärke  oder  der  verhäUnißniäßigen 
Helligkeit,  an  dem  man  S^  U  mißt  und  =  0,29  findet,  als  Hellig- 
keit der  Seitenfläche  3-45.  Das  um  h^  als  Höhenlinie  yerzeichneie 
schraffirte  Dreieck  zeigt  die  Schattengröße  einer  auf  {  senkrechten  Pyra- 
midenseitenfläche, und  das  Verhältnis  der  Inhalte  von  3'4'5i  und  von 
diesem  Dreiecke  ist  ebenfalls  die  yerhältnißmäßige  Helligkeit  yon  3*45. 

Zur  Bestimmung  der  yerhältnißmäßigen  Helligkeit  der  Fläche 
DAC  des  Prismas  beachtet  man^  daß  AC  die  erste  Falllinie  der- 
selben ist;  auf  dieser  denkt  man  h  aufgetragen  und  bestimmt  seinen 
Schatten  A'J^  durch  Proportionalität  aus  A'C^  als  Schatten  yon 
AC(Är  =  Ä,  rj,  J  JB'CJ.  Die  Projektion  yon  ÄJ,  auf  die  Pro- 
jektion ÄC^  der  ersten  Falllinie  ist  i,  daher  die  yerhältnißmäßige 
Helligkeit  yon  D-4(7=  i  :  7*i  =  0,97.  —  Ebenso  erhält  man  die  ver- 
hältnismäßigen Helligkeiten  yon  F^  =  ä  :  A^  =  0,61,  und  yon  Fj  = 
h^:\  =  0,53,  indem  S^V^h  (s.  Fig.)  gemacht  wurde,  wobei  man 
durch  die  Höhenlinie  der  Pyramide  eine  zu  Fg  parallele  Ebene  gelegt 
dachte. 

500.  Zur  Bestimmung  der  durch  Beflex  hervorgebrachten  verhäU- 
nismäßigen  Helligkeiten  dient  die  Formel  (1)  der  Nr.  486,  wonach 

TT*'* 
n 

Darin  besteht  die  Beleuchtungsstärke  B'  der  reflektirenden 
Fläche  in  der  Stärke  ihrer  direkten  Beleuchtung  Ü  cos  b\  worin 
Z'  =  1  angenommen  und  cos  e  soeben  bestimmt  wurde,  und  in  der 
yon  ihr  empfangenen  Reflexbeleuchtung,  die  wir  zunächst  angenähert 
bestimmen  müssen.     Wir  wollen  uns  alle  Körper  weiß  (etwa  von 
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Marmor)  denken  und  Ä  (=  Ä)  =  0,7  setzen.    Für  die  Luft  nehmen 
wir  den  mittleren  Wert  ^^'  =  0,17  (488). 

Für  die  erste  angenäherte  Bestimmung  der  Reflexbeleuchtung 
auf  der  Wand  Pg  (KLMN)  beachten  wir  nur  den  unbegrenzten 
Boden  und  die  Luft;  für  jeden  dieser  Körper  ist  (485  (2))  a  =  90^, 
daher  F'"  :  ä  =  ^  (1  +  cos  90«)  =  0,5.  Der  Reflex  vom  Boden  ist 
dann  H'  =  0,61  •  0,7  •  0,5  =  0,213,  indem  durch  direkte  Sonnen- 
beleuchtung cos  s  =  0,61  auf  Pj  bestimmt  wurde.  Der  Reflex  vom 
Himmel  ist  2/' =  0,17 -0,5  =  0,085;  zusammen  0,213  +  0,085  =  0,30. 
Wenn  nun  auch  der  Boden  durch  die  hinzukommende  Reflexbeleuch- 
tung selbst  etwas  starker  reflektirt,  so  wird  doch  auch  durch  die 
Schattenteile  des  Prismas  und  der  Pyramide  ein  geringerer  Reflex 
erzeugt,  so  daß  wir  0,30  als  angenäherte  Refiexbeleuchtung  B'  der 
Wand  und  auch  der  anderen  Körper  annehmen  können. 

Wir  wollen  nun  die  durch  Reflex  hervorgebrachte  verhältniß- 
mäßige  Helligkeit  H'  für  den  Boden  P^  in  dem  Punkte  P  berechnen. 
Es  wirkt  zunächst  reflektirend  die  Pyramidenfläche  4  •  3  iS^,  deren 
F'"  :  n  wir  bestimmen  müssen  (485).  Für  die  Kante  4  •  3  wird 
o^  =  <^4P3  mit  dem  Transporteur  =25®  gemessen;  zugleich  ist 
a  =  0®.  Für  3S  erhält  man  nach  einer  ümlegung  o®  =  ^  3PiS=  59«, 
den  Winkel  der  Ebene  3P5  mit  P^  =  «  =  113«;  für  53,  a«  =  53«, 
a  =  83«.  Zu  den  weiteren  Bestimmungen  hat  man  Spuren  auf  P|  und 
Pg  von  Ebenen  notwendig,  welche  durch  P  gehen;  die  Spuren  von  P5iS 
sind  P5'  und  eine  durch  0  gehende  Gerade;  von  PDJErPD',  OWE^^ 
PO  ist  dann  der  Schnitt  dieser  beiden  Ebenen,  oder  der  Strahl  aus  P, 
welcher  bS  und  DE  triflEt.  PEE^  ist  ein  Strahl;  OE^  schneidet 
die  Grenzlinie  MN  der  Wand  in  TT;  die  Ebene  PEC  schneidet  die 
Pj  in  E^Ry  und  diese  trifft  die  Grenzlinie  LM  der  Wand  in  iZ;  die 
Ebene  PBG  hat  PBX  und  XQ  zm  Spuren,  XQ  trifft  die  LM  in  Q. 

Bezeichnen  wir  nun  Punkte  verschiedener  Flächen,  welche  auf 
demselben  Strahle  aus  P  liegen,  mit  demselben  Buchstaben,  z.  B. 
mit  0  sowohl  den  Punkt  auf  Pj,  als  die  Schnittpunkte  von  PO  mit 
DE  und  bSf  mit  B  auch  X,  so  sind  die  verschiedenen  gegen  P 
reflektirenden  Flächen,  wenn  man  den  Umfang  einer  jeden  so  durch- 
läuft, daß  bei  dem  gegen  P  gekehrten  Gesichte  die  Fläche  ^stets  zur 
Linken  liegt,  der  Reihe  nach  folgende.  Die  beleuchtete  Pyramidenfläche 
4.3s,  die  Luft  3KLQCRMW0S,  von  der  Wand  P^  zwei  getrennte 
Figuren  KBQL  und  MREW,  die  beschattete  Prismenfläche  BAC, 
von  einer  anderen  Prismenfläche  die  beleuchtete  Figur  AYS^bOECy 
und  die  beschattete  Figur  TbS^,  endlich  die  beschattete  Pyramiden- 
fläche 5 -45.  Wir  messen,  wie  es  vorhin  für  4  «3/5  geschah,  so 
für  alle  Kanten  mit  dem  Transporteur  a«  und  a,  nachdem  durch 

Wianar,  Lehrbaoh  der  darstellenden  Geometrie.  27 


418    VII,  500.  BelenchtuDgslehro  mit  ihrer  Anwendung  auf  ebenfl.  Körper. 

wenige  Linien  und  Zirkelabgreifungen  ihre  wahren  Größen  bezeichnet 
wurden.  Jede  der  Kanten^  außer  den  in  F^  liegenden^  kommt  zwei- 
mal Yor^  und  wird  dabei  in  entgegengesetztem  Sinne  durchlaufen, 
80  daß  die  zugehörigen  a  sich  zu  180^  ergänzen  (485).  Zur  Ordnung 
und  Sicherheit  der  Ausführung  tragen  wir  alles  in  eine  Tabelle  ein. 
Wir  erhalten  durch  dieselbe  H'  =  0,222. 
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59 
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i-o^so 


38 
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360 


360 
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Für  eine  schief  stehende  beleuchtete  Fläche  wollen  wir  bei  einer 
späteren  Aufgabe  ein  Beispiel  geben.  —  Wollte  man  nun  mit  mög- 
lichster Genauigkeit  verfahren^  so  müßte  man  in  dieser  Weise  die 
Rechnung  für  viele  Punkte  der  verschiedenen  Flächen  durchführen^ 
die  Ergebnisse  als  zweite  Annäherungen  ansehen,  und  alle  Rech- 
nungen durch  Einsetzen  dieses  weiter  angenäherten  B'  verbessern. 
Weil  aber  die  Verbesserungen  doch  nur  gering  werden,  weil  femer 
das  Lambertsche  Gesetz  selbst  nur  eine  Annäherung  ist,  und  weil 
endlich  die  Rechnung  zu  zeitraubend  würde ,  kann  man  sich  mit 
wenigen  solchen  Rechnungen  begnügen,  und  dabei  untergeordnete 
Flächen  durch  Schätzung  genügend  berücksichtigen,  wobei  ein  Über- 
blick über  die  H'  der  Tabelle  Anhalte  bietet.  —  Z.  B.  für  einen  Punkt 
der  Pi  bei  «T  (auf  ÄD')  kann  man  nach  einer  einfachen  Überlegung 
JET'  =  0,17  oder  0,16  setzen.  Denn  den  beschatteten  Flächen  mit 
JB>  etwa  =  0,3  kommt  ein  ^-4'  =  0,  3  •  0,7  =  0,21  zu,  und  den  am 
meisten  wirksamen  Teilen  in  der  Nähe  von  «T  noch  etwas  weniger. 
Die  beschatteten  Eörperflächen  würden  demnach  mit  der  Luft 
{SA  =  0,17)  etwa  gleich  stark  wirken,  so  daß  H'  =  0,17  (wie 
durch  die  Luft  allein),  oder  auch  etwas  kleiner  sein  dürfte. 

So  sind  durch  angenäherte  Rechnung  und  Schätzung  noch  einige 
Refiexhelligkeiten  H'  bestimmt  und  mit  eingeklammerten  Zahlen  in 
die  Figur  eingetragen. 

501.  Schattenbestimmung  mittelst  einer  Profilebene  der  beschatteten 
Fläche,  Eine  prismatische  (oder  cylindrische)  Fläche  projicirt  sich 
auf  ihre  Profilebene  als  Linie,  mittelst  deren  sich  der  Schatten  leicht 
ergibt  Dies  Verfahren  ist  besonders  vorteilhaft,  wenn  die  Profil- 
ebene schon  zur  Verzeichnung  des  Gegenstandes  notwendig  war. 

Aufg.   Auf  der  Horizontalebene  P^  liegt  mit  einer  Seilen  fläche  emPig.279. 
regelmäßiges  aditseitiges  Prisma  und  auf  dieses  lehnt  sich  ein  reget- 
mäßiges  vierseitiges  Prisma,  das  mit  einer  zu  den  Seitenkanten  des 
erstercn  Prismas  parallelen  Kante  auf  P^  liegt.    Es  sollen  die  auf- 
tretenden Schatten  und  die  Helligheiten  der  Fläcfien  bestimmt  werden. 

Aufl,  Man  nehme  eine  zu  den  genannten  Seitenkanten  senk- 
rechte Ebene,  welche  Profilebene  beider  Prismen  ist,  als  Pg  an, 
verzeichne  auf  ihr  die  Projektionen  beider  und  übertrage  sie,  wie 
in  der  Figur  geschehen,  in  P^  und  Pg.  Vermittelst  der  dritten  und 
ersten  Projektion  und  des  in  P3  übertragenen  Lichtstrahles  kon- 
struire  man  die  Schatten  beider  Prismen  auf  P^.  Um  sodann  den 
Schatten  des  quadratischen  auf  das  achtseitige  Prisma  zu  finden, 
lege  man  in  P3  durch  die  Punktprojektion  jeder  Kante  des  letzteren 
den  rückwärtsgekehrten  Lichtstrahl,  welcher  auf  der  schattenwerfen- 
den Kante  des  quadratischen  Prismas  den  Punkt  bestimmt,  der  den 

•     -   n  27* 
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Schatten  auf  sie  wirft,  und  aus  dem  mau  dann  in  F,  den  jenen 
Schatten  bestimmenden  Lichtstrahl  zieht.  --  Man  erhält  Abkürzungen 
oder  Proben,  wenn  man  beachtet,  daß  der  vollständige  Schatten 
der  Prismen  anf  P,  ein  Zehn-  bezw.  ein  Sechseck  ist,  in  welchen  je 
zwei  Gegenseiten  parallel  und  gleich  sind.  Und  man  findet  den 
Schlagschatten  auf  das  achtseitige  Prisma  noch  kürzer  und  genauer 
Fi;;  279 


(s.  Figur)  durch  Beachtung,  daß  er  der  Schnitt  einer  Ebene  mit 
dem  Prisma  ist,  und  wenn  man  zuerst  die  Schnitte  dieser  Ebene  mit 
den  beiden  horizontalen,  dann  mit  den  beiden  vertikalen  Seitenflächen 
des  Prismas  sucht,  und  in  das  so  gebildete  Parallelogramm  parallel 
mit  seinen  Diagonalen  die  vier  Übrigen  Seiten  einzeichnet.  Ganz 
entsprechend  benutzt  man  vorteilhaft  bei  der  Bestimmung  des 
Schattens  des  Grondachtecks  auf  F,  den  Schatten  des  Quadrates  von 
vier  Seiten  desselben. 

Die  durch  die  Sonnenbestrahlung  hervorgebrachten  Beleuclituitgs~ 
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stärken  oder  verhältnißmäßigen  Heiligheiten  cos  £   der  Seitenflächen 

* 

des  achtseitigen  Prismas  bestimmt  man  (498)^  indem  man  beachtet, 
daß  die  Seitenkanten  Hauptlinien ,  die  Seiten  des  Achtecks  (=  Je) 
Falllinien  derselben  sind.  Man  stelle  die  Strecke  k  wieder  senk- 
recht auf  den  um  eine  Vertikale  parallel  zu  F^  gedrehten  Licht> 
strahl  U^  und  bestimme  mittelst  V^  ihre  Schattenlänge  X;^;  die  in 
zehn  gleiche  Teile  geteilt,  den  Maßstab  fOr  die  Beleuchtungsstärke 
(=3  cos  f)  bildet.  Diejenige  der  Prismenfläche  AB  z.  B.  findet  man 
(s,  Figur)  =  JSi  JSg  :  *i  =  0,52. 

Um  die  Beleuchtungsstärke  der  Fläche  CE  des  quadratischen 
Prismas  zu  erhalten,  trage  man  auf  diejenige  ihrer  Kanten,  welche 
eine  Falllinie  ist,  C'"V  «=  k  auf,  bestimme  in  der  dritten  Projek- 
tion ihren  Schatten,  so  ist  C^"!)"' :  \  nahezu  =  1,0  die  Beleuch- 
tungsstärke der  Fläche  GE.  Die  anstoßende  Fläche  hat  die  Be- 
leuchtungsstärke 0,1. 

Zur  Bestimmung  der  darch  Beflex  hervorgebrachten  Beleuchtungs- 
stärken oder  scheinbaren  Helligkeiten  ist  es  notwendig,  den  Wert  von 
A  anzunehmen.  Es  seien  alle  Körper  dunkel,  wie  von  Syenit,  und 
A  =  0,08.  Die  Zahlen  sind  nach  dem  Verfahren  der  vorigen  Nr., 
jedoch  mehr  schätzungsweise  ermittelt  und  eingeklammert  in  die 
Figur  eingetragen.  —  Die  verhältnißmäßige  Helligkeit  des  Himmels 
ist  0,17  :  0,08  =  2,1.  —  Man  bemerkt  aus  den  Zahlen  der  Figur, 
daß  bei  dunklen  Korpern  die  Schatten  verhältnißmäßig  dunkler 
werden,  als  bei  den  hellen  des  vorigen  Beispiels,  und  daß  der 
Himmel  bei  ersteren  eine  größere  verhältnißmäßige  Helligkeit  ge- 
winnt. 

502.  Scliattenbestimmnng  vermittelst  des  SchcMens  einer  Linie  auf 
eine  andere.  Bestimmt  man  die  Schlagschatten  zweier  Linien  auf 
dieselbe  Fläche,  zieht  von  jedem  Schnittpunkte  derselben  rückwärts 
den  Lichtstrahl,  so  schneidet  dieser  beide  Linien,  und  der  von  der 
Lichtquelle  entferntere  ist  der  Schatten  des  näheren.  Dies  Ver- 
fahren ist  besonders  dann  vorteilhaft,  wenn  die  Schlagschatten  schon 
ihrer  selbst  wegen  notwendig  sind. 

Aufg.  Ein  sechseckiger  Stern,  der  aus  einem   Würfel  und  aus^ig.2m 
sedis  auf  seine  Flächen  aufgesetzten  kongruenten  regelmäßigen  Pgra- 
miden  besteht,  liegt  mit  drei  Ecken  auf  der  P^  auf;  es  soll  sein  SchcUten 
a/uf  die  Ttojektionsebenen  und  auf  ihn  selbst,  sowie  die  Helligkeit  der 
Flächen  bestimmt  werden, 

Aufl,  Die  durch  den  Mittelpunkt  M  des  Würfels  parallel  zu 
seinen  Kanten,  daher  nach  je  zwei  Pyramidenspitzen  laufenden  Axen 
stehen  in  den  drei  Eckpunkten  1,  2,  3  eines  regelmäßigen  Dreiecks 
auf  F]  auf.   M  projicirt  sich  in  den  Mittelpunkt  M'  dieses  Dreiecks, 


42ä    ^Q)  G02.  BeleucbtuDgelehre  mit  ihrer  Anvondnog  auf  ebenfl.  KOq)er. 

und  seine  Höhe  wird  in  dem  Kreise,  der  eine  Hüheolinie  des  Drei- 
ecks (von  3'  auf  1'2')  zum  DuTchmesser  hat,  als  die  anf  diesem 
Durchmesser  senkrechte  Ordinate  M' M'"  gefunden.  Daraus  ergibt 
sich  M"  und  jene  Äxen  1  ■  12,  2  ■  13,  3  •  14,  welche  in  M  halbirt 
werden.  Bei  der  angeordneten  gleichen  Neigung  der  Würfelkanten 
gegen  die  F,  steht  eine  Di^onale  des  Würfels  auf  F,  senkrecht, 
deren  eines  Ende  4  zwischen  F,  und  M  willkürlich  angenommen 
werden  kann.  Daraus  ergeben  sich  auch  die  Gegenecke  11,  die  von 
ihnen  ausgehenden  mit  den  Axen   parallelen  Kanten,  welche  durch 

Fig.  280. 


V-< 


zwei  horizontale,  die  Diagonale  4-11  in  drei  gleiche  Teile  teilende 
Ebenen  in  5,  6,  7  und  8,  9,  10  begi'enzt  sind  (162).  Dadurch  wirtl 
die  zweite  und  dann  die  erste  Projektion  des  Würfels,  ein  regel- 
mäßiges Sechseck,  vollendet,  worauf  sich  die  Pyramideokanten  zeichnen 


Vermittelst  des  Lichtstrahles  (',  l"  ergibt  sich  der  Schatten 
14,  von  14  auf  F,,  und  da  12,  13,  14  in  einer  horizontalen  Ebene 
liegen,  sind  die  Längeu  der  Strahlen  12*121,  '3' 13,  gleith  14'14j. 
Dreht  man  V  •=■  14'14,  um  die  erste  Projicireude  vou  14  in  die  au 
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P,  parallele  Lage  14 L  (V"  in  der  zweiten  Projektion),  so  gibt  der 
Abstand  14"^"  des  14"  von  der  zur  Axe  x  senkrechten  U'  N"  die 
Länge  von  14'14i.  Für  jeden  anderen  Punkt,  z.  B.  9  erhält  man 
entsprechend  die  Länge  9'9i  gleich  dem  Stück  der  durch  9'"  geführten 
Parallelen  zu  a?,  welches  zwischen  T"  und  L"  N"  eingeschlossen  ist. 
So  verzeichnet  man  den  Schatten  (d.  i.  auch  die  'schiefe  Projektion) 
aller  Ecken  und  Kanten  des  Sternes.  Die  Umrißlinien  der  Figur 
bilden  die  Grenzen  des  Schlagschattens,  und  die  Kanten,  deren 
Schatten  sie  sind,  die  Grenzen  des  Eigenschattens,  wie  z.  B.  12  •  10, 
12-9;  13-6,  13.11;  14-7,  14- 11. 

Um  nun  noch  den  Schlagschatten  des  Sternes  auf  seine  eigene 
Flächen  zu  bestimmen,  z.  B.  der  Eigenschattengrenze  11-14  auf 
die  beleuchtete  Fläche  11  -  9  •  12,  beachte  man,  daß  derselbe  in 
11  beginnt.  Im  Schlagschatten  trifft  aber  llil4,  den  Umfang  des 
Dreiecks  11^91 12^  noch  in  dem  Punkte  Ay^  der  Seite  9il2i,  woraus 
durch  den  rückwärts  gezogenen  Lichtstrahl  der  Schattenpunkt  A 
auf  9-12,  am  sichersten  in  der  zweiten  Projektion,  folgt.  11^  ist 
dann  der  gesuchte  Schlagschatten.  Aus  den  höchstens  sechs  Schnitt- 
punkten der  Schlagschattenumrißlinien  folgen  derart  sechs  Schlag- 
schatten auf  dem  Sterne. 

603,  Zur  Bestimmung  der  Helligkeit  und  zwar  zunächst  der 
Stärke  der  unmittelbaren  Sonnenbeleuchtung  (cos  e)  für  jede  Fläche  er- 
mittle man  (bei  N'')  die  wahre  Größe  der  Grundlinie  g  und  der  Höhe  h 
einer  der  dreieckigen  Flächen  des  Sternes  und  seinen  durch  den  ge- 
drehten Lichtstrahl  V"  erzeugten  Schatten  gh^  bei  senkrechter  Stellung 
zu  demselben.  Die  beleuchtete  Fläche  1 1  -  8  •  14  hat  den  Schatten 
Ili8il4i;  ihre  Beleuchtungsstärke  ist  daher  =  Fl.  ll^Sil^^iFLghi, 
Zur  Ermittelung  dieses  Verhältnisses  reducirt  man  das  Dreieck 
Ili8il4i  auf  die  Grundlinie  g,  indem  man  auf  lliS^  die  lli8Q  =  g 
aufträgt)  8^143  ||  83 14^  zieht  und  mit  llil4i  in  14,  schneidet.  Der 
Abstand  des  14,  von  II181  ist  dann  die  Höhe  des  reducirten  Dreiecks 
und  gibt,  auf  dem  Maßstabe  hi  gemessen,  für  11  •  8  •  14  den  cos  £=0,53. 
Entsprechend  erhält  man  cos  «  f ür  P^  =  0,37,  für  P^  =  0,49. 

Zur  Bestimmung  der  durch  unmittelbare  Beleuichtung  hervorge- 
braditen  Helligkeit  dient  die  Formel  (5)  der  Nr.  483 : 

H  «==  L'  cos  eA  =  cos  sA. 
Indem  wir  darin  £'  »=>  1  setzen,  nehmen  wir  als  Einheit  der  Hellig- 
keit diejenige  einer  Fläche  au,  welche  von  der  Sonne  senkrecht  be- 
strahlt wird  und  das  Bückstrahlungsvermögen  Eins  besitzt.  Wir 
können  diesmal  nicht,  wie  in  den  beiden  vorhergehenden  Fällen,  die 
verhältnißmäßige  Helligkeit  H :  A  bestimmen,  weil  wir  A  für  die 
verschiedenen  Körper  verschieden  annehmen  wollen.     Sie  sei  näm- 
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lieh  für  Pi  =  0,08  (frische  Ackererde  oder  Syenit),  för  P^  =- 0,7 
(Kalkanstrich),  für  den  Stern  =  0,24  (weißer  Sandstein),  zugleich 
nehmen  wir  F^  und  F^  so  ausgedehnt  an,  daß  sie  bei  der  Beflex- 
wirkung  als  unbegrenzt  angesehen  werden  können.  Es  sind  dann 
durch  die  unmittelbare  Sonnenbeleuchtung  die  Helligkeiten  für  P| 
=  0,37  .  0,08  =  OjOS,  für  F^  =  0,49  •  0,7  =  0,34,  für  11  •  8  •  14 
=  0,53  •  0,24  =  0,13. 

504«  Zur  Bestimmung  der  durch  Beflex  hervorgebrachten  Heilig- 
keü  dient  die  Formel  (1)  der  Nr.  486 

TP"* 

worin  ff  die  Beleuchtungsstarke,  A'  das  Bückstrahlungsvermogen, 
ffÄ'  die  Helligkeit,  F'''  iic  den  Beleuchtungsraum  der  reflektiren- 
den  Fläche,  A  das  ßückstrahlungsyermögen  der  durch  Beflex  be- 
leuchteten Fläche  bedeutet.  In  SA'  muß  aber  auch  die  durch 
Beflex  auf  der  reflektirenden  Fläche  hervorgebrachte  Helligkeit  einbe- 
griffen werden.  Bestimmen  wir  daher  diese  vorerst  annähernd  für  die 
drei  genannten  Flächen.  Für  F^  mit  A  =  0,08  ist  für  den  Beflex  von 
F« : BÄ  =  0,34,  r" : «  =  0,5  (wie  in  500);  von  der  Luft  JffÄ=  0,17, 
JP"' :  Ä  =  0,5;  daher  die  Beflexhelligkeit  ohne  Beachtung  des  Sternes 
=  (0,34  .  0,5  +  0,17  .  0,5)  0,08  =  0,02.  Für  F^  mit  A  =  0,7  ist  für 
den  Beflex  von  F^ :  ffÄ  =  0,03,  F'"  :  %  =  0,5;  für  die  Luft  ffÄ 
=  0,17,  F" :  n  =  0,5,  daher  die  Beflexhelligkeit  ohne  Beachtung 
des  Sternes  =  (0,03  •  0,5  +  0,17  •  0,5)  0,7  =  0,07.  Für  den  Stern 
mit  A  =  0,24  wechselt  der  Beflex  auf  den  Flächen,  je  nachdem 
diese  mehr  der  Wand  oder  mehr  dem  Boden  zugekehrt  sind.  Für 
eine  mit  F^  parallele  Fläche  wird  nur  Fg  und  die  Luft  wirken,  und 
es  wäre  die  Beflexhelligkeit  =  (0,34  •  0,5  +  0,17  •  0,5)  0,24  =  0,06; 
für  eine  mit  Fg  parallele  durch  F^  und  die  Luft  =  (0,03  •  0,5 
+  0,17  .  0,5)  0,24  =  0,02. 

505«  Diese  angenäherten  Beflexbestimmungen,  die  man  für  die 
verschiedenen  Flächen  des  Sterns  leicht  noch  weiter  gliedern  kann,  darf 
man  oft  als  endgiltig  genügend  annehmen.  Wir  wollen  aber  mittelst 
derselben  wenigstens  für  eine  Fläche  eine  genauere  Bestimmung  vor- 
nehmen.   Hat  hat  dabei  die  wirksame  Helligkeit  JffA'  zu  setzen 

für  Fl  =  0,03  +  0,02  =  0,05, 

für  Fa  =  0,34  +  0,07  =  0,41 ; 
für  Flächen  des  Sterns  hat  man  zu  den  Helligkeiten  der  unmittel- 
baren Beleuchtung  noch  0,02  bis  0,06,  ja  bis  etwa  0,08  zuzufügen, 
letzteres  für  Flächen  die  größtenteils  der  Wand  zugekehrt  sind. 

Bestimmen  wir  die  durch  Reflex  erzeugte  Helligkeit  der  Flädie 
14  •  8  •  11  des  Sterns  bei  ihrer  Spitze  14.    Es  wirken  reflektirend  die 
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Fläche  11  •  8  •  13  des  Sterns,  der  Boden  F^,  die  Luft,  die  Wand  F^. 
Indem  wir  nach  Nr.  485  verfahren,  bestimmen  wir  die  Werte  von 
a®  und  von  cc  durch  Konstruktionen  und  Messungen  auf  der  Figur, 
die  aber  nicht  angegeben  sind.  Man  hat  dazu  besonders  die  Spuren 
in  Fl  und  F^  von  den  Ebenen  14  •  8  •  11,  14  •  8  •  13,  14  •  11  •  13 
notwendig  und  kann  dann  die  Winkel  ä^,  a  mit  wenigen  Hilfslinien 
zum  Behuf  des  Umlegens  und  hauptsächlich  mit  Zirkelabgreifen 
bestimmen.  Läßt  man  den  Strahl  aus  14  auf  den  Umrissen  der 
refiektirenden  Flächen  hinstreifen,  so  wollen  wir  Grenzstrahlen  durch 
folgende  Punkte  bezeichnen,  durch  die  sie  gehen:  den  Strahl  durch 
den  unendlich  fernen  Punkt  der  Axe  x  mit  X,  diejenigen  nach  den 
unendlich  fernen  Punkten  der  Horizontal-  und  Yertikalspur  der  unter- 
suchten Fläche  14-8-11  bezw.  mit  H  und  V,  und  endlich  den  Strahl, 
welcher  zugleich  die  Kante  8-13  und  die  x  schneidet,  mit  K,  Dann 
sind  folgendes  die  begrenzten  refiektirenden  Flächen:  11-8-13*,  8HXK 
von  Fij  HVX  von  der  Luft;  F11-13JE'X  von  Fg.  Die  gemessenen 
a?  und  a  und  die  vorhin  angegebenen  Helligkeiten  ffÄ'  sind  in  der 
folgenden  Tabelle  eingetragen,  und  danach  die  Berechnung  vorge- 
nommen, wobei  fdr  die  Fläche  14-8-11  das  Ä  =  0,2A  eingesetzt 
wurde. 
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Die  gesuchte  Beflexhelligkeit  von  14*  8-  11  bei  14  ist  daher 
0,076. 

Ebenso  soll  die  durch  Reflex  erzeugte  Helligkeit  derselben  FJädte 
14  •  8  •  11  in  der  Mitte  P  ihrer  Grundlinie  8  •  11  bestimmt  werden. 
Hier  sind  zur  Bestimmung  von  aP  und  a  die  Spuren  auf  Fj  und  P, 
von  14  •  8  •  11  imd  13  •  8  •  11  notwendig.  Bezeichnen  wir  noch  den 
Strahl  der  von  P  aus  sowohl  die  Kante  8  •  14  wie  die  Axe  x  trifft 
mit  X',  so  erhalten  wir  folgende  Tabelle: 
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Die  Reflexhelligkeit  von  14  •  8  •  11  bei  P  ist  also  =0,062,  oder 
um  0,014  kleiner  als  bei  14,  was  daher  rührt,  daß  14  mehr  Licht 
von  Pg,  P  mehr  von  13  •  8  •  11  erhält,  und  daß  P^  heller  als  13-  8- 11 
ist.  Die  übrigen  Zahlen,  die  in  der  Figur  eingetragen  sind,  wurden 
nicht  mit  der  gleichen  Genauigkeit  bestimmt. 


Vm.  Abschnitt 
Axonometrische  und  scliiefe  Projektion. 

L   Die  Axonometrie. 

606.  Wir  sind  nach  dem  Vorhergehenden  (109)  im  Stande, 
ein  durch  zwei  Projektionen  gegebenes  Raumgebilde  auf  irgend  eine 
neue  Projektionsebene  senkrecht  (oder  auch  schief)  zu  projiciren. 
In  vielen  Fällen  umgeht  man  aber  vorteilhaft  die  Darstellung  der 
neuen  Projektionsebene  und  der  projicirenden  Strahlen^  indem  man 
jeden  Punkt  des  Gebildes  durch  drei  Koordinaten ,  die  wir  .stets  auf 
einander  senkrecht  annehmen,  gegeben  denkt  und  diese  abbildet. 
Es  muß  dann  nur  die  Abbildung  der  drei  Koordinaten axen  auf  die 
neue  Ebene  vorgenommen  und  das  Yerkürzungsverhältnis  der  Pro- 
jektion einer  Strecke  auf  jeder  der  Axen  bestimmt  werden;  damit 
ist  es  dann  leicht,  den  durch  die  drei  aneinander  gereihten  Koor- 
dinaten gebildeten  Koordiuatenzug  irgend  eines  Punktes  und  damit 
ihn  selbst  abzubilden.  Es  ist  dies  besonders  vorteilhaft,  wenn  es 
sich  um  die  Abbildung  von  Korpern  handelt,  welche,  wie  Qebäude, 
Maschinen  u.  s.  w..  Kanten  besitzen,  die  sich  vorzugsweise  in  drei 
auf  einander  senkrechten  Richtungen  erstrecken  (einer  lothrechten 
und  zwei  wagrechten),  mit  denen  man  dann  die  Koordinatenaxen 
parallel  legt,  so  daß  der  Koordinatenzug  meist  durch  Kanten  ge- 
bildet  ist,  die  schon  ihrer  selbst  wegen  gezeichnet  werden  müssen. 
Bei  senkrechter  Projektion  stellt  man  dann  die  neue  Projektions- 
ebene gewöhnlich  geneigt  gegen  alle  drei  Axen  und  gegen  die 
Ebenen  je  zweier,  damit  keine  jener  Kanten  und  Seitenflächen  des 
Körpers  nur  durch  einen  Punkt,  bezw.  eine  Gerade  dargestellt  wird. 
Die  Axonometrie  ist  das  Verfahren,  die  senkrechte  Projektion  eines 
Baumgdnides  mittelst  der  Projektionen  der  recMwinkligen  Koordinaten 
seiner  Punkte  herzustellen. 

507.  Projektion  des  Axenkreuzes  und  Bildung  der  Axenmaß- 
stäbe.  In  imserem  Koordina;tensysteme  gehen  von  dem  Ursprungs- 
punkte 0  die  drei  auf  einander  senkrechten  Koordinatenaxen  x,  y,  z  aus, 
welche  die  Koordifuxten^enen  xy  =  'B^y  xz  =  'P^,  y£?  =  Pg  bilden, 
die  bezw.  auch   die  Grundriß-,  Aufriß-  und  Kreuzrißebene  heißen. 
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Unter  dem  AxenTireuze  verstehen  wir  drei  auf  den  Axen  aufgetragene 

der  Einheit  oder  einem  ganzen  Vielfachen  der  Einheit  gleiche  Strecken 

OXyOY^OZ,   Schneiden  die  Axen  die  Bildebene  P,  auf  'welche  pro- 

rig.28i.jicirt  wird,  in  den  Punkten  A,B,C,  von  denen  A  und  B  gegeben 

^  seien,  so  lege  man  den  rechten 

Winkel  ^1 0  JB  in  die  P  in  einen 
r^. ^^^  rechten   Winkel,  etwa  ^O^B 

\  um.     Projicirt  man  dann  das 

\  Axensystem  auf  eine  zxi  AB 

\  senkrechte    Ebene    und    legt 

^Z"      diese  um  ihre  (zu  AB  senk- 

\  rechte)  Spur  Ä'C"  in  die  P 

\         um,  so  zeigt  sich  das  Dreieck 

>«\(9*'  AOB  als   eine  (gegen  A"C" 

^^ , ^^        .^•^'^     \     geneigte)  Gerade,  etwa  ^"0", 

^.      \  ]   ^<^    Y  1     z  als  die  zu  Ä'O"  Senkrechte 

''     '  '^  /      0"C\    Durch  Ol  und  (T  ist 

die  Projektion  0'  von  0  auf  P 
bestimmt  Die  Projektion  von 
z  auf  P  ist  die  z\x  AB  Senkrechte  (XC?,  auf  welcher  sich  aus  C" 
die  Spur  C  der  s  gegen  P  ergibt.  ABC  ist  dann  das  Spu/rendreiedc 
des  Axensystems  xyz  auf  der  Bildebene;  und  da,  ebenso  wie  (fCy 
auch  (JA  und  O'B  auf  ihrer  Gegenseite  senkrecht  stehen,  so  sind 
die  Abbildungen  der  Axen  die  Höhenlinien  des  Sptirendreiecks,  Dies 
Dreieck  ist  im  allgemeinen  spitzwinklig,  da  sein  Hohenschnittpnnkt 
im  allgemeinen  ein  innerer  Punkt  sein  muß,  und  nur  in  einer  Grenz- 
lage auf  dem  Umfange  liegen  kann. 

Um  die  Abbildung  des  Axenkreuzes  herzustellen,  trage  man 
auf  den  unverkürzt  erscheinenden  Axenabbildungen  0^-4,  O^B,  (X^t?" 
die  Einheit  der  Länge  oder  Gleichvielfache  der  Einheit  als  O^X^^ 
O^Yy^  =  Of' Z"  auf,  deren  Abbildungen  sich  dann  als  (7X',  ffY', 
0' Z'  ergeben  und  Aie  Abbildung  des  Axenkreuzes  bilden.  Die  Axen- 
Fig.288.  maßstabe  x,  y,  z  und  der  „wahre 

^'^'  ^^^'  Maßstab'^    w,  d.  i.    der   Maßstab 

'^  I "  "  I "  "  i^ fe 1;,    der  Bildebene,  werden  dann  durch 

X      IMH,...,,^ J- 1^ 

^  \- '  "  \    ^   \        "i  O^Xi  in  ebenso  viele  gleiche  Teile 

(in  der  Figur  einen),  als  man 
Einheiten  auf  O^X^  angenommen  hat,  und  durch  Weitertragen  der 
Teilung  ausgeführt.  Unter  dem  wahren  Maßstab  ist  also  der  Maß- 
stab der  Bildfläche  verstanden,  welcher  keine  Verkürzung  durch 
Projektion  erfahren   hat,  immerhin   aber    eine  Veränderung  gegen 
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die  Wirklichkeit  besitzen  kann.  —  Vorteilhaft  ist  auch  der  Strahlen- vig.iss 
maßstäb,  besonders  in  dem  Falle,  in  „. 

welchem  man  noch  weitere  Maß- 
stabe fQr  beliebig  andere  Richtungen 
herstellen  will.  Man  bildet  dann 
zuerst  den  wahren  Maßstab  w,  pro- 
jicirt  dessen  Teilungspunkte  aus 
einem  nicht  nahen  Punkte  und 
legt  parallel  zu  ihm  zwischen  zwei 
Strahlen  y  welche  auf  w  die  Lange 
OjXj  einschließen,  die  Längen  (/X', 
(XY'yCyZ']  auf  ihren  Linien  schnei- 
det dann  "das  Strahlenbüschel  die 
Maßstabe  x,  y,  js  ein.  Maßstabe  für 
andere  Yorkommende  Richtungen 
kann  man  leicht  entsprechend  einschalten. 

Diese  beiderlei  Maßstabe  sind  zweckmäßig,  wenn  man  einen 
Gegenstand  nach  Maßen  zeichnet,  indem  man  den  wirklichen  Gegen- 
stand oder  einen  Handriß  mit  eingeschriebenen  Maßen  zu  Grund  legt 
Benutzt  man  dagegen  eine  Zeichnung,  welche  die  richtigen  Maße 
besitzt,  so  bildet  man  am  besten  Proportional-  oder  Verhältnismnlc€l,vie.^H4, 
deren  Sinus  jedesmal  gleich  dem  zu  er- 
zielenden Yerkürzungsverhältnisse  sind, 
wobei  die  Verkürzung  außer  durch  die 
Projektion  auch  durch  eine  etwaige  Ver- 
jüngung bewirkt  sein  mag.  Man  ziehe 
eine  Grundlinie  OA^,  beschreibe  mit 
irgend  einer  Länge  der  ursprünglichen 
Zeichnung  (z.  B.  2  •  Oj  X^  der  Fig.  281) 
als  Halbmesser  einen  Ereis  und  bestimme 
auf  ihm  Punkte  Z,  Y,  Z,  deren  senkrechte 
Abstände  Yon  OA2  bezw.  gleich  den  Ab« 

bildungen  jener  Länge  (20'X',  20'  F',  20'Z')  in  den  Richtungen  der 
Axen  oder  in  irgend  einer  andern  Richtung  sind.  Durch  eine  einfache 
Operation  mit  dem  Handzirkel,  ohne  eine  Linie  ziehen  zu  müssen,  leitet 
man  dann  z.  B.  aus  der  Länge  OX^  der  ursprünglichen  Zeichnung  ihre 
Abbildung  X^Ä^  in  der  Richtung  der  o;  Axe  ab.  —  Tritt  wegen  einer 
Vergrößerung  des  Maßstabes  eine  Vergrößerung  der  Maße  der  Ver- 
zeichnung in  einer  Axe  ein,  so  macht  man  die  Eosekante  des  Ver- 
hältniswinkels gleich  dem  Vergrößerungsverhältnisse  und  bestimmt 
dann  z.B.  OX^  aus  Xg^. 

608.   Äufg.  Mit  der  gegd)€nen  Ähbüdung  eines  Axenhremes  einen 


Fig.  284. 
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Fig.  285. 


Würfel  von  gegebener  Kantenlänge  und  die  seinen  Seitenflächen  an- 
geschriebenen Kreise  abzubilden. 
Fig.  285.         Aufl.    Man   trage   auf  den   Axen   nach   ihren   Maßstaben   die 

gleichen  Kantenlängen  OX,  0  F,  OZ 
auf  und   ergänze  den  Würfel   durch 
die  parallelen  Kanten.   Bezeichnen  in 
der  Figur  281,  in  welcher  das  Axen- 
kreuz  hohl   gegen  das  Auge  gedacht 
ist,  die  Seiten  desselben  die  positi- 
ven  Koordinatenrichtungen  y   so  sind 
von    dem    vorderen    Punkte    0    des 
Würfels  die  Kanten  in  dem  negativen 
Sinne  zu  zeichnen.    Die  eingeschrie- 
benen   Kreise    der    Quadrate    bilden 
sich    als  eingeschriebene  Ellipsen   der  Parallelogramme   ab,  deren 
konjugirte    Durchmesser    die    Mittellinien    sind.      Man    konstruirt 
sie  nach  Nr.  373  oder  374  mittelst  acht  Punkten  und  Tangenten. 
Oder  man  sucht  die  Axen,  wobei  die  große  Axe  in  der  Fläche  xy 
parallel  mit  der  Spur  von  xy,  d.  i.  senkrecht  auf  OZ,  die  kleine 


Fig.  286. 
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Fig.  286. 


Axe  daher  parallel  zu  OZ  verläuft;.  Die  große 
Axe  zeigt  die  wahre  Länge,  die  nach  dem 
wahren  Maßstabe  w  aufgetragen  oder  in 
Fig.  281  auf  O^X^  ermittelt  wird;  die  kleine 
dagegen  (in  XOZ)*wiid  aus  der  großen  mittelst 
der  Eigenschaft  bestimmt,  daß  die  Verbindungs- 
linie der  Endpunkte  zweier  konjugirten  Durch- 
messer parallel  mit  einer  Verbindungslinie  der 
Schnittpimkte  dieser  Durchmesser  mit  einem 
Parallelogramme  ist,  das  der  Ellipse  parallel 
mit  zwei  anderen  konjugirten  Durchmessern 
umschrieben  wurde.  Diese  Eigenschaft  ist 
affiner  Natur  und  daher  durch  die  gleiche 
Eigenschaft  des  Kreises  begründet. 

609.  Aufg.  Einen  durch  Grund-  und  Auf- 
riß gegebenen  Gegenstand  in  axonometrischer 
Projektion  zu  zeichnen  und  seinen  SchaUen  £ti 
konstruiren. 

Aufl.  Der  Gegenstand  sei  ein  Grabkreuz, 
bei  dem  der  Querschnitt  der  Arme  nicht 
quadratisch,  die  Ausladungen  des  Sockels  aber 
nach  allen  Seiten  gleich  seien.  Die  Schnitt- 
linien   der  zusammenstoßenden  Profilirungen 


Till,  609.    Die  Axonometrie. 


431 


dea  Sockels,  die  b.  g.  Gehrungen,  liegen  in  lothrechten ,  unter  45" 
gegen  die  Vorder-  und  gegen  die  Seitenflächen  geneigten  Ebenen, 
den  Gehmngsebenen,  welche  die  Diagonalen  der  länglich  recht- 
eckigen Gmnd&äche  des  Sockels  nicht  enthalten.  Zur  Abbildung 
ist  das  Axenkreuz  der  Tabelle  der  Nr.  516  zu  Grunde  gelegt,  worin 
die  Winkel  g  =  yz  =  107M9',  tj  =  ex  =  96"!!',  S  —  a^y^lö?" 
und  die  VerkürzungsverhältnisBe  fttr  a:  =  0,887,  für  ff  =  0,493,  für 
3  — °  0,985  sind,  und  zu  deren  Übertragung  Verhältniswinkel  benutzt 
wurden.    Man  zeichnet  ^.^  ^^^  *% 

zuerst  das  Grundrecht- 
eck über  CD  und  das 
Quadrat  CDEF,  so 
daß  CE  und  EF  die 
Gmndspuren  der  Geh- 
mngsebenen der  Eck- 
punkte C  und  D  an- 
geben. Die  Ausgangs- 
eckpunkte der  Recht- 
ecke in  den  verschie- 
denen Höhen  überträgt 
man  zweckmäßig  in 
der  Gehrungsebene  des 
Punktes  C  vermittelst 
der  Höhenlinie  unter 
Benutzung  des  js  Maß- 
stabes, und  der  Faral]e> 
len  zu  CE,  deren  Längen 
von  der  Höhenlinie  bis  zu  den  Ecken  man  aus  Fig.  386  erhält, 
wenn  man  in  derselben  CE'  ■=  CE  der  Fig.  287  macht,  sie  durch  die 
auf  CD  senkrechten  Kauten  jeuer  Rechtecke  zunächst  bei  C  schneidet, 
und  die  so  erhaltenen  Stücke  von  CE'  in  Fig.  287  überträgt. 

Der  Lichtstrahl  in  Fig.  287  ist  durch  seine  Abbildung  l  =  GG, 
und  diejenige  seines  Grundrisses  {'  =  G'  G,  vollständig  gegeben. 
Man  findet  den  Schatten  eines  Punktes  G  auf  die  Bodeofleche,  indem 
man  G  auf  die  Bodenfläche  nach  G'  projicirt  (für  G  liegt  G'  auf 
der  Spur  DF  einer  Gehrungsebene),  aus  G  und  G'  bezw.  den 
Lichtstrahl  und  seine  Projektion  auf  die  Bodenfläche  zeichnet  und 
sie  in  G,  zum  Schnitt  bringt.  —  Bemerkenswert  sind  noch  die 
Schatten  iu  der  Hohlkehle,  geworfen  von  einer  (unteren)  zu  x 
parallelen  und  einer  (obereu)  zu  y  parallelen  Kante.  Um  Schnitt- 
kurven  von  Hilfsebenen  mit  der  Hohlkehlenfläche  zu  vermeiden, 
bestimme  man  die  Richtungen  GH  und  GJ  der  Schnittlinien  der 


^y 
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Gehrungsebene  DF  bezw.  mit  einer  durch  x  und  mit  einer  durch 
y  gehenden  Lichtstrahlenebene  xl  und  yl^  indem  man  durch  einen 
geeigneten  Punkt  G  Ebenen  parallel  zu  den  genannten  legt  und 
ihre  Spuren  in  der  Bodenfläche  zeichnet.  Die  Spur  der  Gehrungs- 
ebene ist  dann  DF,  die  einer  Ebene  xl  ist  G^HQx),  die  einer 
Ebene  yl  ist  G^J  (j^y).  Und  indem  die  DF  die  G^H  und  G^J 
bezw.  in  H  und  J  trifft,  sind  GH  und  GJ  jene  gesuchten  Rich- 
tungen. Zieht  man  nun  in  der  Gehrungsebene  DF  der  Hohl- 
kehle die  Streifenden  parallel  bezw.  zu  GH  und  GJ,  und  schneidet 
sie  mit  der  Gehrungslinie,  zieht  durch  die  Schnittpunkte  Parallele 
bezw.  zu  X  und  y,  so  sind  dies  die  gesuchten  Schatten  der  x-  und 
y  Kanten,  auf  denen  man  die  Schatten  der  Ecken  durch  Licht- 
strahlen aus  den  Ecken  findet. 

Die  Helligkeiten  bestimmt  man  wohl  am  zweckmäßigsten  aus 
dem  Grund-  und  Aufriß. 

510.  Die  Richtungen  der  AxenprojeRtionen  und  die  Verkürrnngs- 
Verhältnisse  sind  von  einander  abhängig,  so  daß  die  einen  durch  die 
anderen  bestimmt  sind.  Wir  wollen  zuerst  die  Grenzen  ermitteln, 
innerhalb  welcher  die  einen  und  die  andern  willkürlich  angenommen 
werden  können,  und  dann  aus  den  gegebenen  Elementen  die  anderen 
konstruiren. 
Flg.  288.         Die  Winkel  der  Eoordinatenaxen  OA,  OB,  OG  mit  der  Bild- 

Piff.  288.  ebene  P  oder  mit  ihren  Pro- 

Cf yc^^  jektionen  O'Ä,  O'B,  ffC  seien 


/» 
I  I 


\ 


\Z' 


!  f/fi'^t 


*  r 


\ 


0Äa=a,0B(y  =  ß,  oca 

y  =  y^  sie  sind  die  Komplemente 

v  der  Winkel  der  Azen  mit  0O\ 

\    ^       00'    ist    eine    Diagonale   des 
"~^  rechtwinkligen     Parallelepipe- 

\         dums,  dessen  Seitenflächen  die 
\  ^,  Koordinatenebenen  und  die  pa- 
^""^  \      rallel  mit  denselben  durch  (f 
I      geführten  Ebenen  bilden.    Die 
/      Kanten  desselben  sind  gleich 
y'         00'  sin  a,  Off  sin  ß,  Off  sin  y, 
und  da  das  Quadrat  der  Diago- 
nale 00'  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  Kanten,  so  ist 

sin*  a  +  sin*  ß  +  sin*  y  =  1; 
woraus  cos*  a  +  cos*  ß  +  cos*  y  =  2 

folgt.  Trägt  man  die  beliebige  Strecke  d  auf  jede  der  drei  Axen 
auf,  und  sind  deren  Projektionen  auf  P  bezw.  O'X'  =  Z,  ff  Y'  =  iw, 
(XZ'  =  n,  so  daß  die  Verhürmngsverhältnisse  X,  (i,  v  werden: 


( 
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X  =  cos  a  = 


d  ^ 


m 


n 


^  =  cos  /J  ==  ^,     1/  =  cos  y  =  -j, 

so  ist  auch  A*  +  ft*  +  i/*  =  2 

und  P  +  w2  +  n«  =  2d*. 

ly  m,  n  heißen  die  Verhältniszahlen;  sie  verhalten  sich  zu  einander  wie 
die  zugehörigen  Yerkürzungsverhältnisse  A,  ft^  v.  Nach  den  erhaltenen 
Gleichungen  ist  die  Summe  der  Quadrate  der  Yerkürzungsverhält- 
nisse gleich  2y  und  da  jedes  einzelne  als  Quadrat  eines  Cosinus 
^  1  ist,  so  ist  die  Summe  der  Quadrate  zweier  Verkürzungsver- 
hältnisse ^  1  und  ^  dem  Quadrate  des  dritten;  und  ebenso  ist  die 
Summe  der  Quadrate  zweier  VerhäUniszahlen  größer  ais  das  Quadrat 
der  dritten. 

Führt  man  im  Äxenkreuz  die  Bezeichnung  der  Winkel  ein 

BO'G^l,    COA^fl,    Aac^i, 

so  muß  jeder  dieser  von  den  Höhenlinien  eines  im  allgemeinen 
spitzwinkligen,  in  der  Grenze  rechtwinkligen  Dreiecks  gebildete 
Winkel  im  allgemeinen  ein  stumpfer  oder  ^  90®  und  <  180®  sein; 
sodann  gilt  5  +  ij  +  g  =  360®. 

611.   Aufg.  Aus  den  gegebenen  Richtungen  (XA,  (XB,  ffC  der 
Axenprqjektionen  ihre  VerJcürzungsverhältnisse  zu  Tconstruiren, 

Aufl.  Man  betrachte  die  zu  O'O  senkrecht  gezogene  AB  als  Seite  Fig.  2^9. 
eines  Spurendreiecks ,  lege  vermittelst  des 
xxxa'AB  als  Durchmesser  gezogenen  Halb- 
kreises den  rechten  Winkel  AOB  nach 
AOyB  um,  ebenso  die  projicirende  Ebene 
von  COCj^  (Gl  auf  J.JB),  wobei  (7iOCnach 
(7iO"Ckommt(C(rO"=90®,CiO"=(7iOi, 
C;0"C=90®).  Die  VerMrzungsverhält' 
nisse  sind  dann 

A  =  -ö^  =  cosa,    ^  =  -^-^  =  cos^, 


Fig.  289. 


z^ — z 


rwi 


wobei  y  =  Cf  GCf'  sogleich  gezeichnet  ist, 
a  und  ^  aber  leicht  gezeichnet  werden  können.  Trägt  man  auf 
O^A^  O^B,  C/'G  die  beliebigen  gleichen  Längen  O^X^  =  OiFj  = 
Cf'Z"  auf,  so  stellen  ihre  Projektionen  Verholini&zäMen  dar,  oder 
es  sind 

ax ^i,  (yr  =  m,  az'^n. 

512.  Aufg.  Aus  zwei  gegebenen  VerhürzungsverhäUnissen  die  Axen- 
Projektionen  zu  bestimmen. 

Wiener,  Iiehrbach  der  daritoUenden  Geometrie.  28 
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Flg.  290.         Aufl.   Seien  X  =  cos  a  und  fi  =  cos  ß  gegeben  (A  <  1,  f*  ^  1, 
A*  +  ft*  ^  1),  so  nehme  man  eine  beliebige  Strecke  AB  als  Seite 

p.  des  Spurendreiecks  an. 

Der  Scheitel  0  des  Axen- 
kreuzes     ist    nun    be- 
stimmt durch  die   drei 
Bedingungen: 
1)  <^^0-B  =  90«, 
2)^(^0,P)  =  «, 
3)^(:B0,P)  =  /3. 
Daher   muß  0  liegen: 
1)     auf    einer    Kugel, 
welche  AB  zum  Durch- 
messer hat,  2)  und  3)  auf 
je  einem  Umdrehungs- 
kegel, welcher  A  bezw. 
B  zur  Spitze  hat,  und 
dessen  Erzeugende  den 
Winkel  a  bezw.  ß  mit 
P    bildet     Eine   J_  P 
durch     A  B    gedachte 
Ebene  lege  man  in  P  um,  so  zeigen  sich  ihre  Schnitte  mit  jenen 
drei   Flächen   bezw.   als    der   Spurkreis  AEDB   der   Kugel   in  P 
und  als  die  Geraden  AD{^BAD  =  a)  und  BE{^ABE^  ß), 
welche  den  Kreis  in  D  und  E  treffen.     Projicirt  man  D  und  E 
auf  AB  nach  IX  und  E\  so   sind,   wie  sogleich   gezeigt  werden 
soll,  die  über  AB^  und  BE'  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise 
die  Projektionen   auf  P   von   den  Schnittlinien   der  Kugel   mit  je 
einem  der  Kegel.     Einer  der  Schnittpunkte   dieser  beiden  Kreise, 
etwa  0',  ist  dann  die  Projektion  von  0,  wodurch   die  Axen  ffA^ 
CfB  und  O'C  (J_  AB)  bestimmt  sind.     In  Bezug  auf  jene  Kreise, 
z.  B.  denjenigen  AD'y  ist  aber,  wenn  man  AB  =  c  setzt,  AD  «= 
c  cos  a,  AB^  ^^  c  cos^  a.    Legt  man  ferner  durch  A  irgend  eine  auf 
P  senkrechte  Ebene,   welche  den  Spurkreis  ABB  der  Kugel  etwa 
noch  in  A^^  und  die  Kugel  in  einem  Kreise  vom  Durchmesser  AA^ 
schneidet,  so  wird  dieser  von  einer  von  A  ausgehenden  Erzeugenden 
jenes  ersteren  Kegels  in  einem  Punkte  0  getroffen,  dessen  Projek- 
tion  auf  P,  0'   sei;   dann   ist   wieder  AO'  '=^  AA^  cos*  a.     Daher 
stehen  auf  allen  Strahlen  aus  ^  die  ^0'  zu  den  AA^  in   unver- 
änderlichem Verhältnisse,  oder  der  Ort  der  0'  ist  eine  zum  Kreise 
ADBAi  ähnliche  Kurve  mit  dem  Ahnlichkeitspunkte  A^  also  der 
Kreis  vom  Durchmesser  AD',  was  zu  beweisen  war. 
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513.  Die  Kreise  AD'  und  BE'  heißen  nach  Tesaf*)  VerJcür- 
zungshreise;  sind  F  und  O  ihre  Mittelpunkte  und  gilt  die  Bezeich- 
nung AF ^=  ii,  JBG  =  m^j  so  ist  l^  =  \c  cos*  a,  w^  ==  ^  c  cos*  /J. 
Setzt  man  noch  n^  ==  ^  c  cos*  y,  so  ist  wegen  cos*  a  +  cos*  /J  + 
cos*  y  =  2  (510),  ij  +  f»!  +  Wj  ==  c;  daher  n^  =  l^G.  Hieraus  erhält 
man  y,  indem  man  auf  AB  die  AH'  =  2FG  aufträgt,  H' HS-AB 
zieht,  und  mit  dem  Kreise  AB  in  U  schneidet-,  dann  ist  -^  BAH 
=  y.  Da  ferner,  als  Halbmesser  desselben  Kreises,  AF^^ffF, 
BG  ^=  O'G,  so  sind  auch  in  dem  Dreiecke  O'FG  die  Seiten:  O'F 
=  Zj,  Cf  G  ^==  m^y  FG  =  «p  und  da  nach  den  obigen  Gleichungen 
und  nach  Nr.  510 

Zj :  m^ :  Wj  =  cos*  a  :  cos*  ß  :  cos*  y  =  A*  :  ft*  :  v*  =  Z* :  w*  :  w*, 
so  verhalten  sich  im  Dreiecke  O'FG  die  Seiten  wie  die  Quadrate 
der  Yerkürzungsverhältnisse  oder  wie  die  Quadrate  der  Verhältnis- 
zahlen. Daher  heißt  dieses  Dreieck,  sowie  jedes  mit  ihm  ähnliche, 
ein  Verlcürmngsdreieck.  Solche  kann  man  in  übereinstimmender 
Weise  auf  jeder  Seite  des  Spurendreiecks  bilden;  sein  Umfang  ist 
jedesmal  gleich  der  benutzten  Seite. 

514.  Die  Fußpunkte  A^B^Gy  der  Höhenlinien  eines  Spurendm- Pig.soo. 
ecics  ABC  bilden  ein  Verkürzungsdreiech    Dies  folgt  aus  dem  Satze, 
daß  die  Höhenlinien  eines  Dreiecks  ABC  die   Winkel  des  Dreiecks       , 
A^BiCi  der  Fußpunkte  der  Höhenlinien  haUnren,   Es  liegen  nämlich 

die  Scheitel  -4^,  B^  der  rechten  Winkel  AA^B,  BB^A  auf  dem 
Kreise  vom  Durchmesser  AB.  Daraus  folgt  ^ABB^^^^-^AAiBi. 
Auf  gleiche  Weise  folgt  vermittelst  eines  über  J.C  als  Durchmesser 
beschriebenen  Kreises  ^^ACC^^  =  ^  AA^Cy.  Nun  ist  ^  ABBi 
=^  -^ACCyy  weil  ihre  Schenkel  paarweise  auf  einander  senkrecht 
stehen;  daher  ist  auch  -^AA^By^  =  -^AA^^Cy,  Hiermit  ist  der 
letztere  Satz  bewiesen. 

Da  bei  dem  gleichschenkligen  Dreiecke  BGO  der  ^FGO' 
=  2^ABBy^  ist,  und  da  sich  soeben  ^BiA^Cy  =  2^AAyBj^ 
=  2  4c:  ABBy  ergab,  so  ist  ^  FGOf  =  ^  B^A^Cy.  Entsprechend 
ist  ^GFff  ==^^AyB^Cy,  daher  AGFO'  ^^  A  A^B^C^,  was  zu 
beweisen  war. 

515.  Aufg.  Aus  den  gegebenen  Verhältniswahlen  l,  m,  n  die  Axen- 
Projektionen  zu  bestimmen.  Es  muß  (510)  das  Quadrat  einer  jeden 
dieser  Zahlen  kleiner  als  die  Summe  der  Quadrate  der  beiden 
andern  sein,  so  daß  man  mit  diesen  Quadraten  als  Seiten  ein  Dreieck 
bilden  kann. 

Aufl,  1.    Man  bilde  Linien,  welche  sich  wie  die  Quadrate  der 


*)  Man  sehe  die  Aofuhrung  der  folgenden  Seite. 
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Yerhältniszahlen  verhalten;  entweder  durch  Rechnung,  oder  indem 
Fig. 891.  man  über  einer  Seite  AB,  welche  nach  irgend  einem  Maßstabe  großer 

ü-     oft^  als  jede  der  Yerhaltnis- 

Pig.  291.  •* 

zahlen  ist,  als  Durch- 
messer einen  Halbkreis 
beschreibt,  nnd  darin 
von  einem  Endpunkte 
aus  nach  demselben 
Maßstabe  Sehnen  AD 

=    ly  SE     =     Wy  AH 

=  n  abschneidet;  ihre 

Projektionen  Alf,  BE*, 

AH'  auf  AB  sind  dann 

wegen   AD'  =^  AD^  : 

AB  u.  s.  w.  mit  P,  m*, 

n*    proportional.      Mit 

diesen  oder  mit  zu  ihnen 

proportionalen     Linien 

als  Seiten   bildet  man 

ein  Dreieck  A^B^C^^  so 

sind    die    Halbirungs- 

linien  Ay^O\  B^0\  C^O'  seiner  Winkel  die  Projektionen  der  Axen, 

und   zwar   stellt  A^Cf  die  xkxe  vor,   wenn  By^C^  aus  P  gebildet 

wurde  u.  s.  w. 

Aufl,  2.  Man  bilde  wieder  und  füge  in  einer  Geraden  AB  an- 
einander Längen,  welche  die  Quadrate  der  Yerhältniszahlen  dar- 
stellen, nämlich  AF  =  P,  FG  =  n*,  GB  =  m*.  Dann  bilde  man 
über  FG  das  Yerkürzungsdreieck  FGff  durch  (fF^AF,  ffG  = 
BGy  so  werden  Xj  y,  z  dargestellt  der  Reihe  nach  entweder  durch  (f  B 
(;l  der  Halbirenden  des  Winkels  FGff),  ff  A  (||  der  Halbirenden  des 
Winkels  GFCT)  und  durch  die  Yerlängerung  über  ff  von  der  Hal- 
birenden des  Winkels  FffG\  oder,  wenn  man  sich  das  Dreieck 
ABC  hinzugefügt  denkt,  durch  ffA^  ffB  und  ffC±AB.  Der 
Winkel  xz  b==  rj  ist  daher  doppelt  dargestellt,  einmal  als  Winkel 
von  ffB  mit  der  Halbirenden  des  Winkels  FffG^  das  anderemal 
durch  AO'G]  und  man  sieht  auch  leicht  unmittelbar  ein,  daß  beide 
gleich  sind,  jeder  =900  +  ^^  GFff^) 

*)  Die  erste  Auflösung  ist  von  PMke  geliefert  worden  (Darstellende  Geo* 
metrie,  1860,  S.  94).  Der  Begriff  des  Yerkürzungskreises  und  des  in  der  zweiten 
Auflösung  gebrauchten  Yerkürznngsdreiecks  (jedoch  mit  anderer  Begründung, 
wie  oben)  rührt  von  Herrn  Tesar  her,  welcher  damit  alle  Aufgaben  löste,  von 
den  sechs  Größen  l,  ft,  v,  £,  17,  i  aus  zwei  gegebenen  die  übrigen  zu  bestimmen 
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516.  Bei  häufigem  Gebrauche  ist  es  vorteilhaft^  sich  einige 
Axeukreuze^  jedes  zur  Veranschaulichung  seiner  Wirkung  zu  einem 
Würfel  yervollständigty  und  die  zugehörigen  Maßstabe  zur  Auswahl 
zu  zeichnen.  Da  aber  bei  wechselnden  Verjüngungen  doch  wieder 
neue  Maßstabe  notwendig  sind,  so  haben  einfache  Verhältniszahlen 
einen  gewissen  Vorteil,  für  die  man  die  Axenkreuze  ebenfalls  kon- 
struiren,  aber  auch  berechnen  und  die  Ergebnisse  in  einer  Tabelle 
zur  Auswahl  bereit  halten  kann.  Wir  wollen  daher  die  zu  be- 
nutzenden Formeln  herstellen  und  eine  kurze  Tabelle  zufügen. 

Aus  den  letzten  Gleichungen  der  Nr.  510  folgt 

9  2  2«  o^  2  m«  8  2n» 

cos"  a  =  ^=-"1 — rn — * »  cos'  p  =  «-j — s— j — ,  ,  cos"  y  =  «j— j — ,-; — = , 

wonach  die  Verkürzungsverhältnisse  aus  den  Verhältniszahlen  be- 
rechnet werden. 

In  dem  Dreiecke  A^B^C^  werden  die  Winkel  Bi  und  C|  vonFig.2ai. 
den  Schenkeln  des  Winkels  %  halbirt;  es  ist  daher 

1=180« -^4— =9^  +  ^'  *gs=-«o*4-' 

und   da   die  Seiten   des  Dreiecks   gleich  oder  proportional  mit  1^, 
in\  n^f  so  folgt  aus  einer  bekannten  trigonometrischen  Formel: 


x^  . l/(g'  +  w'  +  n')  (-  P  +  m«  +  n«) 

^8  5—         y     (ii^m*  +  n»)  (l*  +  m^  -^  n*)    ' 

^EV  =•         y  (^^1%^  nt%  4.  n«)  (l*  +  w"  —  n»)  ' 

^g  b  =         ^  (_  |i  _|.  ^«  ^  n«)  (2«  -  m«  +  n«)  ' 

Ohne  Benutzung  des  Verkürzungsdreiecks  Ä^By^C^  kann  man 
diese  Formeln  auch  aus  dem  Dreikante  0{OBC)  herleiten,  in 
welchem  die  Kantenwinkel  90^  90^  —  y,  90<*  —  /3,  und  der  Flächen- 
winkel an  00>  =  5  ist,  durch  die  Formel  cos  5  =  —  tg  /J  tg  y; 
hieraus  erhält  man  mit  Hilfe  der  obigen  Ausdrücke  für  cos^  /},  cos^  y, 


^^,  . W  -  m«  -f  n«)  (?«  +  m«  -  n») 

^^^  ^  2mn  ' 

welche  Formel  man  auch  in  die  obige  fOr  tg  |  umsetzen  kann. 

Mit  Hilfe  der  Formeln  für  cos  |   oder  tg  |  u.  s.  w.  werden  die 
Axenwinkel  in  der  folgenden  Tabelle  berechnet. 


(Sitzber.  d.  math.  nat.  Cl.  d.  Ak.   d.  Wiss.  in  Wien,  1880,  B   81,  Abtb.  2, 
S.  463-478). 
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Verhl 

lltnissahlen 

YerkürsangiTerhältui  Bie 

Axenwinkel 

m 

n 

ooB  a 

OOB/9 

COB  Y 

« 

V 

C 

I. 

1 
2 

1 
1 

1 
2 
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0,816 
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0,816 
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120''           120° 
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3 
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3 
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973 

133.  24^ 
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133.  24^ 

4 

1 
6 

1 

4 
10 

985 
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985 

134.    6f 

91.  47^ 

134.    61 

9 

887 

493 

985 

107.  49 

95.11 

167. 

17 

6 

18 

944 

383 

999 

96.23 

90.  47i 

172.  49i 

HI. 

6 

4 

6 

806 

645 

967 

108. 13 

101. 10 

160.  37 

7 

6 

8 

811 

695 

927 

114.  46 

106.59^ 

138. 14^ 

Fig.  292. 


Den  Fall  I)  mit  gleichen  Yerhältniszahlen  nennt  man  den  der 
isometrischen  Projektion  {t6og^  gleich;  iiitgovy  Maß),  den  Fall  II) 
mit  zwei  gleichen  Yerhältniszahlen  den  der  dimetrischen  (ßig,  zwei- 
mal) oder  der  monodimetrischenj  den  III)  mit  drei  verschiedenen 
Verhältniszahlen  den  der  trimetrischen  (tQig,  dreimal)  oder  der 
anisometrischen  Projektion, 

517.  Die  isometrische  Projektion  ist  wegen  der  Gleichheit  der 
Yerhältniszahlen  die  bequemste.  Das  Verkürzungsverhältnis  in  jeder 
Axe  ist  ==  0,816;  trägt  man  aber  die  unveränderten  Maße  auf  den 
Axen  auf,  wodurch  ein  neuer  Maßstab  erspart  wird,  so  tritt  eine 

Fig.  «92.  Vergrößerung  im  Verhältnis  von  1  : 0,816  =  1,225  ein.   Der  Würfel 

bildet  sich  als  regelmäßiges  Sechseck  ab, 
in  dessen  Mittelpunkt  sich  zwei  Würfelecken 
projiciren.  Die  Diagonale,  welche  diese  beiden 
Ecken  verbindet,  und  die  Halbirungsebenen 
der  Flächenwinkel,  welche  durch  diese  Dia- 
gonale gehen,  sind  auf  F  senkrecht,  bilden 
sich  daher  nur  als  Punkt  bezw.  als  Gerade 
ab.  Deswegen  eignet  sich  diese  Projektion 
wenig  für  Körper,  bei  welchen  wichtige 
Linien  oder  Ebenen,  wie  Symmetrieebenen, 
jene  Richtung  besitzen,  also  z.  H.  nicht  f&r 
die  Krystalle  des  regulären  Systems.  Außerdem  bietet  die  isome- 
trische Projektion  eine  starke  Obersicht  (aus  einem  hohen  Stand- 
punkte), gibt  daher  in  der  Regel  keine  so  vorteilhaften  Bilder,  als 
solche  mit  der  gewohnten  tieferen  Stellung  und  daher  geringer  Ver- 
Fig.898.kürzung  der  je^Axe.  In  Fig.  293  ist  das  Grabkreuz  in  isometrischer 
Projektion  verzeichnet. 

518.  Den   besten  Eindruck  machen   die   trimetrisclien  Projek- 


Vni,  618—620.   Die  Axonometrie. 


439 


twnen,  wenn  man  die  (aufrechte)  ^eiAxe  nur  wenig  verkürzt.  Ge- 
wöhnlich nimmt  man  von  den  horizontalen  Axen  die  eine  (y)  merklich 
stärker  verkürzt,  als  die  andere  (x)  an,  wo- 
durch man  mehr  den  Eindruck  einer  Vorder- 
ansicht erhält.  Unter  den  Eoordinatenebenen 
ist  dann  die  ^jei  Ebene  am  wenigsten  ver- 
kürzt und  verändert.  Das  Links  und  Rechts 
der  nach  vorn  gerichteten  x  und  y  Axen  darf 
man  geradezu  vertauschen;  und  man  wählt 
diejenige  Annahme,  bei  welcher  die  für  die 
Einsicht  in  den  Gegenstand  wichtigste  Seiten- 
fläche mit  der  xzEibene  parallel  zu  liegen 
kommt.  Zweckmäßig  zeichnet  man  die 
z  Koordinaten  ohne  Projektionsverkürzung, 
wodurch  man  eine  Vergrößerung  im  Ver- 
hältnisse von  1  :  cos  y  vornimmt,  und  ist^ 
dann  bei  den  in  der  Tabelle  angegebenen 
Verhältniszahlen  im  Stande,  die  anderen 
Eoordinatenmaße  durch  eine  einfache  Kopf- 
rechnung zu  bestimmen,   so  daß  man  mit 

einem  einzigen  Maßstabe  ausreicht.  Bei  dem  zweckmäßigen  Falle 
9:5: 10  wäre  die  Vergrößerung  eine  1 : 0,985  =  1,015  fache  (um  ^); 
die  js  würden  ungeändert,  die  y  in  halber  Größe,  die  x  um  ^  ver- 
mindert aufgetragen.  In  der  Fig.  287  herrschen  diese  Verhältnis- 
zahlen. 

519.  Bei  der  dimetrischen  Projektion  werden  zwei  Axen  und 
zwei  Axenebenen  gleichartig  verändert,  und  eine  durch  die  aus- 
gezeichnete Axe  gehende  Halbirungsebene  steht  auf  der  Projektions- 
ebene senkrecht.  Die  dadurch  bedingten  Nachteile  für  die  Deut- 
lichkeit des  Bildes  treten  nicht  auf  bei  Gegenständen,  welche  nicht 
nach  allen  drei  Richtungen  gleichartig  ausgebildet  sind.  Die  aus- 
gezeichnete Richtung  des  Gegenstandes,  meist  die  lothrechte,  darf 
man  dann  nur  nicht  zur  ausgezeichneten  in  der  Projektion  machen; 
man  legt  sie  vielmehr  in  eine  der  gleich  abgebildeten  Axen,  etwa 
x  oder  e^  und  gibt  der  y  die  kleinste  Ausdehnung. 

520.  In  der  axonometrischen  Darstellung  lassen  sich  auch 
unschwer  die  Grundaufgdben  der  darstellenden  Geometrie  über  Punkt, 
Gerade  und  Ebene  lösen.  Ein  Punkt,  der  zur  Unterscheidung  mit 
(P)  bezeichnet  werden  soll,  ist  durch  die  axonometrische  Projek- 
tion P  von  ihm  selbst  und  durch  diejenige  P'  von  seiner  senk- 
rechten Projektion  auf  eine  der  Koordinatenebenen,  etwa  die  erste, 
bestimmt,  und  entsprechend  eine  Gerade  {g)  durch  g  und  g\  eineFiffäiw. 
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Fig.  894. 


Ebene  E  durch  zwei  ihrer  Sparen 
^1)^)^  in  den  drei  Koordinaten- 
ebenen. 

Die  Aufgaben  über  Schnitte 
werden  im  wesentlichen  wie  früher 
gelöst.   Ist  z.  B.  der  Schnittpunkt 
P  einer  Geraden  (g)   mit   einer 
Ebene  E(e|6^^)   zu   bestimmen, 
so  lege  man  durch  die  Gerade  die 
erste  projicirende  Ebene,  welche 
die  Pi  in  g'j  die  Pg  in  der  vom  Schnittpunkte  D  der  g'  mit  der  x 
parallel  zu  0  gezogenen  Geraden  DF  schneidet  Diese  Ebene  schneidet 
die  E  in  EF,  wenn  E  der  Schnittpunkt  der  ersten  Spuren  g\  Cj 
von  beiden,  F  derjenige  ihrer  zweiten  Spuren  DF,  e^  ist;  der  Schnitt- 
punkt von  g  und  EF  ist  der  gesuchte  Punkt  P,  und  P'  auf  g' 
seine  erste  Projektion,  wenn  PP"  ||  sf. 

521.  Die  Aufgaben  über  die  Bestimmung  von  wahren  Ab- 
ständen, Winkeln  und  Gestalten  von  Figuren  werden  durch  Um- 
legung in  die  Bildebene  gelost.*)  Sehr  häufig  wird  dabei  benutzt 
die  Auflosung  der 

Äufg.  Die  axonometrische  Projektion  einer  von  einem  Punkte  (P) 
auf  eine  Gerade  (g)  grauten  Senkrechten  zu  zeichnen,  wenn  beide  in 
einer  Koordina/tenebene  P^  liegen  und  bezw,  in  P  und  g  abgelnidet 
smd;  oder,  was  dasselbe,  von  einem  Punkte  (P)  auf  eine  Gerade  (g) 
räumlich  eine  Senkrechte  m  fallen,  wenn  (P)  und  {g)  in  Pj  liegen, 
*'*8-2»6-  r^.--  «*.«  Auflosung,  wenn  Axen  und 

Spurendreieck  ABC  gezeichnet 
sind,  1)  Man  ziehe  die  CD  J_  g, 
schneide  sie  mit  ^P  in  D,  so 
steht  in  P^  die  (OD)  ±  (g),  und 
PJ^II  OD  ist  die  verlangte  Ge- 
rade. Denn  die  J.  (ß)  durch  (0) 
gelegte  Ebene  enthält  (z),  ihre 
Spur  in  der  Bildebene  P  {Büd- 
spur)  geht  daher  durch  C  und 
steht  ±.gr,  daher  ist  {OD)  ihr 
Schnitt  mit  P^  und  steht  X  (g). 


*)  Diese  Lösungen  wurden  von  Herrn  Pde  in  sehr  einfacher  Weise,  ohne 
Herstellung  von  Grund-  oder  Aufriß,  gegeben  in  swei  Aufsätzen  „zur  wissen- 
schaftlichen Behandlung  der  Axonometrie"  in  den  Sitz.ber.  der  Akad.  d.  Wies. 
in  Wien  (1880),  B.  81,  II,  S.  300,  und  (1881)  B.  83,  II,  §.  376.  Die  oben  ge- 
gebenen Konstruktionen  sind  meist  den  dort  gegebenen  entnommen. 
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2)  Man  ziehe  die  OE  ||  g^  schneide  sie  mit  AB  in  Ey  so  ist 
PJ  _L  CE.  Denn  CE  ist  die  Bildspur  von  der  auf  {PJ)  senk- 
rechten Ebene  (OCE). 

3)  Man  sehneide  g  mit  AB  in  F  und  mit  0^  in  6r,  ziehe  die 
GH\\0,  schneide  sie  mit  AC  in  H,  so  ist  PJ±FH]  denn  FH 
i8t  die  Bildspur  der  auf  (PJ)  senkrechten  Ebene  (FGH). 

4)  Wenn  nur  die  Axen  Xy  y,  z  gezeichnet  sind.  Man  schneide  gvig.rje. 


Fig.  296. 


mit  a:  in  D  und  mit  z  in  E,  ziehe  BF  1.  z, 
EF II  y,  so  ist  PJ  ||  OF  die  gesuchte  Senk- 
rechte. Denn  stellt  OBE  ein  in  P^  liegendes 
Dreieck  {OBE)  dar,  so  sind  {BF)  und  {EF) 
Höhenlinien  dieses  Dreiecks,  —  {BF),  weil  sie 
senkrecht  auf  der  Ebene  {z,  OE)  steht,  und 
{EF)y  weil  sie  ||  {y)  läuft;  daher  muß  auch 
die  dritte  auf  (J?i>)  senkrechte  Höhenlinie  durch 
den  Schnittpunkt  {F)  der  beiden  ersten  gehen. 

2!u$.  Auf  dieselbe  Weise  kann  man  zu  den  senkrechten  Pro- 
jektionen zweier  Paare  auf  einander  senkrechter  Geraden  einer  Ebene 
(hier  x,  y;  z^  BF)  die  Abbildung  beliebig  vieler  weiteren  Paare 
solcher  Geraden  finden,  insbesondere  aus  den  Richtungen  zweier 
Paare  konjugirter  Durchmesser  einer  Ellipse  die  Richtungen  für  ein 
beliebiges  weiteres  Paar. 

622.  Es  sollen  nun  einige  bezeichnende  Aufgaben  gelöst  werden. 

Aufg.  Bie  wahre  Länge  einer  Geraden  {PQ)  zu  bestimmen. 


Fig.  297. 


Aufl.   Man  lege  die  erste  projici-  «.     ^^_  Fig.  297. 

rende  Ebene  {PQQfP)  der  Geraden 
um  ihre  Bildspur  in  die  Bildebene  F 
um,  so  ist  die  Ümlegung  von  {PQ) 
die  gesuchte  Länge.  Zieht  man  PR 
II  P'^',  schneidet  sie  mit  QQ'  in  JB, 
legt  durch  B  eine  neue  ^  Axe  RX^  x, 
durch  P  die  Bildebene  F,  so  sind  PX 
{l.z)  und  X/S(_Ly)  zwei  Seiten  des 
Spurendreiecks.  Da  ferner  {B  Q)  ||  z  ist 
und  daher  in  der  neuen  Ebene  xz  liegt, 

so  schneidet  sie  die  {X8),  und  ihr  Schnittpunkt  S  ist  die  Bildspur  von 
{RQ),  daher  ist  PS  die  Bildspur  jener  projicirenden  Ebene  {PP'  Q'  Q). 
Legt  man  diese  um  PS  in  P  um,  so  gelangt  der  rechte  Winkel 
{PRS)  nach  PRqS,  wenn  R^  auf  dem  über  PS  als  Durchmesser 
gezogenen  Kreise  liegt  und  RRq  S.  PS  ist.  Dabei  gelangt  Q  nach 
Qq  auf  jBo'S',  wenn  QQ^J^PS,  und  PQq  ist  die  gesuchte  wahre 
Länge  von  {PQ). 
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und  F^F^  müssen  sich  auf  DG  schneiden.  Nun  lege  man  die 
Winkelebene  J_(DG^)^  etwa  durch  A.  Ihre  Bildspur  ist  die  auf 
DG  Senkrechte  AH^  ihre  erste  Spur  die  auf  {DG')  Senkrechte 
(AJ),  wobei  AJ  senkrecht  auf  der  Bildspur  KL  der  ersten  proji- 
cirenden  Ebene  (DG' G)  der  {DG)  gezogen  ist  (521,  2)).  Die  Schnitt- 
linien der  Winkelebene  mit  E  und  F  sind  E^E^  und  F^F^^  wenn 
E^y  F^  die  Schnittpunkte  der  ersten  Spuren  und  E^y  F^  die  der  Bild- 
spuren der  fraglichen  Ebenen.  {E^E^  und  {F^F^  treffen  sich  in 
einem  Punkte  {M)  der  {DG)  und  bilden  hier  den  gesuchten  Winkel, 
dessen  wahre  Große  man  durch  umlegen  von  {E^MF^  in  F  findet 
Jene  Winkelebene  schneidet  die  Ebene  {DG'G)  in  {MJ),  wenn 
{J)  der  Schnittpunkt  der  ersten  Spuren  dieser  Ebenen;  und  die 
Bildspur  der  {MJ)  ist  H  auf  AH.  Sodann  steht  in  der  Winkelebene 
die  zu  {AJ)  Parallele  {MN)  J_  {MJ)  und  trifft  die  Büdspur  der 
Winkelebene  in  N.  Beim  Umlegen  der  Winkelebene  in  F  legt  sich 
daher  {M)  in  dem  über  HN  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis 
nach  Mq  in  die  auf  AH  Senkrechte  MGj  und  E^M^F^  ist  gleich 
dem  gesuchten  Winkel  der  gegebenen  Ebenen. 

Ubungsaufgciben  kann  man  sich  aus  der  ganzen  Bieihe  von  Auf- 
gaben über  Punkt,  Gerade,  Ebene,  über  ebene  Schnitte  von  Viel- 
flachen  unter  einander  und  später  über  krumme  Flächen  herauswählen. 

IL   Die  schiefe  Frojektion. 

626.  Die  Abbildung  körperlicher  Gegenstände  durch  schiefe 
Projektion  kann,  wie  die  axonometrische  Abbildung,  mittelst  der 
drei  Koordinaten  der  Punkte  geschehen.  Dabei  ist  aber,  wie  wir 
sogleich  sehen  werden,  die  Anwendung  der  schiefen  Projektion  nur 
dann  gerechtfertigt,  wenn  man  die  Bildebene  parallel  mit  einer  der 
Koordinatenebenen,  etwa  mit  derjenigen  xe,  stellt.  Jede  mit  dieser 
Ebene  parallele  Figur  erhält  dann  eine  mit  ihr  kongruente  und 
parallele  Abbildung.  Die  auf  der  Ebene  xjs  senkrechte  Aze  y  kann 
in  jeder  beliebigen  Richtung  und  mit  jedem  willkürlichen  Yerkür- 
zungs-  oder,  wenn  man  wollte,  auch  Yergroßerungsverhältnisse  ab- 
gebildet werden.  Denkt  man  sich  eine  mit  y  parallele  Strecke  mit 
ihrem  einen  Endpunkte  auf  die  Bildebene  aufgestellt  und  von  dem 
Fußpunkte  aus  ihr  Bild  in  willkürlicher  Richtung  und  Länge  ge» 
zeichnet,  so  gibt  die  Verbindungslinie  der  Endpunkte  der  Strecke 
und  ihres  Bildes  die  Richtung  der  Projicirenden  an.  Bilden  diese 
mit  der  Bildebene  den  Winkel  a,  so  ist  das  VerhürssungsverhäUnis 
=  cot  a. 
Fig.  301.  In  Figur  301  ist  für  cota^=\  der  Würfel  mit  den  in  die 
Seitenflächen  eingeschriebenen  Kreisen  abgebildet.     Die  Azen  einer 
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der  Ellipsen  sind  nach  Nr.  377, 1)  kon-  ^ig-  301. 

struirt.    Die  große  Axe  einer  Eräis- 

abbildung  steht  im  allgemeinen  nicht, 

wie   bei    der    senkrechten   Projektion, 

senkrecht  auf  der  Abbildung  einer  auf 

der  Ereisebene  senkrechten  Geraden. 

Die  schiefe  Projektion  wird  auch 
Vogdperspektwe  genannt;  in  dem  Falle 
einer  aufrechten,  mit  der  a?j9 Ebene  pa- 
rallelen Stellung  der  Bildfiäche  mit 
cot  a  «s  1  (a  =  45®)  Kavalierperspektivej 
wobei  gewöhnlich  auch  noch  im  Bilde 
die  y  Axe  unter  gleichen  Winkeln  gegen 
die  X  und  die  ^Axe  geneigt  (135®) 
Vorausgesetzt  wird;  in  dem  Falle  einer 
horizontalen  Projektionsebene  mit  cot  a  =  1  Milüärperspektive,  weil 
sie  bei  dieser  Annahme  zuerst  dazu  benutzt  wurde,  die  Pläne  von 
Festungen,  dann  auch  von  Städten,  durch  ZufQgung  der  Höhen  in 
passender  Richtung  und  nach  dem  Maßstabe  des  Grundrisses  zu 
anschaulichen  Bildern  umzugestalten.  Doch  ist  viel  Schwankendes 
in  diesen  Benennungen,  denen  auch  keine  große  Bedeutung  zukommt. 


"^-'-4. 


Fig.  802. 


In  Fig.  302  ist  das  Grabkreuz  in  ^^8-  »o«. 

schiefer  Projektion  mit  cot  a  =  1  (Ka- 
yalierperspektiye)  dargestellt. 

527.  Die  schiefe  Projektion  hat 
den  großen  Vorteil,  daß  alle  mit  einer 
Axenebene  parallele  Figuren  in  ihrer 
wahren,  oder  —  bei  verändertem  Maß- 
stabe —  in  ähnlicher  Gestalt  abgebildet 
werden,  und  daß  man  die  darauf  senk- 
rechten Linien  in  willkürlicher  Rich- 
tung nach  beliebigem  Yerkürzungsmaß* 
stabe  zufügen  darf.  Man  wird  jene 
Ebene  parallel  mit  der  wichtigsten 
Ebene  des  Gegenstandes  stellen.  Sie 
hat  aber  den  Nachteil,  daß  die  Seh- 
richtung, unter  der  sie  den  der  Wahr- 
heit am  nächsten  kommenden  Eindruck 
macht  (der  wahre  kann  wegen  des  un- 
endlich fem  angenommenen  Auges  nie 
erreicht  werden),  gegen  die  Bildfiäche 
schief  steht,  so  daß  bei  der  unwillkürlich  angenommenen  geraden 
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Gegenüberstellung  des  Auges  der  Eindruck  ein  fehlerhafter  ist,  und 
zwar  um  so  mehr,  je  größer  cot  a.  Man  wählt  daher  cot  a  nie 
>  1;  =1,  wenn  es  mehr  auf  die  Maße,  <  1  (etwa  ^  oder  -J),  wenn 
es  mehr  auf  das  Bild  ankommt.  —  Wollte  man  bei  schiefer  Pro- 
jektion die  Bildebene  geneigt  gegen  jede  Axenebene  stellen,  so  wäre 
aller  Vorteil  derselben  verloren,  und  man  würde  dann  besser  die 
senkrechte  Projektion  benutzen,  welche  stets  schönere  Bilder  liefert, 
weil  sie  ein  senkrechtes  Gegenüberstellen  des  Auges  verlangt. 

Da  die  Verzeichnung  der  Projektion  eines  Punktes  in  der  die 
X-  und  y  Axe  enthaltenden  Bildfiäche  die  Benutzung  der  Koordinaten  x 
und  y  nicht  notwendig  macht,  sondern  auch  auf  andere  Weise,  z.  B. 
durch  Dreiecke,  geschehen  kann,  so  wird  in  Wahrheit  nur  eine, 
die  2^  Koordinate  benutzt.  Ich  schließe  mich  daher  dem  älteren  und 
vorherrschenden  Gebrauche  an,  die  schiefe  Projektion  von  der  axo- 
nometrischen  auszuschließen,  imd  letztere  immer  als  senkrecht 
vorauszusetzen. 

528.  Die  schiefe  Projektion  wird  häufig  auf  das  Zeidinen  der 
Krystalle  angewendet  Die  Krystalle  des  regulären  Systems  besitzen 
drei  auf  einander  senkrechte,  gleich  lange  Axen,  die  man  von  rechts 
nach  links  (BL),  von  vorn  nach  hinten  {VH)^  von  oben  nach 
uuten  (0  IJ)  stellt.  Läßt  man  diese  Axen  der  Reihe  nach  mit  den 
Koordinatenaxen  x^  y,  z  zusammenfallen  und  stellt  die  Bildfläche  pa- 
Fig.  303.  „.  rallel  zu  xz^  so  werden  x  und  b  rechtwinklig 

zu  einander  gezeichnet,  und  auf  ihnen  vom 
Ursprünge  C  aus  die  willkürlichen  Axenlängen 
^    a^=  CR  ==:CL  =  CO'=^CU  aufgetragen.   Die 
yAxe    wird   so   geneigt,   daß   die  CHH'  in 
^  dem  Winkel  BCO  liegt  und  nach  Kopp*)  mit 
CB  einen  Winkel  bildet,  dessen  Bogensehne 
gleich  \  des  Halbmessers  beträgt;  das  Ver- 
kürzungsverhältnis ist  ebenfalls  =  ^-((72^== 
GB,  BH'  =  CR  =  GV=\a), 

Naumann  wendete  ursprünglich**)  eine  schiefe  Projektion  an, 
bei  der  die  Bildebene  nur  zur  z  kxe  parallel  stand,  und  welche  zu 
einer  verwickelten  Konstraktion  des  Axenkreuzes  führte;  später***) 
setzte  er  aber  eine  senkrechte  (axonometrische)  Abbildung  an  die 
Stelle. 


*)  Koppy  Einleitung  in  die  Krystallographie ,  Braunschweig,  1849;  2.  Aofl. 
1862. 

*♦)  O.  F,  Naumann,  Lehrbuch  der  reinen  und  angewandten  Krystalle- 
graphie,  B.  2,  Leipzig  1830,  S.  390  fF. 

***)  AnfangsgrQnde  der  Eryatallographie ,  Leipzig  1841. 
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529,  Wir  wollen  nach  Kopps  Verfahren  einige  Formen  des 
regulären  Systems  verzeichnen.  Die  Lage  einer  Erystallfläche  wird 
durch  das  Verhältnis  der  von  ihr  auf  den  Axen  abgeschnittenen 
Stücke  bestimmt,  also  z.  B.  durch  a  :  ma  :  na,  worin  a  den  kleinsten 
Abschnitt  bezeichnet,  m  und  n  aber  Zahlen  >  oder  «=»  1  sind,  die 
bei  wirklichen  Erystallen  rational  und  durch  nicht  große  ganze 
Zahlen  ausdrückbar  gefunden  werden,  wie  2,  3,  4,  4  •  •  •  ^^^^ 
Flächen  mit  denselben  Axenabschnitten  bilden  eine  einfache  KrystaU- 
form;  dieselbe  wird  von  keiner  der  Flächen  mehr  durchschnitten. 
Für  in  =  n  =  1  oder  für  a:a:a  erhält  man  in  jedem  der  achtFig.sos. 
Oktanten  eine  Fläche,  wie  z.  B.  die  VBO]  alle  acht  bilden  das 
Oktaeder,  dessen  Kanten  sich  als  Durchschnitte  jener  Flächen  er- 
geben.    Abgekürzt  bezeichnet  man  aia:  a  mit  0. 

Wir  wollen  noch  die  allgemeine  Form  a  :  ma  :  na  =  mOn  ver-Pig.so». 

zeichnen,  das  Hexakis  Ok-  „.     ^^, 

'  Flg.  304. 

taeder  oder  den  48  Fläch-  .^ 

ner^  indem  wir  m  =  ^  und  : 

n  «=  3  setzen,  wie  es  in  ■'. 

der  Natur  vorkommt.   Zu  ' ; 

dem  Ende  tragen  wir  auf  '  \ 

jeder  Halbaxe  a,  -^a,  3  a  j   1  • 

auf  und  erhalten  die  Punkte  ^    i  \  • 

J2,  |i2,  3B,  F,  |F,  3F 
u.  s.  w.  In  dem  Oktanten 
ORV  können  wir  aus 
einem  Eckpunkte  0  die 
zwei  Flächen  0,  fjR,  3F 
und  0,  iV,  372  legen,  im 
ganzen  Oktanten  daher  6, 
so  daß  die  Form  8  •  6  =  48 

Flächen  erhält,  unser  Oktant  grenzt  sich  von  den  anderen  ab 
durch  die  sechs  Kanten  Of JB,  jB|0;  R^V,  F|JB;  V^Oy  O^V.  Der 
Schnittpunkt  der  zwei  ersten  wird  verschärft  durch  eine  parallel  zu 
LO  aus  C  gezogene  Gerade,  der  zweite  und  dritte  Schnittpunkt  aus 
dem  ersten  durch  eine  Parallele  bezw.  zu  VO  und  zu  VR.  Weitere 
von  diesen  Schnittpunkten  ausgehende  Kanten  laufen  der  Reihe  nach 
gegen  3F,  30,  3Ü.  Diese  drei  Kanten  schneiden  sich  in  einem 
Punkte,  nach  welchem  auch  Kanten  aus  F,  0,  R  gehen.  Übereinstim- 
mend werden  die  anderen  Oktanten  ausgefüllt. 

Übungsaufgabe.  Man  zeichne  alle  «sieben ^Formen  des  regulären 
Systems:  Oktaeder  0,  Hexaeder  oder  Würfel  ooOoo  (a  :  ooa  :  ooa), 
Rhombendodekaeder  Ooo  (a  :  a  :  ooa),  Ikositetraeder  oder  24  Flächner 
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mOm  (a  :  ma  :  ma,  z.  B.  mit  m  =  2),  TriaJciS' Oktaeder  oder  3  mal 
8'Flächner  Om  (a:  a:  ma,  z.  B.  mit  m  =  2),  Teträkis-Hexaeder  oder 
4  mal  6'Flächner  mOoo  (a  :  ma  :  ooa,  z.  B.  mit  m  =  2),  HexaJns- 
Oktaeder  oder  46 Flächner  mOn  (a:  ma :  na,  z.  B.  mit  m  =  2,  »  =  4), 
Man  zeichne  Kombinationen ^  d.  i.  Durchdringangen  zweier  oder 
mehrerer  einfachen  koaxial  gestellten  Formen ,  welche  den,  allen 
einfachen  Formen  gemeinsamen  Raum  umschließen. 

630.  Wir  fägen  noch  den  interessanten  Satz  von  PohOce  hinzu, 
welcher  zeigt,  daß  man  bei  schiefer  Projektion  die  Richtungen  der 
Abbildungen  der  Axen  und  ihre  Yerkürzungsverhältnisse  ganz  will- 
kürlich wählen  kann.  "Sit  sagt:  Drei  Strecken  von  willkürlichen  Längen 
und  Richtungen,  die  in  einer  Ebene  von  einem  Punkte  ausgehen,  bilden 
die  Parallelprojektion  dreier  gleichen  in  einem  Punkte  rechtwinklig  gegen 
einander  stoßenden  Äxenabschnitte.  Doch  darf  nur  eine  der  Strecken 
oder  nur  einer  der  von  ihnen  gebildeten  Winkel  Null  sein.  Der 
Satz  gilt  auch  für  gegen  einander  geneigte  Axen  und  für  ungleiche 
Abschnitte;  durch  die  letztere  Annahme  wird  er  jedoch  nicht  ver- 
allgemeinert. 
Fig.  305.         Seien  nun  O'X',  ffY,  0' Z'  jene  Strecken  in  der  Ebene,  seien 

p.     „Q-  ferner  OX,  OF,  OZ  drei  gleiche  Strecken  der 

.2f  Axen  des  räumlichen  Axenkreuzes,  so  ist  nur 

zu  beweisen,  daß  deren  Parallelprojektion  eine 
der  Figur  Cf'K.'YZ'  ähnliche  Figur  sein  kann, 
da  man  dann  OXYZ  nur  ähnlich  mit  sich 
selbst  zu  ändern  braucht,  um  ffX'Y'Z'  als 
Projektion  zu  erhalten.    Denkt  man  sich  den 
Schnittpunkt  von  X'T  mit  a  Z'  auf  X' Y' 
mit  S\  auf  0' Z'  mit  T'  bezeichnet,  und  die  entsprechenden  Punkt« 
auf  XY  and  OZ  bezw.  mit  S  und  T,  so  ist  XS:SY=X'S' i8' Y' 
und  OT:TZ=aT\  TZ'-,  dadurch  sind  die  Punkte  S  und  T  be- 
stimmt.    Die  Gerade  ST  gibt  dann  die  Richtung  der  Projicirenden 
gegen  das  Raumgebilde  an.    Man  projicire  dasselbe  in  der  Richtung 
ST  auf  eine  zu  AT  senkrechte  Ebene  in  die  Figur  O^X^Y^Z^iß^T^), 
wobei  (ß^T^  zwei  zusammenfallende  Punkte  bezeichnet,   und   be* 
trachte   das  Dreieck  X^YyZ^    als   senkrechte  Projektion  eines  mit 
X'Y'  Z'  ähnlichen  Dreiecks  X"Y"  Z'\  so  ist  das  letztere  hierdurch 
seiner  Lage  nach  auf  zweierlei  Weise,  und  seiner  Große  nach  auf 
einerlei  Weise  bestimmt  (143).   Vervollständigt  man  nun  das  Dreieck 
T'T'Z"  durch  Zufügung  von  {S"  T')  und  0"  zu  einer  ähnlichen 
Figur  mit  GT  T  Z\S' T),  so  ist  wegen  der  Gleichheit  der  Teilunga- 
verhältnisse,  auch  (ß"  T")  die  schiefe  Projektion  von  (Sj  T,)  und  von 
den  getrennten  Punkten  5  und  T,  so  daß  sich  das  Axenkreuz  OXYZ 


VIII,  5»0— 581.   Die  schiefe  Projektion. 


449 


in  die  mit  OTTZ'  ähnliche  Figur  a'^'T'Z"  projicirt,  wodurch 
der  Satz  bewiesen  ist. 

Die  projicirenden  Strahlen  können  dabei  nach  der  angeführten 
Nr.  gegen  die  Ebene  von  0"X!YZ'  zweierlei  in  Bezug  auf  diese 
Ebene  symmetrische  Richtungen  annehmen. 

Ziis,  Man  bemerkt  zugleich  ^  daß  es  bei  der  schiefen  Projektion 
zwei  Stellungen  von  Ebenen  gibt,  deren  Figuren  sich  ungeändert 
projiciren,  das  ist  diejenige  der  Projektionsebene  und  eine  solche^ 
welche  zu  derselben  symmetrisch  ist,  in  Bezug  auf  eine  zu  den 
projicirenden  Strahlen  senkrechte  Ebene. 

531.  Nach  den  Ausführungen  der  Nr.  527  ist  die  schiefe  Pro- 
jektion nur  zweckmäßig;  wenn  man  die  Projektionsebene  mit  einer 
Axenebene,  etwa  xz^  parallel  legt  Indem  dann  die  Lagen  der  Axen  x 
und  z  unbestimmt  bleiben  können,  hat  man  nur  eine  Koordinaten- 
ebene  {xz)  und  eine  daromf  senkrechte  Koordinatenaxe  (y).  Die  Auf- 
lösungen der  allgemeinen  Aufgaben  über  Punkt,  Gerade,  Ebene 
nehmen  dann  eine  andere  und  zwar  einfachere  Gestalt  an.  Wir 
wollen  einige  bezeichnende  Aufgaben  losen. 

Ein  Punkt  (P)  wird  dargestellt  durch  seine  schiefe  Projektion  Prig-soa. 
und  seine  senkrechte  P  auf  die  Bild- 
ebene, welche  Ebene  hier  mit  P^  be- 
zeichnet werden  soll.  PP'  hat  dann 
die  Richtung  der  senkrechten  Projektion 
der  schiefen,  und  der  schiefen  Projek- 
tion der  senkrechten  Sehstrahlen.  So- 
dann soll  hier,  wie  früher  in  Nr.  112  fiP.,  ^ 
eine  zu  F|  parallele  zweite  Spurebene  Fg, 

in  einem  Abstände  a,  der  dem  Auge  zugekehrt  gedacht  sein  mag, 
angewendet  werden.  Eine  Gerade  (ß)  wird  dann  durch  ihre  erste  in 
Pj  liegende  Spur  Ctj,  die  schiefe  Projektion  G^  ihrer  zweiten  in  Pg 
liegenden  Spur,  und  ihre  schiefe  Projektion  GiG^=  g  dargestellt; 
entsprechend  eine  Ebene  E  durch  ihre  erste  Spur  e^  und  die  schiefe 
Projektion  e^  ihrer  zweiten,  wobei  Cg  ||  ej. 

Damit  durch  diese  Angaben  die  Baum- 
gebilde bestimmt  sind,  muß  noch  von  einer 
zwischen  P^  und  F^  eingeschalteten  Ab- 
standslinie a  der  Fußpunkt  Aj^  in  F^,  die 
schiefe  Projektion  Ä2  ihres  Fußpunktes  in 
P„  sowie  die  Große  von  a  gegeben  sein; 
letzteres  geschehe  durch  einen  aus  JL^  als 
Mittelpunkt  mit  a  als  Halbmesser  be- 
schriebenen Kreis  a^,  den  wir  den  Äbstands- 


Fig.  307. 


Fig.  307. 


Wiener,  Lehrbucli  der  daratelleoden  Oeometrio. 
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hreis  nennen  wollen.*)   Diese  Figur  ist  mit  jeder  der  drei  folgenden 
verbunden  zu  denken. 

582,  Aufg.  Dm  Abstand  zweier  gegebenen  Punkte  (P)  und  (Q) 
zu  bestimmen. 
Pig.808.         Aufl.   Es  ist  PP'WQQ'WA^Aj^  der  Fig.  307.     Man  lege   die 

senkrecht  projicirende  Ebene  der  Geraden  (PQ) 
um  P' Q'  in  Pj  um,  so  gelangt  P'{P)  in  die  auf 
^  P' Q'  Senkrechte  P'P",  deren  Länge  man  ver- 
mittelst des  Abstandskreises  bestimmt,  indem 
man  dessen  Halbmesser  A^P^^'  ||  P'P"\  und  dann 
PP"'  II  A^P'""  zieht.  Ebenso  ist  QQ'"  JL  P'^, 
Qq''  II  A^P'"".   r"q"  ist  der  gesuchte  Abstand. 

: \-^-.\/f'  533.  Aufg.  Den  Abstand  eines  Punktes  (P) 

von  einer  Ebene  E  («i^)  zu  bestimmen. 
pig.so9.  ^^ /x  Aufl.    Trägt   man  die   A^^A^   der  Fig.  307 

auf  der  zu  ihr  parallelen  P^P  nach  P'P"  auf, 


[^. 


\- 


*  N 


Fig.  309.  so  ist  P"   die  schiefe  Projektion  der 

zweiten  Spur  der  aus  (P)  auf  Pi  ge- 
fällten Senkrechten.  Die  durch  (P) 
senkrecht  zu  e^  geführte  Hilfsebene, 
welche  auch  auf  E  senkrecht  steht 
und  die  Linie  des  gesuchten  Abstandes 
enthält,  ist  durch  ihre  erste  Spur  P'jBi 
und  die  schiefe  Projektion  P"  JS,  ihrer 
zweiten  Spur  dargestellt,  welche  beide  JL  e^  sind.  Trifft  P'P^  die  e^ 
in  Pi  und  P'B^  die  e^  in  P,,  so  ist  PiPg  ^^^  schiefe  Projektion  der 
Schnittlinie  der  Hilfsebene  mit  der  Ebene  £.  Legt  man  diese  Hilfs- 
ebene um  P'Bj^  in  P^  um,  so  gelangt  die  räumliche  P'P"  in  die  zu 
P'Pj  senkrechte  P'Pq^  welche  s=a  iöt,  und  dabei  (P)  nach  P'"  auf  P'Po, 
wenn  PP'"  \\  P"Pq.  Ferner  gelangt  die  räumliche  P"P2  ^^  ^'^  ^" 
ihr  parallele  PqPo?  wenn  Pg-^o  II  ^'^o5  ^^^  endlich  die  räumliche 
Bi  B2  nach  P^  Bq.  In  der  umgelegten  Hilfsebene  fällt  man  nun  die  Senk- 


*)  Die  Benutzung  einer  zur  Bildebene  parallelen  Hilfsebene  bei  der  schiefen 
Projektion  rührt  von  Herrn  v.  Peschka  her;  in  seinem  Anfsatze  „Freie  schiefe 
Projektion"  (Sitz.ber.  d.  math.-nat  Cl.  d.  Ak.  d.  Wiss.  in  Wien,  B.  76,  Abth.  2, 
1877,  S.  917)  löst  er  damit  die  Aufgaben  über  Punkt,  Qerade  und  £bene.  Die 
oben  gegebenen  Lösungen  stinunen  mit  den  in  Nr.  112  ff.  für  zwei  Spurebenen 
gegebenen,  und  va  den  Grundzügen  mit  denen  des  H.  v.  Pescbka  überein;  doch 
wird  hier  der  Abstandskreis  statt  des  s.  g.  Projektionsdreiecks  und  eine  auf  P, 
senkrechte  statt  einer  beliebigen  Geraden  als  Träger  eines  Punktes  angewendet, 
und  dadurch  meist  eine  größere  Kürze  erreicht.  Die  Namen  Distanz  für  a 
(Distanzebene  für  P^,)  und  Flucbtpunkt  für  Gj ,  welches  H.  v.  Peschka  ans  der 
Perspektive  übernimmt,  wollte  ich  lieber  vermeiden,  weil  diese  Dinge  in 
beiden  Gebieten  mehr  Ähnlichkeit  in  der  Benutzung,  als  im  Wesen  besiteen. 
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rechte  P'"^'"  von  F"  auf  JBjJBo,  so  gelangt  beim  Zurückdrehen  der 
Hilfsebene e^'nach (2 auf  J5iJ?2(e'"ö!l^o^2), und  es  istP^die  schiefe 
Projektion  und  P"Q'''  die  wahre  Länge  des  gesuchten  Abstandes. 

634.  Aufg.  Ben  Abstand  eines  Punktes  (P)  van  einer  Geraden 
(^g)  =  (6ri  ßg)  ZU  bestimmen. 

Aufl.   Man  führe  eine  Ebene  £  durch  (P)  und  (g),  lege  die-i-ig.sio. 
selbe   in   P^    um,   fälle   in  y.     ^^^ 

der  Umlegung  die  Senk- 
rechte von  (P)  auf  (^),  und 
führe  dann  S  zurück.  Macht 
man  zu  dem  Ende  wieder 
auf  P'P  die  P'P"  =  -4i^ 
der  Fig.  307,  so  stellt  P"  ^ 
die  zweite  Spur  der  P\P) 
dar;  zieht  man  dann  P"B 

:»G,G,   und   PC^G.G,,  V^i? 

schneidet  PC  mit  P'JS  in 

C,  so  ist  P'B  die  erste  Spur  einer  IKjf)  durch'  die  räumliche  Gerade 
P'P"  gelegten  Ebene,  und  C  die  erste  Spur  einer  ,|(^)  durch  (P)  ge- 
legten Geraden.  Daher  ist  G^C  die  erste  Spur  jener  durch  (P)  und  (g) 
gelegten  Ebene  B,  und  der  Schnittpunkt  F  von  G^C  mit  G2P  ist  die 
erste  Spur  der  (Gr^P).  Zieht  man  dann  GgD  #  ^-4^  der  Fig.  307,  so 
ist  B  die  senkrechte  Projektion  der  zweiten  Spur  der  (g)  auf  P^.  Fällt 
man  von  B  auf  Gj^C  die  Senkrechte  BE  mit  dem  Fußpunkte  E,  so  ge- 
langt bei  dem  Umlegen  der  E  in  P^  der  Punkt  (Gg)  nach  Gq  auf  JSD, 
wenn  EGq  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Ka- 
theten gleich  EB  und  a  sind.  Ein  solches  J)reieck  wird  in  Fig.  307 
hergestellt,  wenn  man  A^A^^  mit  dem  Kreise  a^  in  A  schneidet,  so  daß 
AiA  =  a  ist,  AiB^  JL  A^A  und  =EB  macht,  dann  ist  EGq^=AB^, 
Daher  ist  G^FGq  die  ümlegung  von  (G^FG^),  wobei  P  nach  P"' 
auf  FGfo  gelangt,  wenn  PP"'  ||  GrgGo-  ^^^  Senkrechte  P"'Q'"  von 
P"'  auf  G^Gq  ist  nun  die  wahre  Länge  des  gesuchten  Abstandes, 
dessen  schiefe  Projektion  in  der  zurückgeführten  Lage  die  PQ  ist, 
wenn  Q  auf  G^G^  liegt  und  Q"'  Q  \\  G^G^  gezogen  wurde.  Der  Schnitt- 
punkt H  von  PQ  und  P'" Q'"  muß  auf  G^F  liegen. 

636.  Die  Auflösung  der  übrigen  Aufgaben  über  Punkt,  Gerade, 
Ebene  sind  durch  die  angegebenen  Auflosungen  wohl  genügend  vor- 
gezeichnet. Einfach  ergibt  sich  z.  B.  der  Winkel  zweier  Ebenen 
B  (^1^2)  und  F(/i/i),  wenn  man  von  dem  Schnittpunkte  Gg  von  Cg 
und  /^g  die  senkrechte  Projektion  Gq  auf  P^  bestimmt,  und  dann 
ganz  so  wie  in  Nr.  105  Fig.  41  verfährt,  indem  man  in  letzterer 
B'  und  ^jB"  durch  Gq  und  a  ersetzt. 
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IX.  Abschnitt 
Perspektive  und  Reliefj^erspektive. 

I.   Die  Gentralprojektion  oder  die  Perspektive  im  engeren  Sinne. 

636.  Von  der  Gentralprojektion  auf  eine  Ebene  haben  wir  bis 
jetzt  nur  diejenige  eines  ebenen  Systems  betrachtet^  und  die  Kol- 
lineation  ebener  Systeme  erhalten  (303  ff.);  wir  wollen  nun  die 
Cmtr(dprqjektion  eines  räumlichen  Gebildes  behandeln. 
Fig.  Sil.  Die  Perspektive  eines  Punktes  A  ist  der  Schnittpunkt  A  des  aus 
dem  Auge  0  gezogenen  Sehstrahles  OA  mit  der  Bildfiäche  P.  Die 
Perspektive  einer  Geraden  g  ist  die  Schnittlinie  g'  der  projicirenden 

Fig.  311. 


Ebene  Og  mit  P  oder  die  Yerbindungsgerade  ÄP^  der  Perspek* 
tiven  zweier  Punkte  A  und  B  der  g.  Als  Punkte  der  g  wählt  man 
im  allgemeinen  am  zweckmäßigsten  solche  in  bekannten  Ebenen^ 
nämlich  in  der  F  und  in  der  unendlich  fernen  U.  Der  Schnitt- 
punkt der  g  mit  der  P  ist  die  Spur  G^  der  g  und  bildet  sich  in 
sich  selbst  ab;  ihr  Schnittpunkt  mit  der  U  ist  der  unendlich  ferne 
Punkt  U  der  g,  und  seine  Abbildung  Ga^  ist  der  Schnittpunkt  des 
mit  g  parallelen  Sehstrahles  0  U  mit  P,  und  heißt  der  Fluchtpunkt  der  g. 
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Die  Abbildung  einer  zu  g  parallelen  Geraden  h  erhält  man 
wieder  durch  ihre  Spur  H^  und  ihren  Fluchtpunkt  H^,  Da  aber 
g  und  h  den  Punkt  U  gemein  haben ;  oder  da  OG^  und  OH^  zu- 
sammenfallen, 80  haben  parallele  Gerade  einen  gemeinschaftlichen  Flucht- 
punkt Zieht  man  zwischen  g  und  h  als  Gegenseiten  ein  Parallelo- 
gramm AB  CD,  dessen  Perspektive  ÄS  C'If  ist,  und  macht  dabei 
AD  II  BG  \  G,H^,  also  ||P,  so  muß  oflFenbar  auch  AB'  ||  SC'  ||  G,JJ, 
sein;  oder  der  Fluchtpunkt  einer  Geraden,  die  mit  P  parallel  ist, 
liegt  im  unendlichen ,  nämlich  in  dem  unendlich  fernen  Punkte  des 
parallel  zur  Geraden  gezogenen  Sehstrahles. 

Die  Perspektive  Alibildung  einer  Ebene  E  besteht  aus  der  Ab- 
bildung zweier  Geraden  der  Ebene,  als  welche  man  gewöhnlich 
wieder  ihre  Schnittlinie  mit  der  Bildebene  P,  welche  ihre  Spur 
e^  heißt  und  sich  in  sich  selbst  abbildet,  und  ihre  Schnittlinie  u 
mit  der  unendlich  fernen  Ebene  U  wählt.  Die  Sehstrahlen  nach 
allen  Punkten  der  u  bilden  eine  durch  das  Auge  gehende  zu  E 
parallele  Ebene,  und  deren  Schnittlinie  e^o  init  P  heißt  die  Flucht- 
linie der  Ebene,  und  es  ist  e^  Q  e^.  Die  Spur  e^  einer  Ebene  E 
enthält  offenbar  die  Spuren  aller  in  E  liegenden  Geraden  (so  G^ 
von  g\  ihre  Fluchtlinie  c«  die  Fluchtpunkte  der  „.       . 

in  E  liegenden  (so  G^«  ^on  g)  und  der  mit  ihr 
parallelen  Geraden. 

Sind  zwei  Ebenen  E  und  F  durch  ihre  Spuren 
und  Fluchtlinien,  bezw.  durch  e,,  e^  und  /i,  /*«  ab-         /   ^'\      /       Fig.312. 
gebildet,  so   ist  die  Abbildung  der  Schnittlinie  g 
beider  Ebenen  g  =  G^G^,  wenn  G^  der  Schnitt- 
punkt von  e^  nndfi,  Gao  derjenige  vone«  und/*»  ist. 

537.  Bei  der  Abbildung  wirklicher  Gegenstände,  insbesondere 
in  der  Malerei,  wird  die  Bildfläclie  P  gewohnlich  vertikal  angenommen, 
weil  nur  dadurch  vertikale  Gerade  wieder  durch  vertikale  abgebildet 
werden  und  daher  auch  dann  vertikal  erscheinen,  d.  h.  in  einer  ver- 
tikalen Sehstrahlenebene  liegen,  —  wofür  das  Auge  sehr  empfind- 
lich ist  — ,  wenn  das  Bild  von  einem  falschen  Punkte  aus  betrachtet 
wird,  der  also  mit  dem  bei  der  Konstruktion  des  Bildes  ange- 
nommenen Auge  0  nicht  übereinstimmt.  0  wird  durch  seine  senk- Fig. sis. 
rechte  Projektion  A  auf  P  und  den  nach  vorn  zu  nehmenden  Ab- 
stand AO  gegen  die  Bildfläche  festgelegt.  Das  Auge  heißt  auch 
der  Gesichtspunkt j  A  heißt  der  Haupt-  oder  Augenpunkty  die  Ent- 
fernung AD  die  Distanz.  Die  durch  das  Auge  gelegte  horizontale 
Ebene  heißt  die  Horizontebene ^  ihr  Schnitt  h  mit  der  Bildfläche  die 
Horizontlinie  oder  der  Horizont^  der  Schnitt  g  der  horizontalen  Grund- 
oder Bodenfiäche  mit  der  Bildebene,  die  Basis  oder  Grundlinie,  h  ist 
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die  Fluchtlinie  aller  horizontalen  Ebenen;  und  die  Bodenfiäche  hat 
g  zur  Spur,  A  zur  Fluchtlinie,  wobei  h  ||  g.  Nach  der  vor.  Nr,  ent- 
hält A  den  Fluchtpunkt  jeder  horizontalen  Geraden,  insbesondere 
den  Augenpunkt  Ä,  welcher  der  Fluchtpunkt  der  auf  P  senkrechten 
Geraden  ist.  Auf  h  liegen  auch  die  Fluchtpunkte  der  in  zweierlei 
Bichtung  verlaufenden  horizontalen,  unter  45"  gegen  P  geneigten 
Geraden;  es  sind  die  Punkte  D  und  If,  wenn  AD  =  AU  gleich 
der  Distanz,  und  sie  heißen  die  Distanstpwikle. 

Fig.  313. 


Wir  sind  nun  im  Stande,  jeden  Tunkt  in  Perspektive  en  selten, 
indem  wir  durch  denselben  eine  zu  F  senkrechte  und  eine  hori- 
zontale, unter  45*  gegen  P  geneigte  Gerade  legen  und  beide  durch 
ihre  Spuren  und  Fluchtpunkte  (A,  D  oder  I/)  in  Perspektive  setzen: 
der  Schnittpunkt  dieaer  Geraden  ist  das  gesuchte  Bild  des  Punktes. 

538,  Um  einen  Gegenstand  in  Perspektive  zu  seteen,  denken  wir 
uns  denselben  durch  sciuea  Grundriß  auf  der  Grundfläche  and  seinen 
Aufriß  auf  der  Bildfläche  P  gegeben.  Die  Grundfläche  legen  wir 
um  g  in  die  P  um,  und  zwar  mit  ihrem  hinteren  Teile  nach  nuten, 
damit  wir  das  Perspektive  Bild  nicht  verwirren,  wodurch  wir  freilich 
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auch  den  Grundriß  in  ungewolinter  Weise  von  unten  betrachten. 
Es  sei  eine  doppelte  PfeilerreiJief  deren  Erstreckungsrichtung  J_  PFig.sis. 
steht;  abzubilden.  Die  Pfeiler  und  ihre  ebenfiächigen  Kapitale  seien 
quadratisch.  Der  Grundriß  eines  Pfeilerschaftes  sei  B"'  C"  E"'  &'\ 
der  Aufriß  des  Pfeilers  G" S' B."  J" K' .  Die  auf  P  senkrechten  Ge- 
raden ß"B'\  C"C"  haben  A  zum  Fluchtpunkt;  JS",  C"  zu  Spuren, 
so  daß  von  dem  nach  einer  Seite  unbegrenzten  Parallelstreifen  dieser 
Geraden  das  Dreieck  S'C  A  die  Perspektive  ist.  Entsprechend 
bildet  sich  der  Parallelstreifen  der  andern  Quadratenreihe  ab.  Um 
in  diese  Dreiecke  die  Abbildungen  der  Quadrate  zu  zeichnen,  ziehen 
wir  durch  die  Quadrate  im  Grundriß  Diagonalen,  so  die  E"'S'\ 
welche  die  g  und  P  in  i  trifft;  der  Fluchtpunkt  dieser  Diagonale 
ist  der  dem  L  in  Bezug  auf  S'  A  gegenüberliegende  Distanzpunkt 
iX,  also  ist  LD'  die  Perspektive  der  Diagonale,  auf  der  sich  dann  die 
Abbildungen  B\  E'  als  Schnittpunkte  mit  B''A,  C" A  ergeben. 
Die  zu  g  parallelen  JB'C,  E'G'  schneiden  aus  den  genannten  Drei- 
ecken die  Perspektiven  der  beiden  vorderen  Quadrate  aus.  Die  zu 
B"'E'"  parallele.  Diagonale  des  zweiten  Quadrates,  welches  wegen 
Platzmangels  nicht  mehr  gezeichnet  wurde,  trifft  die  verlängerte 
B!"G"  in  üf"',  wobei  B>"  M"  gleich  dem  Abstände  übereinstim- 
mender Punkte  zweier  hinter  einander  liegenden  Quadrate.  Die  Ab- 
bildung M  von  M  ergibt  sich  mittelst  M'"M'A  auf  SC\  M'JDf 
schneidet  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  B^'G"  A  die  Bilder  JB^',  E{^ 
zweier  Eckpunkte  des  folgenden  Quadrates  ein,  wodurch  die  Bilder 
der  beiden  folgenden  Quadrate  erhalten  werden.  Auf  der  zu  g  Pa- 
rallelen B;m;  liefert  M!' A  den  Punkt  J//,  der  durch  M^Bf  die 
Abbildung  der  Diagonale  eines  dritten  Quadrates  liefert;  und  auf 
diese  Weise  kann  man  beliebig  viele  Quadrate  anreihen. 

Alle  Eckpunkte  und  eine  Anzahl  der  Kanten  der  Pfeiler  liegen 
auf  den  Geraden,  welche  von  den  Eckpunkten  des  Aufrisses  aus  senk- 
recht zu  P  laufen,  ihre  Abbildungen  also  auf  den  Geraden,  welche 
von  den  Eckpimkten  des  Aufrisses  nach  A  gebogen  werden.  Die 
Abbildungen  der  vertikalen  Kanten  der  Pfeilerschafte  werden  aus 
den  Eckpunkten  der  Bilder  der  Grundquadrate  J_^  gezogen  und 
durch  vier  der  genannten  nach  A  laufenden  Geraden  begrenzt,  so 
B:R'  durch  R''A. 

Die  Kapitale  haben  die  Form  von  umgekehrten  abgestumpften 
Pyramiden  mit  quadratischen  Deckplatten.  Die  Pyramidenkanten 
zeichnet  man  im  Bilde  am  kürzesten  und  genauesten  vermittelst 
ihrer  vier  Fluchtpunkte  JFj,  JPgj  ^3?  -^4;  welche  die  Schnittpunkte 
der  aus  0  parallel  zu  den  viererlei  Kanten  gezogenen  Geraden  mit 
P  sind.   Die  Aufrisse  dMer  Geraden  AF^^  ^^2;  -^^37  ^-^4  gehen 
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aber  durch  Ä  und  laufen  parallel  zu  den  Aufrissen  der  Kanten,  wie 
zu  H"J'\  Die  Punkte  F^,F2y  F^f  F^  liegen  dann  noch  lothrecht  bezw. 
über  den  Fluchtpunkten  J),  ZX  ihrer  Horizontalprojektionen ,  welche 
45®  mit  P  bilden.  In  der  Perspektive  läuft  dann  z.  B.  H'tT  nach  2*3. 
Die  Pyramidenkanten  begrenzt  man  durch  Gerade^  welche  nach  A 
laufen ;  und  bildet  dann  die  Deckplatten  ab. 

539.  um  die  Schatten  für  Parallelbeleuchtung  zu  bestimmen, 
wählen  wir  den  Fluchtpunkt  S  der  Lichtstrahlen  willkürlich.  Bei 
Sonnenbeleuchtung  ist  S  die  Abbildung  des  Sonnenmittelpunktes, 
und  liegt  unter  oder  über  dem  Horizonte  oder  im  Unendlichen,  je 
nachdem  die  Sonne  vor  der  Bildfläche  (im  Rücken  des  Beschauers), 
oder  hinter  oder  in  derselben  steht.  Der  Fluchtpunkt  der  Hori- 
zontalprojektionen der  Lichtstrahlen  ist  die  Projektion  S'  von  S 
auf  hy  weil  OS'  die  Projektion  von  OS  auf  die  Horizontebene, 
also  die  parallel  zu  den  Horizontalprojektionen  der  Lichtstrahlen 
durch  0  gelegte  Gerade,  und  S'  ihr  Schnitt  mit  P  isi  S'  ist  auch 
die  Abbildung  der  Horizontalprojektion  des  Sonnenmittelpunktes. 

Der  Schatten  einer  Geraden  g  {G^GJ)  auf  eine  Ebene  E  {e^e^) 
ist  die  Schnittlinie  i  (JiJ^)  von  E  mit  der  Lichtstr(Mend)ene  L  {l^l^) 
der  g,  d.  i.  mit  der  durch  die  Lichtquelle  und  g  gelegten  Ebene.  Bei 
Parallelbeleuchtung  ist  die  Fluchtlinie  l^  dieser  Ebene  die  Verbin- 
dungslinie des  Fluchtpunktes  S  der  Lichtstrahlen  mit  demjenigen 
6?«  der  Geraden,  und  \  ist  die  durch  G^  parallel  zu  Z»  gelegte  Ge- 
rade. Dann  ist  eT«  der  Schnittpunkt  von  l^  =^  SGg^  mit  c«,  und 
Jj  der  von  l^  mit  e^.  Am  häufigsten  ist  die  Benutzung  des  Flucht- 
punktes J«  vorteilhaft.  —  Den  ScJiatten  eines  Punktes  P  auf  ei$ie 
Ebene  £  findet  man  auf  dem  Schatten  einer  durch  P  gelegten  Ge- 
raden auf  E,  oder  auf  der  Schnittlinie  einer  durch  den  Lichtstrahl 
von  P  gelegten  Hilfsebene  mit  E. 
Pig.si3.  540.  Um  in  unserer  Pfeilerreihe  den  Schatten  eines  bdidngen 
Punktes  N'  (Eckpunkt  einer  Deckplatte)  in  der  Perspektive  zu  be- 
stimmen, zieht  man  den  Lichtstrahl  N'S,  legt  durch  ihn  eine  Hilfs- 
ebene, etwa  die  horizontalprojicirende;  diese  geht  durch  die  Projek- 
tion N^^  von  N'  auf  die  Grund-  oder  Bodenfläche  (wobei  N^^  auf  der 
nach  ZX  gerichteten  Diagonale  des  Grundquadrates  liegt)  und  schneidet 
die  Grundfläche  in  der  Horizontalprojektion  N^^S'  des  Strahles  N'S. 
Der  Schnittpunkt  N^  beider  Linien  ist  der  Schatten  von  N'  auf  die 
Grundfläche.  Der  Schatten  der  Deckplatte  auf  die  Grundfläche  ist 
ein  Sechseck,  in  dessen  wahrer  Gestalt  je  zwei  Gegenseiten  parallel 
und  gleich  sind,  während  in  der  Perspektive  die  Gleichheit  aufge- 
hoben ist,  und  zwei  Gegenseiten  nach  S'  laufen  (wie  stets  die 
Schatten  vertikaler  Geraden  auf  horizontale  Ebenen  nach  dem  Flucht- 
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punkt  S'  der  Horizontalprojektion  der  Sonnenstrahlen  gehen)^  zwei 
Gege&seiten  nach  Ä,  und  zwei  parallel  zu  h  sind. 

Für  den  Punkt  J'  schneidet  die  horizontalprojicirende  Ebene 
des  Lichtstrahles  J'S  die  Bodenfläche  in  J^^S\  diese  schneidet  das 
Grandquadrat  eines  Pfeilers  in  eJg,  eine  Fläche  des  Pfeilers  in  der 
Vertikalen'  J2J1,  und  diese  Linie  wird  von  J'S  in  «7^  getroffen, 
welcher  Punkt  der  Schatten  von  «T  auf  die  Frontfläche -eines  Pfeiler- 
schaftes ist.  Ebenso  ist  K^  der  Schatten  von  K'  (P^K^  ±.h),  und 
der  Schatten  der  Kante  Z'ö'  auf  jene  Frontfläche  ist  K^P^  |I  SA, 
weil  SA  die  Fluchtlinie  der  Lichtstrahlenebene  der  Kante,  und  die 
unendlich  ferne  Gerade  diejenige  der  Frontebene,  also  der  unendlich 
ferne  Punkt  von  SA  der  Fluchtpunkt  von  K^P^  ist.  Der  Schatten 
K^Pi  bricht  sich  bei  P^  au  einer  Kante  des  Schaftes  und  geht  in 
dessen  Seitenfläche  in  P^  Q^  über,  welche  Linie  nach  A  läuft  Der 
Endpunkt  Q'  der  Kante  wirft  seinen  Schatten  nach  Q^,  und  die  an 
Q'  anstoßende  schattenwerfende  Kante  der  Deckplatte,  welche  |{  h  ist, 
wirft  auf  jene  Seitenfläche  des  Schaftes  einen  nur  wenig  bemerkbaren 
nach  jR  laufenden  Schatten,  weil  SR  (j|Ä)  und  AR{J^h)  die  Fluchtlinien 
bezw.  der  Lichtstrahlenebene  der  Kante  und   der  Seitenfläche  sind. 

Von  den  geneigten  Flächen  des  Kapitals  sind  diejenigen  rechts 
und  hinten  im  Schatten.  Diejenige  links  hat  AF^  und  diejenige  vorn 
F^F^  zur  Fluchtlinie;  und  man  erkennt  leicht,  daß  die  linke  im  Licht 
ist,  weil  S  auf  derselben  Seite  ihrer  Fluchtlinie  JLi^^  liegt,  wie  die 
Korpermasse  an  der  Fläche,  die  vordere  im  Schatten,  weil  S  und 
die  Körpermasse  auf  entgegengesetzten-  Seiten  von  der  Flucht- 
linie F^F^  liegen;  zugleich  aber  S  sich  unter  dem  Horizonte 
befindet.  Läge  S  über  h,  so  wären  die  Kennzeichen  umgekehrt. 
Die  Kante  T' U'  zwischen  beiden  Flächen  ist  Licht-  und  Schatten- 
grenze, und  ihr  Schatten  auf  die  Frontfläche  des  Säulenschaftes 
ist  T  Ui  II  SF^j  weil  SF^  und  die  unendlich  ferne  Gerade  die  Flucht- 
linien bezw.  von  der  Lichtstrahlen  ebene  der  TU  und  von  der  Front- 
fläche sind. 

54L  In  dem  soeben  behandelten  Beispiele  war  eine  gerade 
Ansicht  gebildet,  indem  die  Bildfläche  mit  einer  Hauptfläche  des 
Gegenstandes  parallel  stand.  Wir  wollen  nun  eine  schräge  Ansidht 
herstellen,  und  da  wir  es  vorziehen,  die  allgemeinen  theoretischen 
Erörterungen  erst  zu  geben,  nachdem  die  Perspektive  Anschauungs- 
weise durch  das  Abbilden  einiger  einfachen  Gegenstände  befestigt 
ist,  so  schicken  wir  unserer  Aufgabe  nur  die  unmittelbar  anzuwen- 
dende Theorie  voraus. 

Aufg.  Eine  beliebige  Iwrizontale  Gerade  und  Stücke  derselben  von 
gegebener  Länge  perspeJctiv  abzubilden. 
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Fig.  314. 


Ar 


Fig.  314.         Aufl.   Sei  B  die  Spur  der  Geraden  i  und  F  ihr  Fluchtpunkt, 

80  daß^  wenn  0  das  Auge,  OF\iy  und 
BF  die  Persprektive  %  der  %  ist.  Legt 
man  die  Horizontebene  um  die  Hori- 
zontlinie %;  und  die  durch  %  gehende 
horizontale  Ebene,  welche  man  als  Grund- 
ebene ansehen  kann,  um  die  Grundlinie 
g  in  die  Bildebene  um  (538),  indem  man 
beide  in  gleichem  Sinne  dreht,  so  daß 
0  gegen  oben  nach  A^  gelangt,  wobei 
AA^±.h  und  gleich  der  Distanz,  und  daß 
der  hintere  Teil  der  Grundebene  nach 
unten  zu  liegen  kommt,  so  ist  nach  der 
Umlegung  A^F  \  i,  wodurch  F  auf  h 
gewonnen  wird.  A^  heißt  das  aufgeklappte  Auge,  Um  den  Punkt  C 
der  i  in  C  abzubilden,  kann  man  durch  C  eine  zweite  und  beliebige 
Gerade  CCy  legen,  deren  Spur  C^  und  deren  Fluchtpunkt  der  Punkt 
T  der  h  ist,  wenn  ^o^^ll  CC^.  C  liegt  dann  auf  C^T,  Ist  G  durch 
die  Entfernung  JBOvon  der  Spur  gegeben,  so  mache  man  BCi  =  BCj 
dann  sind  das  A  BCC^  und  das  mit  ihm  ähnliche  A  FAqT  gleich- 
schenklig und  daher  FT  ^=  FA^.  Soll  auf  i'  von  einem  beliebigen 
Punkte  C  aus  eine  Strecke  CjB'  von  gegebener  wahrer  Länge  e 
weitergetragen  werden,  so  ziehe  man  TC"  bis  C^  auf  g  und  trage 
auf  ^  die  CiE^  =  e  auf;  dann  schneidet  E^T  die  «'  in  JE'.  —  T 
heißt  der  Teilungspunkt  von  t,  und  ist  der  Fluchtpunkt  der  Sehnen 
der  aus  B  im  wahren  Winkel  E^BF  beschriebenen  Kreisbogen, 
i-ig.sis.         542.   Die  reducirten  Punkte,     Liegt  Aq  außerhalb  der  Zeichen- 

1 


Fig.  315. 


fläche,  so  trage  man  auf  AA^, 
der  Distanz,  z.  B.  A  ^  =  --  Distanz 

l  n  »,  mache  J  (^) 


auf,  ziehe 
F  A^ 


A  F 


n     n 


mg' 

sodann   AF=  n-  A  —, 

AT=n'A{^),  S9  sind  F  und  T 

der  Flucht-  bezw.  Teilungspunkt  von 
t,  und  E^T  bestimmt  auf  i'  =  BF 
den  Punkt  JB' —  Liegt  auch  jP außer- 
halb der  Zeichenfläche,  und  man  soll 

aus  B  die  BjP ziehen,  so  trage  man  auf -4jB  die  A—=  —  ' AB  auf  und 

UV      ' 
ziehe  BF  || .  —  Liegt  T  außerhalb  der  Zeichenfläche,  so  mache 
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man  F-  =  ~  FT,  J5-^  =  ^  •  JBjB,,  so  geht  ~»  ~  oflFenbar  durch 

T 
E\    Ist  dabei  F  nicht  zu  benutzen,  so  beachte  man,  daß  A  = 

(«-l).^(^')-^(|),mderFigurz.B.^f=^|^-J[(f). 

Man  nennt  — -,    -,  -    bezw.  das  redticirte  aufgeldappte  Auge,  den  redii- 

cirten  FlttchtptmJctf  den  reducirten  TeilungspunJcL 

643.    Aufg,   Die  schräge  Perspektive  AnsiclU  eines  Obelisken  mit 
treppenfirmigem  Unterbau  zu  zeichnen, 

Aufl.  Seien  von  dem  quadratischen  Baue  der  Grund-  und  Aufriß  Fig.  »i«. 
in  gerader  Ansicht  gegeben,  sei  g  die 
Grundlinie  der  Bildfläche,  A^  die  Pro- 
jektion des  Augenpunktes  A  auf  g^  und 
treflfe  eine  Seite  des  Grundquadrates  die 
g  in  B  unter  dem  Winkel  a.  Nimmt 
man  bef  der  Perspektive  in  der  Bild- 
fläche die  doppelten  Maße   des  Grund- 


Fig.  316. 


Fig.  317. 


3     3         3    3 


und  Aufrisses,  und  sind  g,  A,  A,  J*-  ge- 
geben, ist  A^  die  Projektion  von  A  auf 
g,  so  zieht  man  -^  —  unter  dem  Winkel 
a  gegen  h  und  ermittelt  von  den  Kanten 
die  Fluchtpunkte  F  und  F'  ( 

F'  unerreichbar),  denjenigen  G  der 
einen    Diagonale    des     Grundquadrates 

("s"  3  T  ^^  ^  w  "^^  ^^^  Teilungspunkte 

T  und   T   zu  F  und  F\    Man  bildet 

nun    die   Perspektive    des    Grundrisses, 

indem  man  die  Spur  B  der  einen  Kante  überträgt,  deren  Abbildung 

BF  zeichnet  und  auf  sie  die  Einteilung  mittelst  T  aufträgt,  wobei 

C  den  vorderen  Eckpunkt  darstellt.   Die  andere  Kante  C F'  zeichnet 

F* 

-r-  nach  dem  Verfahren  der  vorigen  Nr.  und  überträgt 


man  mittelst 


auf  sie  die  Einteilung  mittelst  T.  Aus  den  Einteilungspunkten 
zieht  man  die  Linien  nach  JP,  schneidet  sie  mit  der  Diagonale  CG, 
und  kann  dann  mittelst  dieser  Punkte  und  der  Einteilungspunkte 
auf  C F  die  nach  F'  laufenden  Linien  des  Grundrisses  zeichnen, 
ohne  F'  zu  benutzen.  Zur  Genauigkeit  ist  noch  die  Einteilung  der 
entfernteren  nach  F  laufenden  Kante  zweckmäßig,  die  man  aus  der 
Einteilung  der  C'F'  durch  Linien  nach  G  (entsprechend  den  Paral- 
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lelen  zu  einer  Diagonale)  erhält,  sowie  die  Yerzeiclinung  der  zweites 
Diagonale  des  Grundquadrates.  —  Sollt«»  die  Sclwitte  im  Grund- 
risse zu  schief  und  unsicher  sein,  so  zeichne  man  einen  Grundriß 
in  einer  weiter  als  g  vom  Horizonte  entfernten  Ebene. 

Die  HShen  Überträgt  man  zweckmäßig  in  der  Diagonalebene, 
deren  Spur  X  g  aus  dem  Schnittpunkte  der  C  G  mit  g  gezogen 
wird.  Auf  dieser  Spur  trägt  man  die  Höhen  auf;  dann  schneiden 
die  aus  den  so  erhaltenen  Punkten  nach  G  gezogenen  Linien  auf 
der  Vertikalen,  welche  man  aus  C  und  anderen  Einteilungspunkten 
der  CG  zieht,  die  HShenpunkte  ein,  mittelst  deren  man  das  Per- 
spektive Bild  leicht  vervollständigt. 
Fig.  317. 


^_^-'^^; 


Die  Sdiatlen  werden,  wie  vorher,  aus  dem  diesmal  oberhalb  h 
liegenden  Punkte  S  und  aus  S'  bestimmt.  Der  Schatten  einer 
schiefen  Kante  des  Obelisken  wird  aus  dem  erreichbaren  Schatten 
El  eines  Punktes  E  derselben  und  aus  der  auf  einer  Quadratdiago- 
nale  liegenden  Horizontalspur  der  Kante  ermittelt.  Die  beiden 
Schatten  solcher  schiefen  Kanten  bestimmen  auf  h  ihre  Fluchtpunkte 
H  und  J,  nach  welchen  auch  ihre  Schatten  auf  die  obere  Fläche 
des  Unterbaues  laufen.  In  dem  Schatten  eines  Eckpfostens  auf  die 
Stufen  läuft  eine  Linie  auf  einer  horizontalen  Ebene  noch  S',  andere 
laufen  nach  F"  und  können  bei  ihrer  Kürze  nach  dem  Äugenmaße 
eingeschaltet  werden.    Der  Schatten  der  nach  F"  gehenden  Kanten 
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Fig.  318. 


auf  vertikale  Ebenen^  deren  Grundlinien  nach  F  laufen,  haben  K 
zum  Fluchtpunkt,  d.  i.  den  Schnittpunkt  der  Fluchtlinie  SF  der 
Lichtstrahlenebene  der  Kante  mit  der  Fluchtlinie  FK  (_L  h)  der 
Ebene.  Diese  Schatten  gehen  auch  durch  den  jedesmal  leicht  zu 
erhaltenden  Schnittpunkt  der  schattenwerfenden  Kante  mit  der  be- 
schatteten Fläche. 

544.   Zweckmäßig  sind  die  schon  früher  (15,  13)  erwähnten 
Verfahren  von  Stevin  (1608),  übaldi  (1600)  und  Dürer  (1525).   BeiFig.sis. 
dem  von  Stevin  stelle  die  Zeichenfläche 
die  von  unten  betrachtete  Grundebene 
vor,  worin  g  die  Grundlinie  der  Bild- 
ebene, A^  und  P^   die  Grundrisse  des 
Auges  0  und  des  beliebigen,  abzubil- 
denden Punktes  P  seien.  A^  P^  schneidet 
dann  die  g  im  Grundrisse  P^  der  Ab- 
bildung P'  von  P.     Dreht  man   nun 
die  Bildebene  samt  der  Projicirenden 
TqF  um  g,  und  zugleich  die  Projici- 
renden J.,0  und  P^F  um  Gerade,  die 
11^  durch  ihre  Fußpunkte  A^  und  P^ 
gelegt  werden,  so  daß  die  drei  Pro- 
jicirenden stets  unter  einander  parallel  bleiben,  so  ändert  P'  seine 
Lage  auf  der  Bildebene  nicht.    Nach  der  Umlegung  in  die  Grund- 
ebene gelangen  die  Projicirenden  bezw.  nach  FqP\  A^Aq,  PiP^  (J-P), 
wobei  A^Aq  und  PiP2  bezw.  gleich  den  Höhen  von  0  und  P  über 
der  Grundebene,  und  es  schneidet  die  AqP^  auf  der  PqP'  die  um- 
gelegte Perspektive  F  von  P  ein.     Dabei  ist  A^A^  ^=  h'  =^  Ab- 
stand g,  h\  daher  Abst.  A^,  h  =  Abst  ^j,  ^  =  Distanz  e,  und  Aq 
das  aufgeklappte  Auge  der  Nr.  541. 

Ist  PjPg  =  0,  so  liegt  der  Punkt  in  der  Grundebene.  Sei  Q^ 
ein  solcher  Punkt,  so  geht  das  Verfahren  in  dasjenige  van  Ubaldi 
Aber.  Man  schneidet  A^Q^  mit  g  in  Q^,  zieht  die  Q^Qf  A^g^  so  ist 
ihr  Schnitt  Q'  mit  A^Qi  die  Perspektive  von  Q,  Es  ergeben  sich 
hier  eine  Figur  in  der  umgelegten  Grundrißebene  (mit  Q^  und  ihre 
Perspektive  (mit  Qf)  als  Perspektive  Figuren  mit  A^  als  Mittelpunkt, 
g  als  Axe  der  Eollineation  und  mit  h  als  Gegenaxe  der  Bildebene 
(306). 

Albrecht  Dürer  bestimmt  die  Perspektive  F  des  Punktes  P, 
indem  er  den  Sehstrahl  OP  mit  der  Bildebene  im  Grund-  und 
Aufriß  schneidet,  wobei  jedesmal  die  Bildebene  als  Gerade  (im 
Profil)  erscheint  Er  bestimmt  also  Pq  durch  A^P^,  die  Hohe  P^F 
aber  vermittelst  des  Aufrisses. 
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546.  Awfg.  Ein  Haus  in  schräger  Ansicht  in  P^spekÜve  za  setzen. 
Aufl.   Wir   wendeii  zweckmäßig  von  den  in  der  vor,  Nr.  ge- 
gebenen Verfahren  das  von  Dürer,  aber  nur  auf  den  Grundriß,  an, 
und  bestimmen  dann  die  Hohen  mittelst  horizontaler  Geraden  und 
Pig.sio.ihrer  Fluchtpunkt«.    Es  sei  der  Grundriß  des  sichtbaren  Teiles  des 
Fig.  319. 


Hauses  und  ein  Teil  des  Aufrisses  zur  Feststellung  der  Höhen  ge- 
geben. —  Indem  mau  den  Abstand  A^,  g  =^  der  Distanz  e  macht, 
bestimmt  man  die  Fluchtpunkte  F,  F'  der  Grundrißkanten ,  indem 
man  Parallele  zu  ihnen  aus  Ai  zieht,  dieselben  mit  g  schneidet, 
und  die  Schnittpunkte  auf  h  nach  F  und  F"  projicirt.  Die  Per- 
spektive irgend  einer  Kante,  z.  B.  der  Firstlinie  des  Daches  (G,Bi), 
findet  man,  indem  man  ihre  Spur  B{B^BXg)  mit  ihrem  Flucht- 
punkte F'  verbindet,  aus  den  Endpunkten  des  Grundrisses  (so  aus  6,) 
gegen  A^  Strahlen  bis  g  zieht,  und  hier  Senkrechte  auf  g  errichtet; 
dieselben  schneiden  auf  BF"  die  Bilder  der  Firstendeu  ein  (so  G'). 
Die  vorderste  Dachecke  H  liegt  in  der  BildSäche.  Die  Höhen  in 
der  nach  F"  laufenden  Hausääche  sind  auf  der  Spur  derselben 
aufgetrt^en.     In  Bezug  auf  die  (gleichförmigen)  Ausladungen  dea 
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Daches  und  der  Gesimse  sei  noch  bemerkt,  daß  man  die  größten, 
hier  die  des  Daches,  aus  dem  Grundrisse  konstruirt.  Bei  der 
Wendung  eines  Gesimses  um  eine  Hauskante  schneiden  sich  die 
Flächen  der  beiderseitigen  Gesimse  in  der  Gehrung,  deren  Ebene 
den  Winkel  der  Hausflächen  halbirt;  H^G^  ist  der  Grundriß  einer 
Gehrungsebene.  Der  Fluchtpunkt  von  JS^G^  liegt  auf  h  senkrecht 
über  dem  Punkte  C^  der  g,  wenn  A^Cy^  ||  S^G^]  in  der  Vertikalen 
von  Gl  erscheint  die  Gehrung  als  Gerade;  auf  beiden  Seiten  von 
Ci  haben  die  parallelen  Gehrungen  entgegengesetzten  Sinn.  Die 
Gratlinien  des  Daches  haben  viererlei  Richtungen  und  Fluchtpunkte. 
Am  meisten  wird  benutzt  derjenige  E  von  GH]  er  liegt  in  der 
Fluchtlinie  C^E  der  Gehrungsebene  (-L  Ä),  und  in  denen  FE,  FE 
der  beiden  anstoßenden  Dachflächen;  die  letzteren  laufen  parallel 
mit  den  Spuren  dieser  Ebenen,  bezw.  mit  HB,  HK.  Die  verschie- 
denen Ausladungen  an  derselben  Eckkante  verhalten  sich  in  der 
Perspektive  sehr  nahe  wie  ihre  wahren  Größen,  und  werden  auch 
am  kürzesten  und  genauesten  derart  aus  der  größten  vorkommenden 
Ausladung,  der  des  Daches,  erhalten. 

Indem  die  Sonne  8  in  der  Bildebene  angenommen  wurde,  sind 
die  Abbildungen  der  Lichtstrahlen  unter  einander  parallel.  Zur  Be- 
stimmung der  Schuten  benutzt  man  manchmal  vorteilhaft  den  Grund- 
riß. So  bestimmt  man  den  Schatten  J»  der  Dachecke  J  auf  eine 
Hausfläche  mittelst  des  Grundrisses  J^J^  ||  ^,  oder  den  Schatten  L^ 
einer  nach  F'  laufenden  Dachkante  auf  eine  vertikale  Hauskante 
mittelst  Z3Z1  II  g.  Die  Dachfläche  HGF  ist  im  Schatten,  weil  S 
(rechts  unten)  mit  der  anstoßenden  Körpermasse  auf  entgegen- 
gesetzter Seite  von  der  Fftichtlinie  FE  der  Fläche  liegt  (540).  —  Der 
Schatten  der  Gratlinie  JE  auf  die  nach  F'  laufende  Hausfläche  ist 
J^^]  ihr  Fluchtpunkt  M  ist  der  Schnittpunkt  der  Fluchtlinien  der 
Lichtstrahlenebene  von  JE  (SE)  und  der  Fluchtebene  der  Haus- 
fläche (F'M±h)  (539).  Der  Schatten  einer  nach  F  gehenden 
Dachkante  auf  eine  nach  F  gehende  Hausfläche  hat  N  zum  Flucht- 
punkte als  Schnittpunkt  der  Fluchtlinien  der  Lichtstrahlenebene 
{SF)  und  der  Hausfläche  {F'N±h).  Der  Schatten  der  nach  F 
laufenden  Firstlinie  des  vorspringenden  Daches  auf  die  Dachfläche 
GHF'  hat  P  zum  Fluchtpunkte  als  Schnittpunkt  der  Fluchtlinien 
der  Lichtstrahlenebene  der  Kante  {SF)  und  der  Dachfläche  {F'  E). 
Auch  L^  hätte  man  aus  H  erhalten  können,  indem  HL^  nach  dem 
Schnittpunkte  der  Fluchtlinien  der  Lichtstrahlenebene  von  HF'  (SF') 
und  der  Gehrungsebene  von  H  {A.h  durch  GJ  läuft. 

546.  Wir  gehen  nun  zur  Lösung  der  wesentlichsten  Grtindauf- 
ffixben  der   darstellenden  Geometrie  in  perspektiver  Darstellung  über; 
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wir  müssen  dabei  diese  Darstellung  so  einrichten^  daß  durch  sie  die 
Lage  des  Baumgebildes  bestimmt  ist  Zunächst  wird  das  Ange  O 
gegen  die  Bildebene  F  festgelegt  durch  die  senkrechte  Projektion 
A  des  0  auf  F  und  durch  den  Abstand  AO^  wobei  die  Seite  Yon 
F,  auf  welcher  0  liegt,  die  vordere  heißt  A  ist  der  Augenpunkt^ 
die  Entfernung  AO  ^^  e  die  Distanz^  und  diese  wird  durch  einen 
in  der  F  aus  A  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  e  beschriebenen 
Kreis  d  angegeben,  welcher  der  Bistanzkreis  heißt. 
Fig.  320.         1)  Die  Da/rstellung   der  Gereuten  g  geschieht  (536)  durch    die 

Abbildung    zweier    Punkte    der   g^ 
welche  in  bekannten  Ebenen,  näm- 
lich in  F  und  in  der  unendlich  fernen 
U  liegen,  also  durch  die  Spur  G^ 
und  den  Fluchtpunkt  G^  (^'«=  öj  G^  ). 
g  ist  dann  die  durch  G^  parallel  za 
OG^  gezogene  Gerade.     Steht   die 
Gerade  Ä  J_  F,  so  liegt  H^  in   A^ 
bildet   die  Gerade  %  einen  Winkel 
von  45®  mit  P,  so  liegt  J^  auf  rf, 
ist  die  Gerade  h  ||  F,  so  liegen  K^  und  K^   im  unendlichen,  Tc   ist 
11 2;  und  kann  nur  mit  Hilfe  eines  Punktes  P,  durch  den  sie  geht, 
und  dessen  Darstellung  durch  F'P^P^  sogleich  angegeben  werden 
soll,  bestimmt  werden;  läuft  endlich  die  Gerade  l  durch  das  Auge, 
so  fallen  Z^,  Z«  und  V  zusammen. 

2)  Die  .Darstellung  des  Punktes  P  geschieht  durch  sein  Bild  P' 
und  da  dies  Bild  nur  den  Sehstrahl  OP'  bestimmt,  auf  welchem  P 
liegen  muß,  noch  durch  die  Abbildung  PiP«  einer  Hilfsgeraden 
jp,  auf  welcher  P  liegen  soll,  und  welche  der  Träger  von  P  heißt. 

3)  Die  Darstellung  einer  Ebene  E  geschieht  (536)  durch  die  Ab- 
bildung der  beiden  Geraden,  in  welchen  die  E  zwei  bekannte  Ebenen, 


Fig.  321. 


Fig.  321. 


die  P  und  die  U,  schneidet  Die  erstere 
Gerade  heißt  die  Spur  e^  und  bildet 
sich  in  sich  selbst  ab;  die  zweite 
oder  die  unendlich  ferne  Gerade  der 
E  wird  vermittelst  der  ||  S  durch  O 
gelegten  Ebene  in  e«,  projicirt;  e^ 
heißt  die  Fluchtlinie  der  E  und  ist 
II  e^.  Durch  zwei  parallele  Gerade 
6« ,  6«  ist  E  bestimmt,  als  die  durch 


'i;  ^flo 


e^  parallel  zur  Ebene  Oe^  gelegte 
Ebene.  Ist  die  Ebene  F  _L  P,  so  geht 
f^  durch  J.,   bildet  Q-  einen  Winkel 


IX,  646— 649.  Die  Centralprojektion  oder  die  Perspektive  im  engeren  Sinne.  46Ö 


Fig.  328. 
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u 
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von  45^  mit  P,  so  berührt  g^  den  Kreis  d,  läuft  H  ||  P,  so  ist  sie 
durch  einen  Punkt  H {H' HiU^\  durch  welchen  sie  geht,  bestimmt; 
geht  I  durch  0,  so  fallen  i\  und  t«   zusammen. 

547.  Die  Aufgaben  über  Schnitte  von  Ebenen  und  Geraden 
werden  ebenso  wie  bei  der  Darstellung  durch  zwei  parallele  Pro- 
jektions- und  Spurebenen  gelöst  (113),  und  die  Auflösungen  sind 
unabhängig  von  der  Lage  des  Auges.  Die  Schnittgerade  g  zweier 
Ebenen  E(6>iC„)  und  P  (A/;^)  ist  (Nr.  536,  Fig.  312)  durch  ^' = 
G^G^  dargestellt,  wenn  Cri  =  ei/i,  G«  ^^e^f^.  Der  Schnittpmikti^^.^^' 
jP'  einer  Geraden  gißG^G^)  mit  einer  Ebene 
E  (e^e^)  liegt  auf  der  Schnittgeradön  i  der  B 
mit  einer  durch  g  gelegten  Hilfsebene  H(Ai/ioo)< 
Zwei  Gerade g.{G^Ga^)  und h  {Ü^H^)  schneiden 
sichf  wenn  sie  in  einer  Ebene  liegen,  oder 
wenn  G^Hi  \\  G^H^  ist. 

.    548.   Die  vier  Hauptebenen  und  Haupt- 
jp^unkte  einer  Geraden.   Außer  der  Bildebene  P 
und  der  unendlich   fernen  Ebene  U  sind  noch  die  beiden  parallel^*«  323. 
zur  P  in  dem  Abstände  der  Distanz  von  ihr  gelegten  Ebenen  aus- 
gezeidhnet.   Die  eine  geht  durch  das  Auge 
O  und  heißt  die  Verschwindungsebene  V,  die 
andere  heißt  die  Gegenebene  G.     Die  vier 
[Ebenen  schneiden   eine  Gerade  g   in   den 
-vier  Punkten  G^  U,  F,  G,  und  diese  Punkte 
bilden  si^h  in  der  Spur  (r^,  dem  Flucht- 
punkte (r«,  dem  unendlich  fernen  Punkte 
G9  und  dem  Punkte  Gg  ab,  der  offenbar 
in   der  Mitte  von  G^G^   liegt.     Die   vier 
Jjbenen,  die  vier  Punkte  der  g  und  deren 
Abbildungen  liegen  harmonisch.     Die  vier 

durch  P,  G,  U,  V  gebildeten  Abschnitte  der  g  sind  der  Reihe  nach, 
endlich,  unendlich,  unendlich,  endlich,  und  ihre  Abbildungen  auf 
ff  bezw.  endlich,  endlich,  unendlich,  unendlich,  so  daß  jede  Ver- 
bindung von  endlich  und  unendlich  zwischen  den  so  gebildeten 
Strecken  der  g  und  der  g'  vorkommt. 

649.   Aufg.  Auf  der  gegebenen  Perspektive  einer  Geraden  Strecken 
^on  gegebenen  wahren  Längen  abzutragen. 

Aufl.   Soll  auf  der  gegebenen  Geraden  g  (gG^Gao)  von  ihrer Fig.s24, 
Spur  Gl  aus  eine  Strecke  von  der  wahren  Länge  G^B  ^=b  abge- 
tragen werden,  so  lege  man  durch  g  und  durch  die  zu  ihr  Parallele 
OG^  zwei  parallele  Ebenen,  deren  Spuren  in  P  die  Parallelen  (von 
beliebiger  Richtung)  G^  B^  und  G^o  T^  seien.     Zieht  man  iu  diesen 
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Fig.  325 


Fig.  324.  Ebenen    zwei    Parallele 

bis  zu  ihrem  Scbniüe  mit 
P,  nämlich  5^1  und  02\, 
so  sind  die  Dreiecke 
GiBJSi  und  ö«OTi  ähn- 
lich, und  Tj  ist  der  Flucht- 
punkt der  BBi,  Hat 
man  dabei  BB^  so  ge- 
zogen, daß  G^B^  =  G^B 
«» 6  wird,  so  ist  auch 
Goo  T^  =  ö«  0;  man  erhält  aber  ß«,  2\  als  Hypotenuse  des  recht- 
winkligen Dreiecks  mit  den  Katheten  AG^  und  AO^  also  (t«T,  = 
G^Dj  wenn  AD  l.G^A  und  D  auf  dem  Distanzkreise  d.  Dann 
ist  B^T^  das  Bild  jener  Geraden  B^B  und  schneidet  auf  g' 
den  gesuchten  Punkt  B'  ein.  Ist  G^B  entgegengesetzt  gerichtet 
mit  6r«o  Oy  so  muß  auch  G^B^  entgegengesetzt  gerichtet  sein  mit 
G^T^^  sonst  als  G^B^  gleichgerichtet,  wobei  man  dann  vermittelst 
jTiJBg  ^®^  Punkt  jB*'  auf  g  als  zweite  Auflosung  erhält.  —  Man 
nennt  den  aus  G«  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  Ga^D  = 
G^  0  beschriebenen  Kreis  den  Teilungskreis  t  der  Geraden  g,  jeden 
Punkt  desselben  einen  Teilungspunkt^  den  aus  G^  mit  dem  Halb* 
messer  b  beschriebenen  Kreis  den  Abstandskreis.  B^T^  und  unend- 
lich viele  andere  entsprechend  bestimmte  Geraden  gehen  ebenfalls 
durch  B\  und  es  gilt  G,B'  :B'G^=l>i  G„  0.  —  Soll  auf  g  von  BT 
aus,  von  G^  weg,  eine  Strecke  B'C  von  gegebener  wahaer  Länge 
c  aufgetragen  werden,  so  schneide  man  die  G^B^  mit  T,J5'  in  J?„ 
trage  auf  G^^By^  van  G^  weg  die  BiCi^=^c  auf,  dann  geht  T^C^ 
durch  C\  —  Durch  dieselben  Linien  wird  umgekehrt  von  B'C  die 
wahre  Länge  B^C^  bestimmt. 

Ist  ö'  -L  P,  oder  G^  in  -4,  so  fällt  t  in  d.    Ist  g'  B  P,  wie  i 
in  Fig.  320,  so  zieht  man  durch  P^  eine  Parallele  zu  k\  legt  auf 
sie   die   gegebenen  Strecken   und   überträgt   sie   perspektiv    auf  Je 
mittelst  Strahlen  nach  P«. 

550.   Aufg,  Durch  einen  gegebenen  Punkt  PiB'P^Pao)  parallel 

1)  s:u  einer  gegebenen  Geraden  g  eine  Gerade  h, 

2)  zu  einer  gegebenen  Ebene  E  eine  Ebene  P  su  legen. 

Aufl,  von  1)  Von  g  braucht  nur  Ga^  gegeben  zu 

sein,    floo  fallt  in  6r«;  und  es  ist  Ä'  «=  P'{?«,;  da  h 
/\^-    und  der  Träger  p  des  P   sich  in  P  schneiden,    so 
wird  Hl  durch  P^HiWP^R^  bestimmt. 

Aufl.  von  2)    Vermittelst  zweier  parallelen  Ge- 
raden in  S  und  F. 


Fig.  325. 
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Fig.  326. 


3)  Durch  einen  gegd)enen  Pu/nkt  P^P^P^P^)  tmd  eine  gegebene^ig-^io. 
Gerade  g  (ß'G^Ga,)  eine  Ebene  E  (e^e^) 
zu  legen.   Man  legt  durch  P  parallel  zu 
g  die  h  QiG^  H^),  so  ist  e^  =  G^  H^  und 
e«  geht   H  e^  durch  Gao- 

4)  Durch  zwei  gegebene  Punkte  P 
(FP.P^)  und  Q  {QfQ^Q^)  eine  Gerade 
g  (ff'GiGao)  zu  legen.  Man  legt  durch  P 
und  den  Trager  q  von  Q,  oder  durch  Q 
und  den  Träger  p  von  P  eine  Ebene;  die 
Spur  und  Fluchtlinie  einer  jeden  dieser 
Ebenen  bestimmen  auf  g  ^=  P'Q  bezw.  G^  und  6?«- 

551.    Aufg,    Durch  einen  gegebenen  Punkt  ^P  {P' P^  Pa,)   und 

1)  senkredU  zu  einer  gegebenen  Ebene  E  (c«)  eine  Gerade  g  {g'G^G^), 

2)  und  senkrecht  zu  einer  gegebenen  Geraden  g  (Cr«)  eine  Ebene  B  {e^ej) 
zu  legen, 

Aufl,  1)  Der  Fluchtpunkt  G^  der  g  liegt  auf  der  senkrecht  Fig.  327. 
zur  Ebene  Oe«  durch  0  gelegten  Geraden,  deren 
Projektion  AG^;,  auf  P  senkrecht  auf  e«  steht. 
Legt  man  die  Ebene  OAG^^  welche  die  e^  in 
E  trifft,  in  P  um,  so  gelangt  0  nach  D  auf 
d,  wenn  AD  ±  AE-,  DG^  ±  ED  bestimmt 
SLutAE den  Punkt  G« .  Dadurch  ist  g  =G^P G, 
1>estimmt. 

2)  Aus  dem  gegebenen  &«  wird  durch  die- 
selben Linien  e«,  und  daraus  e^  (550,  2))  ermittelt. 

562.  Aufg.  Den  Winkel  1)  zweier  gegebenen  Geraden  g  (g^) 
und  h  (A«),  2)  einer  Geraden  g  (9«)  mit  einer  Ebene  E  (e^),  3)  zweier 
Ebenen  E  (e^)  und  P  (/"«)  zu  bestimmen, 

Aufl,  Da  es  nur  auf  die  Richtungen  der  Geraden  und  die 
Stellungen  der  Ebenen  ankommt,  so  brauchen  nur  bezw.  ihre  Flucht- 
punkte und  Fluchtlinien  gegeben  zu  sein. 

1)  Der   Winkel  gh  ist   gleich   der   Umlegung  G^Al^H^    des ^i«. 32a 
Winkels   G^OH^    in   die   P.  (ABA^±G^H^,        p.     ^^^ 

AD  ±  AB,  BA^  =  BD)  ö-  '^ 

2)  Der  Winkel  ^E   ist  gleich   dem  Komple- 
mentwinkel von  ge,  wenn  die  Gerade  e  J_Bj(durch  0)   -^/ 
gelegt  wird.  \^^     M 

3)  Man  legt  durch  0  eine  Ebene  OEF  senk-         ^^^_^      Fig.  829. 
recht  zur  Schnittlinie  0S\  dieselbe  schneidet  die  gegebenen  Ebenen 

in  den  Geraden  OE,  OF,  welche  den  gesuchten  Winkel  EOF  bilden, 


dessen  Umlegung  EA^F  seine  wahre  Große  zeigt.     {S  ^ 

30* 


e^U,  D 
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Fig.  329.  auf  d,  AB  _L  AS,  G  auf  AS,  SDG  = 

90®,  GEF±  AS,  E  und  F  bezw.  auf 
e^  und  /■«,  Aq  auf  AS,  GAq=^  GD,) 

653.    Übungsaufgaben. 

1)  In  perspektiver  Darstellung 
durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Gre- 
rade  zu  legen,  welche  eine  gegebene 
Gerade  a)  senkrecht,  b)  unter  einem 
gegebenen  Winkel  (zwei  Aufl.)  schneidet. 

2)  Den  Abstand  zu  bestimmen  a)  eines  Punktes  von  einem 
Punkte,  b)  von  einer  Ebene,  c)  von  einer  Geraden,  d)  einer  Geraden 
von  einer  Geraden.  (Die  wahre  Länge  der  Strecke  PQ  wird  durch 
Spur,  Fluchtpunkt  und  Teilungspunkt  der  Geraden  PQ  ermittelt.) 

3)  Durch  eine  Gerade  eine  Ebene  unter  gegebenem  Winkel 
a)  gegen  eine  andere  Gerade,  b)  gegen  eine  Ebene  zu  legen. 

n.   Die  Perspektive  Eollineation  zweier  räumlichen  Systeme 

oder  die  Beliefperspektive. 

554.  Von  einem  räumlichen  Gebilde  kann  man  eine  räum- 
liche Perspektive  Abbildung  für  ein  Auge  0  herstellen,  wenn  man 
von  jedem  Punkte  P  die  Abbildung  P'  auf  dem  Sehstrahle  OP 
willkürlich  annimmt.  Dabei  würde  die  Abbildung  einer  Geraden 
nicht  eine  Gerade,  ja  nicht  einmal  eine  stetige  Linie  sein  müssen. 
Die  Abbildung  erhält  Bestimmtheit,  die  größte  Einfachheit  und  für 
die  Anwendung  in  der  Kunst  allein  Brauchbarkeit,  wenn  man  die 
Bedingung  aufstellt,  daß  drter  Geraden  g  wieder  eine  Gerade  g  ent- 
spricht Dann  entspricht  jedem  Punkte  P  der  g  ein  Punkt  P'  der 
g\  jeder  Ebene  £  wieder  eine  Ebene  ß',  weil  allen  Geraden  der  E, 
von  denen  eine  jede  eine  jede  andere  schneidet,  wieder  Gerade  ent- 
sprechen, von  denen  eine  jede  eine  jede  andere  schneidet,  die  also 
eine  Ebene  E'  erfüllen.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  jmei  räum- 
liche Systeme  2J  und  27',  welche  man  in  der  Geometrie  Jcoüinear  und 
wenn  sie  sich  in  der  angenommenen  Ausgangslage  befinden,  per- 
spektiv  nennt,  während  man  in  der  Kunst  das  eine  System  E  als 
das  wirkliche  oder  als  den  Gegenstand,  das  andere  2^'  als  seine 
Beliefperspektive  bezeichnet.  Der  Punkt  0  heißt  in  der  Geometrie  der 
Kollineationsmittelpunkt,  in  der  Kunst  das  Auge  oder  der  Gesichtspunkt. 

In  zwei  solchen  Systemen,  wenn  sie  sich  nicht  ganz  decken, 
gibt  es  eine,  aber  auch  nur  eine  Ebene  S,  die  Punkt  für  Punkt  sich 
selbst  entspricht  Indem  nämlich  zwei  entsprechende,  nicht  zusammen- 
fallende Gerade,  wie  g  und  g',  sich  stets  schneiden,  weil  sie  in  der* 
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selben  projicirenden  Ebene  liegen,  so  sei  G  der  Schnittpunkt  von  g 
und  g\  ebenso  H  von  zwei  sieh  entsprechenden  Geraden  h  und  ä', 
J  Yon  i  und  i'.  Es  entspricht  dann  G  sich  selbst,  ebenso  H  und  J, 
daher  auch  jede  der  Geraden  GH,  HJ,  JG,  und  jede  Gerade  der 
Ebene  6rJ3"e7=S,  weil  dies  für  ihre  Schnittpunkte  mit  den  Seiten 
des  Dreiecks  GHJ  gilt,  und  endlich  jeder  Punkt  dieser  Ebene.  Für 
eine  andere  Ebene  kann  das  gleiche  nicht  gelten,  weil  deren  Schnitt- 
punkt mit  g  einem  von  ihm  getrennten  Punkte  der  g'  entspricht, 
da  g  und  g  nicht  in  einander  fallen.  Jene  Ebene  S  heißt  die  Kölr 
lineatiansämiey  in  der  Kunst  die  BiMfläche  oder  Bildebene.  In  ihr 
liegen  die  Schnittpunkte  je  zweier  sich  entsprechenden  Geraden  und 
daher  auch  die  Schmttlinien  je  zweier  sich  entsprechenden  Ebenen.  Der 
unendlich  fernen  Ebene  Q  des  Systems  S  muß  eine  zu  S  parallele 
Ebene  von  £'  entsprechen,  weil  beide  Ebenen  sich  in  einer  Geraden 
der  S,  also  in  ihrer  unendlich  fernen  schneiden  müssen.  Diese  der 
Q  entsprechende  Ebene  Q'  des  Systemes  S'  heißt  seine  Gegenebene 
oder  in  der  Kunst  die  Fluchtebene  F. 

655.    Sei  S  die  Bildd>ene,  die  mit  S  parallele  F  die  Flucht-^e-^^- 
ebene,  0  das  Auge  uud  g  irgend  eine  Gerade,  deren  entsprechende 

Fig.  830. 


Gerade  oder  Eeliefbüd  oder  Abbildung  g'  gesucht  wird.  Der  Schnitt- 
punkt Gy^  der  g  mit  der  S  heißt  die  S^r  der  g,  und  die  Abbil- 
dung ihres  unendlich  fernen  Punktes,  welche  der  Schnittpunkt  G^ 
des  parallel  zu  ihr  aus  0  gezogenen  Strahles  mit  der  F  ist,  ihr 
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Fluchtpunkt.  Dann  ist  G^G^  die  Abbildung  g.  Von  einem  Punkte 
P  der  g  liegt  die  Abbildung  F'  auf  g  und  auf  dem  Strahle  OP. 
Geht  durch  P  eine  zweite  Gerade  i,  und  sind  ihre  Spur,  Flucht- 
punkt und  Abbildung  bezw.  J^,  J^  und  i',  so  wollen  wir  noch  be- 
weisen, daß  sich  g'  und  i'  in  einem  Punkte  P'  schneiden  müssen. 
Da  die  Ebene  gi  oder  PG^J^  parallel  mit  der  Ebene  OG^J^  ist, 
so  sind  auch  die  Geraden  G^J^  und  G^^^J^  parallel,  bestimmen  also 
eine  Ebene  E',  die  Abbildung  der  Ebene  gh  =  E.  Daher  schneiden 
sich  g'  und  t  in  einem  Punkte  P',  der  Abbildung  des  Punktes 
gi  =  P.  Es  war  dies  notwendig  nach  der  Voraussetzung  der  vorigen 
Nr.,  daß  einer  Geraden  eine  Gerade  entspreche,  und  ihrer  Folgerung, 
daß  einem  Punkte  ein  Punkt  und  einer  Ebene  eine  Ebene  entspreche. 

Es  ergibt  sich  zugleich,  daß  einer  Ebene  "E  «=  gi  die  Ebene 
B'  =  GyJ^G^J^  entspricht,  welche  durch  die  Spur  G^J^  =  e^  der 
E  in  S  und  durch  ihre  FltiditUnie  G^J^  =  e«  (|]  ej  geht,  indem 
letztere  die  Schnittgerade  der  ||  E  durch  0  geführten  Ebene  mit  F 
ist.  Aus  der  Konstruktion  folgt,  daß  in  der  Reliefperspektive, 
ebenso  wie  in  der  gewöhnlichen,  gilt:  Parallele  Gerade  haben  einen 
gemeinschaftlichen  Fluchtpunkt  und  parallele  Ebenen  eine  gemeinschaft- 
liche Fluchtlinie. 

Der  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Reliefgeraden  g'  ent- 
sprechende Punkt  V  der  g  wird  durch  den  Sehstrahl  0  F  ||  </'  be- 
stimmt. (T^ß^OF ist  daher  ein  Parallelogramm,  OV  =  G.j,G^j  und 
demnach  liegen  alle  Punkte  F  von  Geraden,  welche  den  unendlich 
fernen  Punkten  ihrer  Reliefgeraden  entsprechen,  in  einer  Ebene  V, 
welche  |{  S,  und  deren  Abstand  von  0  gleich  dem  Abstände  der  S 
von  der  P  ist.  Diese  Ebene  V  heißt  in  der  Geometrie  die  Gegen- 
ebene  B  des  Systemes  2J,  weil  sie  der  unendlich  fernen  Ebene  von 
2'  entspricht,  in  der  Kunst  die  Verschunfidungscbene. 

566*  Fällt  man  vom  Auge  0  die  Senkrechte  auf  die  Ebenen 
F,  S,  V,  deren  Fußpunkte  der  Reihe  nach  A,  A^,  Aq  seien,  so  nennt 
man  A  den  Hauptaugenpunkt,  A^  den  BildfläcJiaugenpunkt.  A  ist 
der  Fluchtpunkt  der  zu  S  senkrechten  Geraden.  Den  Abstand 
OA  =  e  nennt  man  die  Hauptdistanz;  der  in  F  aus  A  mit  dem  Halb- 
messer e  beschriebene  Kreis  heißt  der  Distanzkreis;  auf  ihm  liegen 
die  Fluchtpunkte  aller  unter  45^  gegen  S  geneigten  Geraden. 
A^A  =  t  heißt  die  Tiefe  des  Bdiefs,  und  es  ist  auch  -4^0  =  ^. 

Die  senkrechte  Projektion  von  g'  =  G^G^  auf  S  ist  G^G,  und 
es  ist  AqG  #  OG^,  Daraus  folgt,  daß  die  senkrechte  Projektion 
eines  Reliefs  auf  die  Bildebene  S  zugleich  die  Perspektive  des  Gegen- 
standes auf  der  Bildebene  für  das  Auge  Aq  ist,  welches  in  der  von 
0  auf  S  gefällten  Senkrechten  die  Distanz  e  besitzt     Bezeichnet  Pj 
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die  Projektion  eines  Reliefyunkies  P'  auf  die  Bildebene  S^  so  ist 
die  Tiefe  P^P'  ^=  t  A  A  9  ^^^  kann  durcli  ein  rechtwinkliges  Dreieck 

mit  einer  Kathete  t  leicht  bestimmt  werden. 

Die  durch  das  Auge  gelegte  horizontale  Ebene  schneidet  die 
Ebenen  F  und  S  in  den  Geraden  h  und  h^,  welche  der  Haupthori- 
zont  und  Büdflächtwrizont  heißen.  Ä  ist  die  Fluchtlinie  aller  hori- 
zontalen Ebenen,  der  Parallelstreifen  sh  ist  die  Abbildung  des  hinter 
S  liegenden  Teiles  der  Grundebene  G.  Daher  hat  die  Abbildung 
des  Grundrisses  eines  Gegenstandes  die  s  zur  Grundlinie  und  die  h  zum 
Horizonte,  stimmt  also  Oberein  mit  der  Perspektiven  Abbildung  des 
Grundrisses  auf  der  Bildebene  S,  wenn  die  Distanz  ^=  0A  =  e^  die 
Hohe  des  Horizontes  =  SA  (=>  dem  Abstände  von  s  und  h)  und 
wenn  das  Auge  in  der  senhredit  zu  s  durch  0  gehenden  Ebene  liegt 

Die  Projektion  des  Streifens  sh  auf  Q-  ist  der  Streifen  sf]  daher 
stimmt  die  Horizontalprojektion  des  Beliefbildes  des  Grundrisses  eines 
Gegenstandes  überein  mit  der  Perspektiven  Abbildung  des  Grundrisses 
in  S,  wenn  die  Distanz  =  e,  die  Höhe  des  Horizontes  =  t,  und  wenn 
das  Auge  in  der  JL  s  durch  0  gellenden  Ebene  liegt  Diese  Hori- 
zontalprojektion kann  bei  der  körperlichen  Herstellung  von  Reliefs 
als  horizontaler  Querschnitt  des  Reliefs  von  aufrechten  prismatischen 
Körpern  nützlich  sein. 

Rückt  die  Fluchtebene  F  in  die  Bildebene  S;  so  daß  t  =  0 
wird,  so  geht  die  Reliefperspektive  in  die  gewöhnliche  Perspek- 
tive über. 

Um  die  Grundaufgaben  der  darstellenden  Geometrie  in  der  Relief- 
perspeküve  durch  Zeichnung  zu  lösen,  bildet  man  die  senkrechte  Pro- 
jektion der  Reliefperspektive  auf  die  Bildfläche  S;  und  da  diese 
zugleich  eine  gewöhnliche  Perspektive  des  Gegenstandes  ist,  so  löst 
man  die  Aufgaben  nach  dem  Verfahren  der  gewöhnlichen  Perspektive 
(546).  Aus  der  Perspektive  auf  S  wird  dann  durch  Bestimmung 
der  Tiefen  der  Punkte  hinter  S  die  Reliefperspektive  ermittelt. 

56  ?•  Aufg,  Die  Beliefperspektive  eines  quadratischen  Pfeilers  in 
der  Darstellung  der  sdiiefen  Projektion  zu  konstruiren. 

Aufl.  Steht  der  Pfeiler  BCD  auf  der  Grundebene  auf  und  istFig.»»! 
eine  Seitenfläche  desselben  mit  S  parallel,  so  ergibt  sich  von  den 
auf  S  senkrechten  Kanten  der  Fluchtpunkt  in  A,  dabei  die  Spur 
der  Linie  BC  der  Grundebene  G  in  dem  Punkte  E  der  Grundlinie 
s,  das  Bild  der  EBC  als  EA,  die  Bilder  von  B  und  C  als  B'  und 
C  durch  die  Sehstrahlen  aus  0.  Die  Bilder  der  zu  S  parallelen 
Seiten  des  Grundquadrates  sind  mit  den  Seiten  selbst  parallel,  so 
daß  das  Bild  des  Grundquadrates  und  des  Grundrisses  des  Kapitals, 
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sowie  des  Kapitals  selbst  leicht  ausgeführt  werden  kann;  wobei  das 
Bild  B'If  der  vertikalen  Kante  BD  ebenfalls  vertikal  ist 

Fig.  331. 


668.  In  zwei  perspektiv-kollineareu  Systemen  X  und  H'  ent- 
sprechen den  geraden  Punktreihen,  den  Strahlenfoüscheln,  den  ebenen 
Systemen  und  den  Strahlenbündeln  des  einen  gleichartige  Perspek- 
tive Gebilde  des  anderen.     Auf  einem   Strahle  aus  0  liegen  zwei 

Fig.  332. 


Fig. 382. projektive  Punktreihen  beider  Systeme,  bei  welchen  in  0  und  in  8 
je  zwei  entsprechende  Punkte  zusammen  fallen;   in  einer  durch  0 
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gehenden   Ebene    liegen    zwei    Perspektive    ebene    Systeme,    deren 
Mittelpunkt  und  Axe  der  Kollineation  bezw.  in  0  und  S  liegen. 

Die  gegenseitige  Beziehung  zweier  perspektiv-kollinearen  räumlichett 
Systeme  E  und  £'  ist  bestimmt,  wenn 

1)  der  Mittelpunkt  0  und  die  Ebene  S  der  Kollineation ,  soune 
zwei  entsprechende  (auf  einem  Strahle  aus  0  liegende)  Punkte  P,  P' 
oder  die  Gegenebene  P  gegeben  sind.  Zu  einem  Punkte. Q  wird  dann 
Q'  bestimmt  durch  Beachtung^  daß  PQ  und  P'Q*  sich  in  S  schnei- 
den und  daß  QQ^  durch  0  geht. 

2)  Wenn  zwei  entsprechende  unebene  Vierecke  (VierflacJie)  AB  CD, 
Ä'B'CD'  in  perspektiver  Lage  gegeben  sind,  entweder  dadurch,  daß 

a)  die  vier  Verbindungslinien  entsprechender  Ecken  AÄ,  BB', 
CC,  DD'   durch   denselben   Punkt   0   gehen,   oder   dadurch,   daß 

b)  die  vier  Schnittlinien  entsprechender  Seitenflächen  in  derselben 
Ebene  S  liegen.  —  Findet  das  eine  statt,  so  findet  auch  das  andere 
statt.  Im  ersteren  Falle  schneiden  sich  zwei  entsprechende  Kanten 
AB,  ÄB\  weil  sie  (mit  0)  in  einer  Ebene  liegen;  die  drei  Schnitt- 
punkte der  drei  von  zwei  entsprechenden  Punkten  ausgehenden 
Kanten  AB,  AB']  AC,ÄC'\  AD,  AD'  bestimmen  eine  Ebene  S, 
die  Kollineationsebene,  in  welcher  auch  die  Schnittpunkte  je  zweier 
anderen  entsprechender  Kanten,  wie  BC,  B'C,  liegen,  da  die  drei 
Schnittpunkte  entsprechender  Seiten  der  Perspektiven  Dreiecke  ABC} 
A',B'C'  einer  Geraden,  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen,  angehören 
(vergl.  307,  2)).  Reciprok  wird  der  zweite  Fall  bewiesen  (307,  3)).  — 
Die  beiden  Vierecke  gehören  dann  zu  zwei  Systemen,  welche  durch 
0  und  S  als  Mittelpunkt  und  Ebene  der  Kollineation  und  durch 
A,  A'  bestimmt  sind. 

559.  Schneidet  ein  beliebiger  Strahl  OAA'  die  S  in  Aq,  so  ist 
in  jeder  durch  0  gelegten  Ebene  (311),  also  im  ganzen  Räume  für 
alle  Paare  entsprechender  Punkte  A,  Ä\  B,  B'  das  Doppelverhältnis 

(0^0^^')  =  iOB^BB')  =  8 
unveränderlich  und  heißt  die  Charakteristik  der  Kollineation,   Daher 
ist,  wenn  man  die  Gegenebenen  mit  B  (=  Verschwindungsebene  V) 
und  Q'  (=  Fluchtebene  P)  bezeichnet, 

OA   .  OA  OB   _       A^Q'  ^  g 


AÄ^  '  ÄA^  RA^  Q'O 

wenn  R  und  Q'  die  Schnittpunkte  des  Strahls  OA  bezw.  mit  B 
und  Q'  sind.  Daraus  folgt,  wie  in  der  Ebene,  daß  B  die  OA^  in 
demselben  Verhältnisse  teilt,  wie  ^  die  A^O,  daß  also  OB  =  —  AqQ', 
RAq=  —  Q'O,  wie  auch  schon  die  Nr.  555  ergeben  hat. 

Für  d  =  —  1  sind  beide  Systeme  involutorisch,  für  d  =  -f-  1 
decken  sie  sich  (vergl.  311). 
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Wie  in  der  Ebene  (312  ff.)  treten  besondere  Falle  der  Kolli- 
ueatiou  ein,  wenn  0  oder  S  oder  beide  ins  Unendliche  rücken«  Die 
Fälle  sind: 

1)  0  nnd  S  im  Endlichen:  KoUineaiion  im  engeren  Sinne. 

2)  0  im  Unendlichen,  S  im  Endlichen:  Affinität.  Die  Kolli- 
neations-  oder  Affinitätsstrahlen  sind  unter  einander  parallel,  die 
Gegenebenen -liegen  im  Unendlichen,  einem  Parallelstrahlenbüschel 
entspricht  ein  eben  solches,  daher  auch  einem  Parallelepipedum 
wieder  ein  Parallelepipedum,  das  Verhältnis  der  Abschnitte  eines 
Affinitätsstrahles  von  der  Kollineationsebene  bis  zu  jedem  von  zwei 
entsprechenden  Punkten  ist  unveränderlich  {Ä^Ä  :  Ä^A  =  tf),  das 
Verhältnis  der  Rauminhalte  zweier  entsprechenden  körperlichen  Ge- 
bilde ist  unveränderlich  (=  S).  Für  8  =  —  1  tritt  die  schiefe,  und 
wenn  auch  AÄ  _L  S,  die  senkrechte  Symmetrie  ein. 

3)  Liegt  0  im  Endlichen,  S  im  Unendlichen,  so  entsteht  die 
Ähnlichkeit  Die  Gegenebenen  liegen  im  Unendlichen  und  die  in 
Nr.  314  angeführten  Eigentümlichkeiten  erweitern  sich  dahin,  daß 
die  Inhalte  zweier  entsprechenden  körperlichen  Gebilde  im  Verhält- 
nisse von  8^  stehen.  Für  d  =  —  1  tritt  die  Symmetrie  in  Bezug 
auf  einen  Punkt  ein,  die  aber  nicht,  wie  in  der  Ebene,  mit  der 
Konguenz  übereinstimmt. 

4)  Für  0  und  S  im  Unendlichen  entsteht  die  KongruenB^  bei 
welcher  die  Gegenebenen  ebenfalls  im  Unendlichen  liegen  und 
d  =  1  ist. 

560.  Durch  die  Anwendung  der  Reliefperspektive  im  engeren 
Sinne  können  in  der  Bildhauerei  auch  beliebig  weit  entfernte  Gegen- 
stände abgebildet  werden,  während  die  gewöhnlich  gebräuchliche 
bildnerische  Darstellung  von  Gestalten  durch  ähnliche  oder  kon- 
gruente nur  die  Abbildung  von  räumlich  sehr  beschränkten  Gegen- 
ständen gestattet.  Es  gewährt  also  die  Beliefperspektive  auch  der  Bild- 
Juiuerei  den  Vorteil  der  Perspektive,  wie  er  der  Malerei  stets  zukommt. 

561.  In  der  Reliefperspektive,  —  welche  die  gewöhnliche  Per- 
spektive als  besonderen  Fall  in  sich  schließt,  —  versteht  man  unter 
der  Wiederherstellung  oder  Bestitution  des  Gegenstandes  die  im  Geiste 
des  Beschauers  durch  den  Anblick  eines  Reliefs  hervorgebrachte  Vor- 
stellung des  Gegenstandes,  welchen  das  Relief  darstellen  kann.  Bringt 
man  das  Auge  an  die  bei  der  Herstellung  de3  Reliefs  U'  voraus- 
gesetzte Stelle  O,  so  wird  die  Vorstellung  des  wirklichen  Gegen* 
Standes  hervorgerufen  werden,  wenn  derselbe  ein  uns  durchaus  be- 
kannter ist;  so  z.  B.  durch  die  zusammenlaufenden,  steigenden  und 
fallenden  Kanten  des  vervollständigt  gedachten  Relifs  2'  der  Fig.  331 
die  Vorstellung  einer  auf  horizontalem  Boden  stehenden  Halle  27 
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aus  quadratischen  Pfeilern  mit  parallelen^  zur  Bildebene  senkrechten 
Kanten.  Bringt  man  das  Auge  an  eine  andere  Stelle  0^,  so  kann 
das  Relief  2J'  nicht  mehr  den  bezeichneten  Gegenstand  2J  darstellen, 
wenn  man  sich  denselben  auch  vielleicht  dennoch  bei  dem  An- 
blicke des  Reliefs  in  Gedanken  vergegenwärtigt;  der  vorgestellte, 
aber  auch  wirklich  dem  £'  perspektiv  entsprechende  Gegenstand  Z" 
muß  in  jenem  Beispiele  entweder  den  Parallelismus  oder  die  Recht- 
winkligkeit  oder  die  horizontale  Lage  des  Bodens,  selbst  wenn  er 
eine  durch  Spiegelung  erkennbare  Wasserfläche  enthält,  oder  Mehreres 
davon,  verlieren. 

Geometrisch  genommen  muß  2J"  nur  zu  £'  ein  perspektiv- 
koUinearer  Gegenstand  sein;  er  ist  daher  viermal  unendlich  vielfach 
unbestimmt,  da  zu  vier  Punkten  A',  JB',  C\  U  des  Z'  bezw.  auf  den 
nach  ihnen  laufenden  Strahlen  aus  0^  beliebige  Punkte  Ä'\  B'\  C",  D" 
des  2]"  als  entsprechend  zugeordnet  werden  können.  Indem  man 
aber  unwillkürlich  die  Bildebene  S  beibehält,  welche  gewöhnlich 
durch  den  Rahmen  des  Reliefbildes  gegen  die  Umgebung  festgestellt 
ist,  sind  drei  Punkte  festgelegt  und  es  bleibt  noch  durch  Wahl  von 
A"  auf  OiÄ  eine  einfach  unendlichfache  Möglichkeit  für  £"  be- 
stehen. Haben  aber  2]\  Z"  und  der  ursprüngliche  Gegenstand  Z 
zu  zwei  die  Eollineationsebene  8  gemein,  so  sind  auch  Z  und  Z" 
unter  einander  perspektiv-kollinear  für  einen  Mittelpunkt  0^,  welcher 
auf  der  Geraden  00^  liegt.  Denn  ein  Dreieck  ABC  des  Z  liegt 
mit  Ä'B^'C"  des  Z"  perspektiv,  weil  die  Schnittpunkte  der  ent- 
sprechenden Seiten  auf  einer  Geraden  in  S  liegen;  daher  geht 
durch  den  Schnittpunkt  0^  der  beiden  Yerbindungsgeraden  AA'\ 
jBjB"  auch  diejenige  CC",  oder  da  (7,  C"  ein  willkürliches  Punkte- 
paar bilden,  die  Verbindungsgeraden  je  zweier  beliebigen  entspre- 
chenden Punkte.  Weil  nun  die  drei  Geraden  AB ^  Äff,  Ä'  ff'  durch 
denselben  Punkt  der  8  gehen,  so  liegen  die  drei  Schnittpunkte  von 
AÄ,  Bff  (=  0),  von  ÄÄ\  ff  ff'  (=  O^  und  von  Ä'A,  ff'B  (=  0,) 
auf  einer  Geraden  (307,  2)).  Daher  gilt:  Sind  zwei  räumliche  Systeme 
£  und  Z"  zu  ein  und  demselben  dritten  Z',  jedesmal  hei  Annahme 
derselben  Kollineationsebene  S,  perspektiv -hollinear,  so  sind  sie  auch 
unter  einander  für  diese  Kollineationsä)ene  &  perspektiv-kollinear.  Die 
KoUineationsmittelpunkte  0,  Oj,  Og  bezw,  zwischen  Z,  27';  Z'^  2/"; 
Z"  Z  liegen  auf  einer  Geraden, 

562«  Die  geometrisch  mögliche  unendlich  vielfache  Wieder- 
herstellung eines  Reliefs  hört  in  Wirklichkeit  auf,  wenn  wir  die 
wahre  Gestalt  des  Gegenstandes  kennen,  wenn  wir  z.  B.  bei  Archi- 
tektur- oder  Landschaftsbildem  wissen,  daß  Pfeilerreihen  parallel 
verlaufen,  oder  daß  ein  Zimmerboden  oder  ein  Wasserspiegel  hori- 
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zontal  liegt.  Die  ÄDforderungen  dieser  Kenntnis  an  die  Vorstellung 
des  Beschauers  können  sieh  aber  widersprechen.  Stellen  wir  z.  B. 
das  Auge  0^  höher  als  das  ursprüngliche  0,  so  scheint  entweder 
der  Boden  vom  Auge  0^  vorwärts  gegen  den  Horizont  A  zu  fallen, 
oder,  wenn  man  sich  den  Boden  horizontal  vorstellt,  scheint  die 
Decke  nicht  mit  ihm  parallel,  sondern  sich  nach  der  im  Endlichen 
liegenden  Geraden  zu  neigen,  in  welcher  jener  horizontale  Boden 
von  der  vorwärts  geneigten  Ebene  OjA  getroffen  wird.  Ich  habe 
bei  Versuchen,  bei  denen  ich  mich  beim  Anblick  eines  Bildes  von 
Bauwerken  in  deren  räumliche  Vorstellung  versenkte,  gefunden  daß 
die  Vorstellung  des  Parallelismus  stets  siegte,  und  daß  der  Boden  zu 
fallen  oder  zu  steigen  schien,  je  nachdem  ich  das  Auge  hoher  oder 
tiefer  stellte,  als  es  ursprünglich  angenommen  worden  war.  Dann 
aber  entspricht  der  unendlich  fernen  Ebene  von  2J  stets  die  unendlich 
ferne  von  Z"",  oder  der  ursprüngliche  Gegenstand  Z  und  der  wieder 
hergestellte  2J"  sind  perspektiv-affin. 

Die  Richtungen  der  Geraden  scheinen  bei  dieser  Affinität  stets 
parallel  mit  den  aus  dem  wechselnden  Orte  des  Auges  nach  ihren 
Fluchtpunkten  gezogenen  Strahlen.  Vergegenwärtigt  man  sich  die 
Kichtung  der  Sehstrahlen,  so  leuchtet  ein,  daß  aus  der  Verschiebung  des 
Auges  in  einer  zur  Horizontlinie  parallelen  Geraden  eine  Veränderung 
der  Winkel  der  Geraden,  am  stärksten  der  horizontalen  folgt,  während 
ihre  Horizontalität  ungestört  bleibt,  aus  der  Verschiämng  in  einer 
vertikalen  Geraden  ebenfalls  eine  Veränderung  der  Winkel,  am  stärk- 
sten in  Ebenen,  die  senkrecht  auf  der  Horizontlinie  stehen,  ins> 
besondere  eine  Neigung  der  horizontalen  Ebenen,  und  endlich  aus 
der  Verschiebung  in  einer  zur  Bildebene  senkrechten  Geraden  haupt- 
sächlich eine  Vergrößerung  oder  Verkleinerung  der  Tiefen  der 
Gegenstände,  besonders  der  vorderen  in  der  Richtung  der  Ver- 
schiebung liegenden  Strecken,  je  nachdem  das  Auge  sich  von  der 
Bildebene  entfernt  oder  sich  ihr  nähert.  Bei  einer  beliebigen  Ver- 
schiebung setzen  sich  diese  Wirkungen  zusammen. 

563.  Ein  Mangel  des  Reliefs,  welchen  das  Bild  nicht  besitzt, 
ist  der,  daß  die  natürliche  Beleuchtung  durch  ein  Licht  nicht  nach- 
gebildet werden  kann.  Man  kann  die  Licht-  und  Schattengrenzen 
zwar  nachahmen,  indem  man  dem  Relief  £'  ein  wirkliches  Licht  L' 
zufügt,  dessen  Ort  dem  Orte  der  Lichtquelle  L  des  Gegenstandes  27 
entspricht,  so  daß  bei  einem  sehr  entfernten  L  das  L'  sich  nahezu 
in  der  Fluchtebene  befindet.  Wenn  sich  dabei  die  Richtung  der 
Lichtstrahlen  gegen  den  beleuchteten  Gegenstand  umkehrt,  wie  es 
bei  der  im  Rücken  des  Beschauers  stehenden  Sonne  L  eintritt,  deren 
Abbildung  L'  in  der  vor  dem  Auge  liegenden  Fluchtebene  unter 
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dem  Horizonte  liegt  und  unmittelbar  in  entgegengesetztem  Sinne 
wie  L  beleuchten  würde,  so  konnte  man  durch  Linsen  oder  Brenn- 
spiegel, deren  Brennpunkt  L  bildet,  doch  auch  den  Sinn  der  Licht- 
strahlen nachahmen,  welche  Nachahmung  aber  zu  künstlich  wäre. 
Auf  keine  Weise  aber  läßt  sich  die  Beleuchtungsstärke  nachbilden, 
so  daß  unter  der  Einwirkung  eines  Lichtes  L!  oder  gar  des  natür- 
lichen Tageslichtes  die  Gebilde  von  E\  die  gewöhnlich  platter  sind, 
als  die  entsprechenden  von  E^  auch  weniger  stark  gerundet  er- 
scheinen werden.  Indem  diese  Mängel  besonders  bei  menschlichen 
Figuren  störend  wirken,  haben  große  Künstler,  wie  Ghiberti  und 
Colin  (11,  45),  die  Figuren  im  Vordergrunde  in  voller  Rundung 
dargestellt,  und  die  Widersprüche  mit  den  nach  den  Regeln  der 
Reliefperspektive  gebildeten  Architektur  an  der  Stelle  des  Zusammen- 
treffens beider  Stücke  (z.  B.  eines  Fußes  und  des  Bodens)  mit 
feinem  Sinne  möglichst  ausgeglichen.  Es  muß  daher  dem  Künstler 
überlassen  werden,  besonders  bei  runden  Körpern  und  vorzüglich 
bei  der  menschlichen  Figur,  von  den  mathematischen  Regeln  ab- 
zuweichen, wie  auch  schon  Schreiber  den  Grad  der  Anwendung 
der  mathematischen  Regeln  der  Reliefperspektive  dem  Künstler 
überlassen  wissen  wollte.  Aber  nicht  minder,  wie  zum  Befolgen 
der  Regeln,  ist  zum  zielbewußten  Abweichen  von  denselben  ihre 
Kenntnis  notwendig. 


Berichtiguiig. 

Seite  38  Zeile  19  von  oben  soll  stehen  1876  statt  1877. 


Verlftg  Yon  B.  G.  Teubner  in  Leipzig. 


Fiedler,  Dr.  Wilhelm,  die  darstellende  Geometrie  in  organischer 
Verbindung  mit  der  Geometrie  der  Lage.  Für  Vorlesungen  an 
technischen  Hochschalen  und  zum  Selbststudium.  Dritte  erweiterte 
Auflage.  I.  Theil.  A.  u.  d.  Titel:  Die  Methoden  der  darstel- 
lenden Geometrie  und  die  Elemente  der  projektivischen 
Geometrie.  Für  Vorlesungen  und  zum  Selbststudium.  [XXVI  u. 
376  S.  mit  vielen  Figuren  im  Text  und  6  lithogr.  Tafeln.]  gr.  8. 
1883.     geh.  n..UK  8.40. 

Die  neue  Auflage  erscheint,  den  bisherigen  drei  Teilen  des  starken  Bandes  entsprechend, 
in  drei  Bänden,  von  denen  jetzt  der  erste  zur  Ausgabe  kommt;  die  beiden  anderen,  der  zweite 
als  darstellende  Geometrie  der  krummen  Linien  und  der  Flächen,  und  der  dritte  Band  als 
konstruierende  und  analytische  Geometrie  der  Lage  werden  nach  einander  folgen.  Band  I  und  II 
bilden  die  darstellende  Geometrie  nach  projektivischer  Methode,  Band  I  und  III  die  Geometrie 
der  Lage  in  konstruierender  und  algebraischer  Entwickelung. 

Alle  drei  Teile  erscheinen  wesentlich  Terrollständigt  und  in  ausführlicher  Form,  ohne 
dafs  in  dem  charakteristischen  Aufbau  des  Ganzen  und  in  der  Ausdehnung  des  behandelten 
Gebietes  eine  Änderung  vorgenommen  ist;  die  Vervollst&ndigungen  dienen  sämtlich  dem  Ausbau 
innerhalb  desselben,  aber  sie  geben  zum  erstenmal 'die  gaxuse  vom  Verfasser  er<trebto  Beform 
ans  dem  fundamentalen  Prinsip. 

Die  Vermehrung  des  Textes  von  13  auf  83  Bogen  hat  eine  Anzahl  neuer  Figuren  in 
demselben  bedingt  und  ist  demselben  in  6  lithogr.  Tafeln  eine  weitere  Ürgänzung  in  Aus> 
fUhntngen  zugefügt  worden,  die  nicht  gut  als  Holzschnitte  gp geben  werden  konnten.  Dieselben 
enthalten  die  Kegelscbnittbüschel  und  Scharen  für  alle  wesentlichen  allgemeinen  und  speziellen 
Fälle  (3  Tafeln);  ebenso  auch  die  Konstruktion  der  acht  Kugeln,  welche  vier  Ebenen  berühren, 
mittelst  einer  Orthogonalprojektion  und  die  Darstellung  desselben  Farameterkörpers  in  zentraler 
Projektion  und.  in  der  ihr  ähnlichsten  schiefen  und  orthogonalen  Axonometrie. 

JDuroh  ein  genaues  Begister,  durch  eine  Übersicht  und  Beschreibung  der  Figuren  und 
Tafeln  und  ein  alphabetisches  Sachregister  ist  der  bequeme  Gebrauch  des  Buches  befördert; 
QueUen-  und  Litteratur- Nachweise  mit  historischen  £nt Wickelungen  sind  wie  früher,  aber 
gleichfalls  noch  vermehrt  unter  Büokverweisung  auf  den  Text  angeschlossen  worden. 

— ^— ^  Cyklographie  oder  Konstruktion  der  Aufgaben  über  Kreise 
und  Kugeln  und  elementare  Geometrie  der  Kreis-  und  Kugel-Systeme. 
Mit  16  lithogr.  Tafehi.  [XVI  u,  264  8.]  gr.  8.  1882.  geh.  tLJCd^,— 

Die  vorstehende  Schrift  entwickelt  die  Theorie  der  Elreissysteme  in  der  Ebene  und  die 
konstruierende  Lösung  der  daraus  entspringenden  Aufgaben  über  die  Bestimmung  der  Kreise 
durch  Bed^Dgungen  der  Berührung  und  des  Schnittes  unter  vorgeschriebenen  Winkeln  mit 
Geraden  und  mit  Kreisen  auf  Grund  der  einfachdh  Anschauung,  dafs  jeder  Kreis  in  der  Ebene 
der  BUdkreis  eines  Punktes  im  Baume  ist,  sowie  der  Distanzkreis  in  der  Zentralprojektion  der 
des  Projekttonszentrums;  die  graphische  Durchführung,  zu  der  die  entspringenden  Theorieen 
in  der  engsten  Beziehung  stehen,  geschieht  in  der  Form  der  Zentralprojektion;  die  zentrische 
Kollineation  und  die  Abbildung  durch  reziproke  Radien,  die  sieh  im  vollen  Umfange  mit  er* 
geben,  machen  die  Übertragning  der  Resultate  in  den  Raum  von  drei  Dimensionen  selbstverständlich. 

Die  Schrift  enthält  die  Entwickeluug  der  Methode  bis  zur  vollständigen  graphischen 
Durchbildung  und  ist  daher  von  zahlreichen  I^guren  beirleitet;  doch  setzte  sie  sich  nicht  die 
Behandlung  aller  Aufgaben  ihres  Gebietes  vor,  damit  der  Umfang  ein  maisiger  bleiben  konnte; 
die  Behandlung  der  entsprechenden  Probleme  der  Sphftrik  und  der  Geometrie  von  drei  Dimen- 
sionen wird  nur  kurz  besprochen,  um  zur  selbständigen  Weite rführung  der  Grundgedanken 
anzuregen.  Zahlreiches  Detail  hielt  der  Verfasser  zurück,  weil  es  dazu  nicht  so  sehr  zu  dienen 
schien.  Die  Hauptaufgaben  vom  Schnitt  unter  vorgeffchriebenen  reellen  oder  nicht  reellen  Winkeln 
mit  reellen  wie  mit  nicht  reellen  Grundkreisen  wurden  aber  genau  entwickelt  und  ausgeführt; 
d:«>  Lehre   vum  Schuitt  mehrerer  Kreise  unter  gleichen  Winkeln  ist  auch  voUst&ndig  gegeben. 

Die  Tht>one  ü'i  Foci  oder  Scheitel  von  Kreisen  samt  Ihren  Anwandungen,  welche 
Ch^sles  und  MObiUü  zuerst  entwickelt  haben,  erhält  man  mit  grofser  Vollständigkeit  aus 
ä(.r  durch  die  unmittelb  ird  Anschaulichkeit  viel  mehr  elementaren  Methode,  di»  gegeben  wird. 

Klekler,  Karl,  I-rof.  an  der  k.  k.  Marine- Akademie  zu  Fiume,  die 
Methoden  der  darstellenden  Geometrie  zur  Darstellung  der 
geometrischen  Elemente  und  Grundgebilde.  Mit  13  lithographirten 
Tafeln.     (X  u.  151  S.)     gr.  8.     1877.     geh.  n.  JC  4.40. 

Das  Werkchen  ist  ein  Versuch,  den  ersten  Unterricht  in  der  darstellenden  Geometrie 
systematisch  zu  gestalten  und  den  Grundbegriffoü  der  Geometrie  der  Lage  Eingang  in  den 
Klementanmterricht  an  verachaifen. 
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Prix^  Ernst  ^  Oberlehrer  an  der  König!  Realschule  I.  0.  zu  Annaberg, 
Elemente  der  darstellenden  Geometrie.  2  Teile.  Mit  in  den 
Text  gedruckten  Figuren,  gr.  8  •  geb.  Einzeln:  Erster  Teil,  Dar- 
stellung von  Raumgebilden  durch  M)rthogonala,  Projektionen.  Mit  in 
den  Text  gedruckten  Figuren.  [VII  u.  72 -ß.]  1883.  n.  JL  1.20. 
Zweiter  Teil.  Schnitte  von  ebenen  und  krummen  Flächen.  Schief- 
winklige und  axonometriscbe  Projektion.  Mit  in  den  Text  gedruckten 
Figuren.     [IV  u.  120  S.]     1883.  xi..  JH  ^.— 

Der  erste  ToU  umfarst  das  Penatun  der  darstellenden  Geometrie  oder  Projektioaslehire, 
wolches  der  Yerfasser  für  das  der  Gbersekunda  einer  sitohsischen  Bealschule  I.  Ordn.  h&lt, 
und  dürfte  somit  wohl  auch  als  Lehrbuch  für  Bealschulen  II.  Ords.  und  Seminare  aosreicbexi. 
In  dem  zweiten  Teile  ist  dagegen  nur  auf  das  Bedürfnis  der  obersten  Klassen  Ton  Bealsoliitl«n 
I.  Ordn.  Bücksicht  genommen  worden.  Wenn  man  von  dem  Geslolitspunkte  ausgebt,  daGs  in 
einem  Lehrbuche,  welches  Schülern  in  die  Htinde  gegeben  werden  soll,  nur  solclter  Stoff  ent- 
halten sein  darf,  w^elcher  auf  der  betreffenden  Bildungsstufe  von  dem  Schüler  verstaaden 
werden  kann  und  der  nicht'  über  das  Ziel  hinausgeht,  welches  erreicht  werden  soU,  so  war 
daher  eine  Trennung  des  Ganzen  in  zwei  Teile  notwendig.  Diese  Trennung  erwies  sich  aber 
auch  aus  dem  Grunde  zweckmärnig,  als  nach  derselben  die  Art  der  DanteUung  in  jedem  Teile 
eine  gleichmftfsigere  sein  konnte. 

Sturm,  Dr.  Rudolf,  ord.  Professor  am  Polytechnikum  zu  Darmstadt, 
Elemente  der  darstellenden  Geometrie.  Mit  12  litho- 
graphierten Tafeln.    (VI  u.  100  S.)  gr.  8.  1874.  geh.  n.  .^4. — 

Mit  diesem  Buche  wünscht  der  Verfasser  zunficbst  den  für  das  Folyt«ehnikain  zv 
Darmstadt  vorbereitenden  Anstalten ,  die  in  ihr  Pensum  darstellende  Geometrie  aui^enoniiDexi 
haben,  also  besonders  den  (grofsh.i  hessischen  Bealschulen  L  Ordnung,  den^  Stoff  für  diesen 
Unterricht,  sowie  die  Gelegenheit  zu  liefern,  den  Unterrieht  dem  seinigen  anzupassen. 

Das  Buch  beschränkt  sich  auf  die  rechtwinklige  Projektion;  femer  sind  krumme  Linien 
und  gekrümmte  Flächen  ausgeschlossen.  Der  Projektion  auf  eine  einzige  Projeklionsebene  ist 
ein  besonderer  (der  erste)  und  relativ  nicht  kurzer  Abschnitt  gewidmet,  ebenso  dem  Operieren 
mit  mehr  als  zwei  Projektionsebenen,  nachdem  die  wichtigsten  jAnfgaben  der  Daratelluni^  auf 
zwei  Projektionsebenen  behandelt  sind. 

Die  Betrachtungsweisen  der  neueren  Geometrie  (unendlich  ferne  Gebilde,  Affinit&t, 
KolUnearit&t  und  dergl.)  werden  selbstverständlich  eingeführt. 

Auf  Kontrollen  für  genaue  Zeichnung  und  Aushilfen  bei  anbequemen  Legen  ^rird 
wiederholt  aufmerksam  gemacht. 
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